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AVERTISSEMENT 


RELATIF     AU     PRESENT    VOLUME. 


Ij^amélioration  la  plus  essentielle  que  renferme  ce 
troisième  volume  comparativement  à  réditiou  précé- 
dente, consiste  dans  lexposé  complet  des  méthodes 
théoriques  et  pratiques  employées  pour  déterminer 
la  figure  de  la  terre ,  et  pour  résoudre  les  problèmes 
géodésiques  en  général.  Les  grandes  opérations  de  ce 
genre  qui  ont  été  effectuées  depuis  la  fin  du  dernier 
siècle  )  en  France  et  dans  toutes  les  autres  régions  du 
monde  civilisé ,  ont  fourni  aux  géomètres  des  sujets  de 
travaux  théoriques  dans  lesquels  ils  ont  déployé  toutes 
les  ressources  de  la  plus  profonde  analyse  ;  et  les  obser- 
vateurs ont  profité  de  ces  recherches,  pour  donner  à 
leurs  méthodes  pratiques  une  rigueur  qui  les  rappro- 
chât autant  que  possible  de  ces  savantes  abstractions. 
Mais  cette  concordance  ayant  été  établie  successive- 
ment^ à  mesure  que  des  instruments  plus  perfectionnés 
permettaient  de  rendre  les  observations  plus  précises, 
il  est  arrivé  que,  dans  les  Traifés-spéciaux  publiés  sur  ce 
sujet,  du  moins  en  France,  Kïrilbti'de  la  pratiqueavec 
la  théorie  n'a  pas  pu  être  réalisée  aussi  continûment, 
surtout  aussi  simplement  que  l'on  pourrait  le  désiier  ; 
et  l'exactitude  des  résultats  obtenus,  quoique  réelle  et 
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irréprochable ,  n'a  pas  toujours  été  établie  sur  des  con- 
sidérations assez  légitimes,  ou  assez  évidentes,  pour 
paraître  à  l'abri  de  toute  objection.  J  ai  pensé  qu'il 
serait  utile  de  présenter  aujourd'hui  l'ensemble  des 
procédés  pratiques  sous  un  point  de  vue  qui  en  rendît 
l'exposition  plus  généralement  conforme  aux  indica- 
tions théoriques*  Je  crois  avoir  réussi  à  le  faire  sans  les 
compliquer,  même  sans  y  rien  changer  essentielle- 
ment, par  le  seul  emploi  de  considérations  très-sim- 
ples,  fondées  sur  les  principes  d'osculation  des  sur- 
faces continues,  par  des  sphères  de  rayons  variables  ; 
de  sorte  que  les  calculs,  bien  que  rigoureusement  con- 
formes aux  plus  hautes  spéculations  de  l'analyse,  s'ef- 
fectuent cependant  comme  sur  une  sphère  unique, 
ou  sur  des  sphères  à  peine  différentes  entre  elles, 
comme  on  le  faisait  auparavant  sans  s'en  rendre 
aussi  exactement  compte.  Par  ce  moyen,  beaucoup  de 
difficultés  de  détail  ont  disparu ,  et  les  applications  nu- 
mériques, dirigées  sur  des  principes  plus  certains, 
n'exposeront  plus  ceux  qui  voudront  les  effectuer  à 
des  erreurs  que  des  personnes ,  même  très-habiles , 
n'ont  pas  toujours  évitées.  J'espère  aussi  avoir  consi- 
dérablement simplifié  l'exposé  de  la  méthode  qui  sert 
à  déterminer  les  différences  de  niveau  par  les  distances 
zénithales  réciproques  dans  les  grandes  opérations  géo- 
désiques,  en  la  ramenant  à  des  principes  théoriques 
plus  généraux  et  plus  rigoureux  qu^on  ne  l'avait  fait 
jusqu'à  présent  dans  les  ouvrages  que  j'ai  pu  consulter. 
Pour  cette  méthode,  comme  pour  la  mesure  des  arcs 
de  méridien ,  des  arcs  de  parallèles  et  des  grandes  per- 
pendiculaires,  j'ai  toujours  poussé  les  applications  jus- 
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qu'aux  nombres;  et  eu  particulier  jai  inséré,  comme 
exemple,  tous  les  détails  du  calcul  de  Tare  méridien 
qui  traverse  la  triangulation  d'Espagne,  dont  M.  Lar- 
geteau  a  bien  voulu  rassembler,  pour  ce  but,  l'exposition 
complète  dans  une  Note  rédigée  par  lui.  Après  tous  ces 
efforts,  j'ai  lieu  d'espérer  que  ce  résumé  des  méthodes 
géodésiques,  renfermé  dans  36o  pages,  pourra  être  utile 
aux  astronomes  praticiens  qui  auraient  occasion  d'effec- 
tuer ou  de  calculer  de  grandes  triangulations,  en  les 
exemptant  de  chercher  les  détails  de  ces  méthodes 
dans  les  volumineux  traités  où  elles  ont  été  jusqu'ici 
disséminées  avec  moins  de  connexion  entre  elles,  et 
avec  beaucoup  plus  de  difficulté  pour  être  comprises 
ou  employées  exactement. 

Quant  au  reste  du  volume,  les  matériaux  renfermés 
dans  la  précédente  édition  m'ont  paru  nécessiter  plutôt 
des  rectifications  de  détail  que  d'ensemble.  Je  n'ai  pas 
cru  devoir  changer  la  rédaction  du  chapitre  où  j'avais 
exposé  l'emploi  des  cercles  répétiteurs,  quoique  ce 
genre  d'instruments  ait  été  considérablement  perfec- 
tionné dans  sa  construction  et  dans  son  usage  depuis 
cette  publication.  Mais,  outre  l'identité  qui  subsiste 
toujours  dans  les  procédés  qui  servent  à  l'établisse- 
ment, à  la  rectification  et  à  l'emploi  de  ces  instru- 
ments, il  en  existe  encore  beaucoup  qui  sont  construits 
comme  autrefois,  et  qui  ont  servi  à  des  opérations  im- 
portantes poiïr  l'intelligence  desquelles  leur  connais* 
sance  est  nécessaire.  Je  me  suis  donc  borné  à  compléter 
cet  ancien  exposé  par  l'insertion  du  travail  que  j'ai  fait 
en  1825  pour  la  révision  de  la  latitude  de  Fermen- 
tera, avec  un  nouveau  cercle  répétiteur  de  M.  Gambey, 
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irréprochable ,  n'a  pas  toujours  été  établie  sur  des  con- 
sidérations assez  légitimes,  ou  assez  évidentes,  pour 
paraître  à  l'abri  de  toute  objection.  J  ai  pensé  qu'il 
serait  utile  de  présenter  aujourd'hui  lensemble  des 
procédés  pratiques  sous  un  point  de  vue  qui  en  rendît 
l'exposition  plus  généralement  conforme  aux  indica- 
tions théoriques*  Je  crois  avoir  réussi  à  le  faire  sans  les 
compliquer,  même  sans  y  rien  changer  essentielle- 
ment, par  le  seul  emploi  de  considérations  très-sim- 
ples, fondées  sur  les  principes  d'osculation  des  sur- 
faces continues,  par  des  sphères  de  rayons  variables  ; 
de  sorte  que  les  calculs ,  bien  que  rigoureusement  con- 
formes aux  plus  hautes  spéculations  de  l'analyse,  s'ef- 
fectuent cependant  comme  sur  une  sphère  unique, 
ou  sur  des  sphères  à  peine  différentes  entre  elles, 
comme  on  le  faisait  auparavant  sans  s'en  rendre 
aussi  exactement  compte.  Par  ce  moyen ,  beaucoup  de 
difficultés  de  détail  ont  disparu ,  et  les  applications  nu- 
mériques, dirigées  sur  des  principes  plus  certains, 
n'exposeront  plus  ceux  qui  voudront  les  effectuer  à 
des  erreurs  que  des  personnes ,  même  très-habiles , 
n'ont  pas  toujours  évitées.  J'espère  aussi  avoir  consi- 
dérablement simplifié  l'exposé  de  la  méthode  qui  sert 
à  déterminer  les  différences  de  niveau  par  les  distances 
zénithales  réciproques  daus  les  grandes  opérations  géo- 
désiques,  en  la  ramenant  à  des  principes  théoriques 
plus  généraux  et  plus  rigoureux  qu^on  ne  l'avait  fait 
jusqu'à  présent  dans  les  ouvrages  que  j'ai  pu  consulter. 
Pour  cette  méthode,  comme  pour  la  mesure  d^  arcs 
de  méridien ,  des  arcs  de  parallèles  et  des  grandes  per- 
pendiculaires,  j'ai  toujours  poussé  les  applications  jus- 
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qu'aux  nombres;  et  eu  particulier  jai  inséré,  comme 
exemple,  tous  les  détails  du  calcul  de  Tare  méridien 
qui  traverse  la  triangulation  d'Espagne,  dont  M.  Lar- 
geteau  a  bien  voulu  rassembler,  pource  but,  lexposition 
complète  dans  une  Note  rédigée  par  lui.  Après  tous  ces 
efforts,  j'ai  lieu  d'espérer  que  ce  résumé  des  méthodes 
géodésiques,  renfermé  dans  36o  pages,  pourra  être  utile 
aux  astronomes  praticiens  qui  auraient  occasion  d'effec- 
tuer ou  de  calculer  de  grandes  triangulations,  en  les 
exemptant  de  chercher  les  détails  de  ces  méthodes 
dans  les  volumineux  traités  ou  elles  ont  été  jusqu'ici 
disséminées  avec  moins  de  connexion  entre  elles,  et 
avec  beaucoup  plus  de  difficulté  pour  être  comprises 
ou  employées  exactement. 

Quant  au  reste  du  volume,  les  matériaux  renfermés 
dans  la  précédente  édition  m'ont  paru  nécessiter  plutôt 
des  rectifications  de  détail  que  d'ensemble.  Je  n'ai  pas 
cru  devoir  changer  la  rédaction  du  chapitre  où  j'avais 
exposé  l'emploi  des  cercles  répétiteurs,  quoique  ce 
genre  d'instruments  ait  été  considérablement  perfec- 
tionné dans  sa  construction  et  dans  son  usage  depuis 
cette  publication.  Mais,  outre  l'identité  qui  subsiste 
toujours  dans  les  procédés  qui  servent  à  l'établisse- 
ment, à  la  rectification  et  à  l'emploi  de  ces  instru- 
ments, il  en  existe  encore  beaucoup  qui  sont  construits 
comme  autrefois,  et  qui  ont  servi  à  des  opérations  im- 
portantes pour  l'intelligence  desquelles  leur  connais* 
sance  est  nécessaire.  Je  me  suis  donc  borné  à  compléter 
cet  ancien  exposé  par  l'insertion  du  travail  que  j'ai  fait 
en  i8a5  pour  la  révision  de  la  latitude  de  Fermen- 
tera, avec  un  nouveau  cercle  répétiteur  de  M.  Gambey, 
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auquel  jai  appliqué  un  procédé  d'observatiou  tel, 
quêtant  pour  le  moiiis  aussi  facile,  ou  même  plus 
facile  que  celui  dont  on  se  servait  jusqu'alors,  il  atté- 
nue les  erreurs  variables  de  ces  instruments  au  point  de 
donner  à  leurs  résultats  un  deg[ré  de  concordance  qui 
n'est  pas  inférieur  à  celui  que  Ton  obtient  dans  les  ob- 
servatoires fixes  avec  les  instruments  des  plus  grandes 
dimensions.  Cette  méthode ,  justifiée  par  le  raisonne- 
ment comme  par  l'expérience,  a  déjà  reçu  lapprobation 
d'astronomes  praticiens  les  plus  distingués;  et,  en  m'au- 
torisant  de  leur  opinion ,  je  crois  pouvoir  dire  qu'il  se 
rait  à  désirer  qu'on  n'employât  plus  autrement  le  cercle 
répétiteur  pour  de  semblables  observations. 

La  fatigue  que  m'a  causée  la  portion  de  ce  volume 
qui  a  exigé  spécialement  une  rédaction  toute  nouvelle, 
m'aurait  mis  hors  d'état  de  le  publier  actuellement ,  si 
je  n'avais  reçu  pour  le  reste  de  l'impression,  les  secours 
obligeants  et  éclairés  d'un  jeune  et  habile  géomètre, 
M.  Delaunay,  que  ses  travaux  propres  et  ses  fonctions 
d'enseignement  ont  depuis  longtemps  familiarisé  avec 
les  études  astronomiques.  Après  lui  avoir  remis  cette 
dernière  partie  de  mon  manuscrit, je  m'en  suis  entiè- 
rement reposé  sur  lui  pour  rectiBer  les  fautes  de  détail 
que  j'avais  pu  y  laisser, 

qiias  aut  incuria  t'udit , 

Â.ut  hamana  param  carit  natura  ; 

et  je  lui  dois  une  grande  reconnaissance  pour  avoir 
bien  voulu  me  décharger  d'un  si  lourd  fardeau.  J  es- 
père, avec  la  continuation  de  son  assistance,  publier 
sans  retard  les  deux  derniers  volumes ,  dont  l'impres- 
sion serait  déjà  commencée  si  je  n'avais  été  forcément 
détourné  par  d'autres  travaux. 

Octobre  i8î5. 
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de  la  Kur£ac«  terrestre  coniQéa  de  ses  îné^ralités  accidentelles.  La  1 

forme  générale  da  sphéroïde  terrestre,  ainsi  considérée,  difiR^ 
très-peu  d^une  sphère  exacte  et  s^assimile  sur  de  petites  étendues 
avec  lei  sphères  [qui  lui  sont  localement  osculatrices.  On  peut, 
en  chaque  lieu,  concevoir  une  infinité  de  sphères  douces  de  la 
propriété  d''o8Cu1ation  en  différents  sens.  Leurs  centres  sont  tout» 
placés  sur  la  normale  locale ,  dans  un  espace  très-petit  compa- 
rativement à  la  longueur  de  leurs  rayons.  Avantages  propres  at- 
tachés à  celle  de  ces  sphères  qui  est  décrite  avec  le  plus  grand 
rayon  osculateur  local.  Tracé  direct  d^une  petite  portion d^arc  mé- 
ridien ,  considéré  comme  commun  au  sphéroïde  et  à  la  sphère  os- 
culatricc  dans  ce  sens,  en  supposant  Popération  effectuée  sur  un 
terrain  découvert ,  dont  la  surface  est  partout  presque  horizon- 
tale. Procédés  de  tracé  et  de  mensuration  pour  un  tel  cas.  Réduc- 
tion de  Tare  méridien  ainsi  obtenu,  à  la  longueur  quUl  aurait 
entre  les  mêmes  normales  extrêmes ,  s'il  eût  été  mesuré  sur  une 
sphère  de  niveau  avec  le  prolongement  des  mers  environnantes. 
Détails  d^une  opération  pareille  effectuée  en  1768  sur  le  bord  de 
la  mer  Atlantique,  dans  les  Etats  de  Pensylvanieet  de  Maryland. 
Résultats  immédiats  qui  s^en  déduisent.  Longueur  en  toises  du 
rayon  de  la  sphère  localement  osculatrice  et  par  suite  du  rayon  de 
la  terre  considérée  approximativement  comme  une  sphère  exacte.       39  <6o 

Discussion  des  diverses  particularités  de  Topératlon  ,  et  apprécia- 
tion de  la  précision  des  procédés  employés  pour  Peffectuer.  Séries 
trigonométriques  nécessaires  pour  ce  genre  de  calculs.  Conditions 
de  leur  bon  usage • 60-7 1 

Emploi  de  ces  formules  pour  projeter  sur  un  même  méridien  les 
arcs  terrestres  mesurés  dans  des  directions  obliques  entre  les 
mômes  parallèles  extrêmes.  Evaluation  de  Parc  compris  sur  ce 
méridien,  entre  le  parallèle  et  Parc  peipendiculaire  menés 
d^une  station  située  hors  de  son  plan.  Formule  générale  qui  ex- 
prime cette  évaluation.  Application  à  Popération  de  Pensyl- 
vanie,  et  résultats  définitifs  qui  s^en  déduisent  sur  la  grandeur 
du  rayon  sphérique  osculateur,  suivant  la  direction  du  méridien 
dans  cette  localité 7  r-  87 

IHoTE  sur  la  résolution  des  équations  où  le  sinus  et  le  sinus  d^un 
arc  inconnu  que  Pon  sait  être  fort  petit ,  entrent  Pun  et  Pautre 
seulement  à  la  première  puissance 87-91 

Section  11.  —  Mensuration  effectuée  par  triangulation 9^ 

Formation  et  calcul  des  triangles  sphériques  établis  tangentielle- 
ment  à  une  petite  portion  de  la  surface  terrestre  régularisée. 
Formation  des  triangles  principaux ,  choix  des  signaux  qui  dé- 
terminent leurs  sommets.  Mesure  des  angles  plans  compris  entre 
eux,  et  calcul  des  angles  dièdres  formés  autour  de  la  normale  de 
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chaque  station  entre  les  plans  verticaux  qui  les  contiennent.  For- 
mules pour  cette  réduction  appelée  la  réduction  à  VhorUon, 
Exemption  de  ce  calcul  par  remploi  du  théodolite  ;  arantages 
et  inconvénients  de  cet  instrument. . , 9^*99 

Transport  des  angles  ainsi  mesurés  autour  des  normales,  aux 
triangles  formés  sur  les  sphères  osculatrices  successives.  Restric- 
tions nécessaires  pour  légitimer  ce  transport. 99*  106 

Relations  trigonométriques  existantes  entre  les  côtés  et  les  angles 
de  chaque  triangle  ainsi  formé.  Formules  pour  résoudre  numéri- 
quement un  tel  triangle,  avec  toute  Paj^roximation  appréciable 
dans  les  mesures  gëodésiques  :  \^  par  des  développements  loga- 
rithmiques n^exigeant  qu''un  seul  terme  correctif  ^  oP  par  rem- 
ploi de  Pexcès  sphérique  qui  ramène  le  problème  à  la  trigonomé- 
trie rectiligne.  Identité  du  degré  d^approximation  donné  par  ces 
deux  méthodes » toG-n» 

NoTB  sur  la  réduction  à  Thorizon  des  angles  observés  dans  des 

plans  obliques •••  iiâ-vj& 

Section  III.— Mensuration  par  une  triangulation  continue.  Réseaux 
de  triangles  sphériques  établis  consécutivement  sttr  la  surface 
terrestre ,  dans  le  sens  d^un  même  méridien.  Calcul  de  Tare  mé- 
ridien qui  les  traverse v%7 

Conditions  géométriques  de  connexion  existantes  entre  les  trian- 
gles partiels  qui  composent  un  pareil  réseau.  Elles  sont  rigou- 
reuses sur  une  sphère  exacte,  ou  sur  une  portion  sphéroïdale 
assez  restreinte  pour  pouvoir  être  embrassée  par  une  même 
sphère  osculatrice.  Mais  lorsqu^on  passe  d''une  sphère  osculatrice 
à  une  autre,  il  y  a  entre  les  triangles  consécutifs  une  disconti-* 
guïté  inévitables  dont  on  rend  seulement  les  effets  insensibles  dans 
les  opérations  géodésiques ,  en  faisant  tous  les  triangles  indivi- 
duellement très-petits  comparativement  à  la  facedu  sphéroïde  total.  137- 1 3a 

Mensuration  directe  d^un  ou  plusieurs  côtés  des  triangles  pour 
servir  de  btues  à  Tévaluatlon  de  la  longueur  de  tous  les  autres. 
Réduction  de  ces  bases  au  niveau  moyen  de  la  surface  régulière 
formée  par  le  prolongement  des  mers  environnantes i3a'i3S 

Calcul  successif  des  côtés  de  tous  les  triangles  principaux,  en  les 
dérivant  tons  dVfie  môme  base  inesurée  directement,  ou  de  plu- 
sieurs bases  qui  se  vérifient  les  unes  par  les  autres  en  les  consi- 
dérant comme  placées  sur  autant  de  sphères  osculatrices  consécu- 
tives de  rayons  donnés.  Évaluations  des  portions  d^arcs  d'un 
même  méridien  interceptées  entre  ces  triangles.  Détermination 
astronomique  de  la  direction  azimntale  du  premier  côté  de  la 
chaîne  ain.si  que  de  la  distance  du  pôle  au  zénith  à  la  première 
station.  Défluction  de  tous  les  azimuts  des  côtés  suivants  et  des 
distances  du  pôle  au  zénith  à  tous  leurs  sommets 1 35- 1  jo 
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Opérations  spéciales  à  effectuer  à  la  dernière  station  de  la  cbaiae 
entière.  Détermination  astronomique  de  l^aztmut  du  dernier  côté 
sur  son  méridien  propre,  et  de  la  distance  du  pôle  au  zénith  à  la 
dernière  station.  Comparaison  du  dernier  azimut  observé  avec  sa 
Taleur  déduite.  Formule  rig^oureuse  pour  effectuer  cette  comparai- 
son ,  et  résultats  qu^elIe  a  présentés  sur  les  opérations  géodési- 
ques  eflectuées  jusquMci i4o- 154 

Détermination  du  point  du  méridien  général  qui  se  trouve  sur  le 
parallèle  de  la  dernière  station.  Formules  pour  calculer  directe- 
ment Tare  de  méridien  compris  entre  ce  parallèle  et  le  dernier 
point  dMntersection  de  la  chaîne  des  triangles  avec  la  ligne  méri- 
dienne générale.  Évaluation  de  la  longueur  totale  de  Tare  méri- 
dien compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes ,  et  déter- 
mination des  azimuts  de  tous  les  côtés  de  la  chaîne  des  triangles 
observés.  Réunion  de  toutes  ces  méthodes  en  formules  générales.  i55-i67 

Application  des  mêmes  procédés  à  la  mesure  des  ares  de  parallèles.  167- 169 

Manière  directe  de  trouver  la  longueur  totale  d^Jn  arc  de  méridien 
ou  de  parallèle  sans  calculer  les  portions  successives  de  ces  arcs 
interceptées  entre  les  triangles  principaux 169-176 

Confirmation  de  Texactitude  de  ces  méthodes  par  Papplication  nu- 
mérique    175-178 

Section  IV. —Preuves  de  la  non-sphéricité  de  la  terre.  Sa  forme 
s^assimile  à  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution  légèrement  renflé 
à  l'équateur  et  aplati  aux  pôles  de  rotation 1^8 

Tableau  des  arcs  partiellement  mesurés  sur  le  méridien  de  Paris 
entre  les  parallèles  de  Greenwich  et  de  Formentera  dans  une  am- 
plitude astronomique  totele  de  ràO^S'^6",d^.  Manifestation  d'un 
accroissement  continu  de  la  longueur  des  degrés  eu  procédant  de 
Téquateur  vers  les  pôles.  Méthode  mathématique  pour  ramener 
tous  ces  résultats  à  une  valeur  moyenne  propre  à  un  parallèle  in- 
termédiaire en  compensant  leurs  irrégularités  accidentelles  ou 
locales if^3- 180 

Tableau  plus  général  des  arcs  méridiens  partiellement  mesurés  par 
les  procédés  les  plus  exacts  en  diverses  régions  de  la  terre ,  répar- 
ties à  de  grandes  différences  de  latitude,  depuis  Fcquateur  jusque 
dans  le  voisinage  du  pôlchoréal.  L^accroissement  de  longueur  de 
ces  degrés,  en  allant  de  ré<5ua  leur  vers  le  pôle,  y  devient  indubitable.  180-182 

Essai  de  connexion  de  tou««ce8  degrés  en  les  plaçant  sur  un  même  el  - 
lipsoïde  de  révolution  intour  de  Taxe  polaire  terrestre.  Formules 
mathématiques  exprimant  Texcentricité ,  ainsi  que  Taplatisse- 
ment  de  Tellipsoîde  en  fonction  de  ses  deux  axes  principaux. 
Expressions  des  plus  grands  et  des  plus  petits  rayons  de  courbure 
de  la  surface  pour  une  latitude  quelconque,  dVù  Ton  déduit 
celle  de  ses  rayons  osculateurs  suivant  toute  direction  azimutale 
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assignés.  Expression  d«  la  longueur  du  degré  partiel  du  méridien 
propre  à  une  latitude  quelconque  eu  fonction  de  ces  éléments. . .  182-198 

Formules  analytiques  pour  déterminer  Pexcentricité  de  Pellipsoïde  et 
de  la  grandeur  de  ses  axes ,  en  combinant  les  mesures  de  deux 
degrés  du  méridien  mesurés  à  des  latitudes  distantes 198-303 

Application  numérique  de  ces  formules  à  la  combinaison  du  degré 
moyen  de  France  et  d'^Ëspagne  avec  le  degré  du  Pérou.  Valeurs 
qui  en  résultent  pour  Pexcentricité,  Taplatissement  et  les  lon- 
gueurs des  axes>  ainsi  que  des  degrés  tant  à  Téquateur  qu'eau  pôle 
exprimés  en  toises.  YériH cation  de  ces  résultats  par  leur  emploi 
pour  reproduire  les  degrés  mesurés,  dans  Plnde,  en  Angleterre 
et  en  Laponie.  Les  diiférences  entre  les  longueurs  calculées  et 
observées  tombent  dans  les  limites  d^erreur  que  les  opérations 
pratiques  comportent 203.31^ 

Autre  application  des  mêmes  formules  en  combinant  directement 
le  degré  moyen  de  France  et  d^Espagne  avec  le  degré  de  Laponie. 
Les  éléments  obtenus  Mnsi  pour  Tellipsoïde  ne  diffèrent  des  pré- 
cédents que  par  des  quantités  dont  on  ne  peut  répondre  dans  les 
observations  pratiques,  de  sorte  que  leurs  moyennes  représentent 
le  sphéroïde  terrestre  dans  ce  quMl  a  de  régulier , ,  214-210 

Emploi  de  ces  éléments  généraux  pour  manifester  dans  la  forme  gé- 
nérale du  sphéroïde  terrestre  des  inégalités  locales  indubitables. 
Premier  exemple  :  application  à  Tare  du  méridien  de  France  et 
d'Espagne  qui  répond  à  la  latitude  d'Evaux.  Deuxième  exemple 
encore  plus  frappant  :  application  h  Tare  du  méridien  compris 
entre  les  stations  d^Ândrate  et  de  Mondovi  dans  le  voisinage  de 
Turin.  Ces  inégalités  se  produisent  surtout  en  Europe  vers  le 
45*  degré  parallèle ,  sur  lequel  les  longueurs  du  pendule  s^écar- 
ynt  aussi  le  plus  de  la  constance  qu^elles  devraient  avoir  sur  un 
ellipsoïde  de  révolution  régulièrement  constitué 217-230 

Eléments  généraux  de  rellipsoîde  terrestre,  déduits  d'une  moyenne 
entre  les  résultats  obtenus  par  la  combinaison  des  degrés  du 
Pérou,  de  France  et  de  Laponie 221-222 

Note  sur  la  développée  de  Tellipse  et  sur  ses  rayons  osculateurs. 
On  y  démontre  cette  proposition  importante,  employée  plus  haut 
dans  les  raisonnements.  En  vertu  du  peu  d'aplatissement  de  l'el- 
lipsoïde ,Tangle  compris  entre  les  normales  menées  aux  extrémi- 
tés d'un  arc  méridien  de  peu  d'étendue,  est  sensiblement  égal  à 
l'angle  compris  entre  les  sécantes  menées  des  mêmes  points 
au  centre  de  la  sphère  qui  est  osculatrice  dans  le  sens  du  mé- 
ridien au  milieu  de  l'arc 233-233 

Section  V.  —  Des  corrections  nécessitées  dans  le  calcul  des  opéra- 
tions gtfodésiqucs  par  la  faible  ellipticité  du  sphéroïde  terrestre.  234 

Dans  l'évaluation  des  longueurs  des  arcs  géodésiques  soit  de  méri- 
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(lien  y  soit  de  parallèle ,  ces  oorrectlons  se  réduisent  à  employer 
pour  rayon  spbérique  local ,  celui  de  la  sphère  qui  est  osculatrice 
dans  le  sens  perpendiculaire  au  méridien  dans  le  lieu  où  chaque 
triangle  est  établi.  Les  distances  du  pâle  au  zénith,  transportées 
par  le  calcul  dVn  point  à  un  autre  d^une  même  sphère  oscula- 
trice, se  ramènent  en  ce  dernier  point  &  la  normale  Traie  de  Tel- 
lipsoîde,  au  moyen  d^une  petite  correction  analytique  dont  on 
donne  Pexpression  générale.  Les  azimuts  dérivés  par  le  calcul  sur 
chaque  sphère  osculatrice  transversale ,  dans  retendue  restreinte 
que  Pon  donne  aux  triangles  géodésiques ,  peuvent  être  appli- 
qués à  Pellipsolde  sans  avoir  besoin  d'aucune  réduction  appré- 
ciable. Résumé  des  formules  ainsi  modifiées ,  dans  leur  applica- 
tion aux  arcs  de  méridiens  et  de  parallèles 234-^^4 

Application  numérique  de  ces  formules  à  la  mesure  de  l'arc  com- 
pris sur  le  4^®  parallèle  entre  Bordeaux  et  Fiume  en  Istrie, 
sur  une  amplitude  géodésique  totale  de  i5^3^'26'^,76o.  Appré- 
ciation^des  incertitudes  inévitablement  introduites  dans  les  résul- 
tats de  ces  opérations.  Évaluation  de  Tamplitude  astronomique 
obtenue  en  temps  par  les  observations  de  signaux  de  feu  instantané.  354-262 

Combinaison  des  mesures  d'arcs  méridiens  avec  les  arcs  de  paral- 
lèles, pour  déterminer  les  déments  de  l'ellipsoïde  localement 
osculateur  en  un  point  donné  du  sphéroïde  terrestre.  Application 
de  cette  méthode  à^la  recherche  de  cet  ellipsoïde  pour  le  point 
moyen  de  l'are  méridien  de  France  et  d'Espagne ,  où  la  distance 
du  pôle  an  zénith  est  43^  5i'  54".  L'aplatissement  de  cet  ellipsoïde 
est  beaucoup  plus  fort  que  celui  de  l'ellipsoïde  général aGa-a68 

Des  lignes  de  plus  courte  distance  appelées  lignes  géodésiques.  Leurs 
caractères  et  leur  tracé  sur  un  sphéroïde  quelconque 369-373 

Recherche  de  cette  ligne  sur  l'ellipsoïde  terrestre  pour  le  cas  parti-  ^ 
culier  où  son  premier  élément  doit  être  perpendiculaire  à  un  mé- 
ridien connu.  On  l'appelle  alors  la  perpendiculaire  k  Ut  méridienne 
qui  passe  par  son  origine.  Combinaison  de  ces  lignes  avec  les  arcs 
de  méridien  pour  former  les  axes  rectangulaires  de  coordonnées 
des  grandes  cartes  topographiqnes.  Définition  de  .ces  coordonnées 
appelées  distances  à  la  méridienne  et  Stances  à  la  perpendiculaire. 
MUnière  de  les  calculer  pour  tous  les  points  d'une  région  terrestre 
qui  sont  liés  entre  eux  par  une  triangulation  géodésique.  Appli- 
cation numérique  à  un  des  pointa  de  la  carte  de  France  dont 
l'axe  méridien  passe  par  l'Observatoire  de  Paris.  Utilité  de  ces 
déterminations  pour  découvrir  les  irrégularités  locales  'de  la 
surface  terrestre,  en  comparant  les  éléments  de  position  réels 
astronomiquement  observes  ,  avec  ceux  qui  se  concluent  du 
calcul  géodésique  pour  les  mêmes  fioints. 378-386 

Note  I.    Ëval  nation  de  l'écart  progressif  qui   s'opère  «»ntre   les 
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sphères  oscnlatrices  à  Tellipsoîde  terrestre,  et  la  surface  de  ce 
sphéroïde,  à  mesure  qn^on  s^éloignedu  point  d^osculation.  II  n^en 
peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résultats  des  cal- 
culs géodésiqucs,  lorsqu''on  restreint  Temploi  local  de  ces  sphè- 
res autant  qu^on  le  fait  habituellement 287-289 

Note  II.  Sur  la  rectification  générale  de  Tellipse;  séries  qui  expri- 
ment analytiquement  la  longueur  d^un  arc  méridien  comptée  de- 
puis le  pôle  jusqu^à  une  distance  polaire  quelconque),  et  la  por- 
tion de  cet  arc  comprise  entre  deux  distances  polaires  assignées, 
lorsque  les  éléments  de  rellipsoïde  sont  connus 290-392 

Section  yi.  —  Sur  les  grands  nivellements  géodésiques 293 

Détermination  directe  de  la  hauteur  absolue  d^une  station  au-des- 
sus de  la  mer  la  plus  proche,  au  moyen  d^un  niyellement  maté- 
riellement effectué.  Détermination  successive  des  différences 
dç  niveau  de  cette  station  aux  suivantes ,  et  de  celles-ci  entre 
elles,  par  le  procédé  des  distances  zénithales  réciproques,  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  éléments  sont  donnés  con- 
ventionnellement 293-294 

Application  théorique  et  numérique  des  formules  de  réfraction  ex- 
posées dans  le  tome  I®'',  pour  calculer  les  différences  de  niveau  par 
les  observations  de  distances  zénithales  réciproques  simultanées 
ou  non  simultanées.  Expressions  générales  de  ces  différences. 
Les  restrictions  nécessairement  imposées  aux  amplitudes  des 
arcs  qui  séparent  les  stations  géodésiques,  permettent  toujours 
d^effectuer  les  calculs  en  prenant  pour  rayon  sphérique  le  rayon 
oseulateur  moyen  et  constant  qui  est  représenté  par  le  demi** 
grand  axe  de  rellipsoïde  sur  lequelle  nivellement  est  opéré.  .  .  .  294-320 

Examen  du  cas  particulier  où  Pon  détermine  la  hauteur  absolue 
d^une  station,  diaprés  )a  dépression  observée  de  Thorizon  de  la 
mer.  Incertitude  inévitable  de  ce  mode  d^éval  nation 320 

Discussion  de  quelques  points  de  théorie  relatifs  aux  calculs  des 

réfractions  atmosphériques 320-324 

Justification  des  éléments  atmosphériques  sur  lesquels  repose  le 
calcul  des  différences  de  niveau  dans  les  cas  proposés  ci-dessus 
comme  exemples.  Observations  quHl  serait  utile  de  faire  pour 
compléter  la  connaissance  théorique  de  Patmosphère  terrestre.  .  324-333 

Section  VII. —  ÂppHcation  des  éléments  de  Tellipsoïde  terrestre 
à  la  détermination  du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix- 
millionième  partie  du  quart  du  méridien 334 

Considérations  qui  çnt présidé  à  la  détermination  du  mètre  légal. 
Evaluation  du  mètre  théorique  diaprés  les  éléments  de  TellipEloIde 
terrestre,  obtenus  en  combinant  Tare  moyen  de  France  et  d^Es- 
pagne,  d^abord  avec  celui  du  Pérou ,  puis  avec  celui  de  Laponie. 
Ces  deux  résultats,  à  peine  différents  entre  eux,  donnent  le  mètre 
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théorique  moindre  quo  la  mètre  léguai  cIb  7^  de  ligne.  Autre 
détermination  où  Tare  de  France  et  d'Espagne  acquiert  une  in- 
fluence presque  exclusive  par  son  application  locale  autonr  du 
45®  parallèle.  Elle  conduit  à  un  résultat  de  môme  sens  et  nnpeu 
plus  fort,  mais  il  est  plus  affecté  par  les  irrégularités  locales 
de  Tare.  La  conséquence  générale  de  cette  discussion  est  qu'on 
ne  peut  pas  aujourd'hui  répondre  de  7^  de  ligne  sur  Tévalnation 
du  mètre  théorique,  considéré  comme  la  dix-millionième  partie 
du  quart  du  méridien 334-34^ 

Note  sur  le  calcul  de  Tare  du  méridien  compris  entre  les  parallèles 
de  Mon tjouy  et  de  Fermentera;  par  M.  Largeteau 344 

Transport  de  ce  calcul  sur  un  méridien  qui  traverse  Tensemble  de 
la  triangulation.  Évaluation  successive  des  portions  de  Tare  mé- 
ridien, interceptées  entre  les  triangles,  au  moyen  de  deux  combi- 
naisons géométriques  anxiliaires  dont  les  résultats  concordent. 
Retour  au  méridien  de  Fermentera,  et  tableaux  numériques  ras- 
semblant tous  les  résultats  obtenus 344~35r 

Addition.  Sur  quelques  {précautions  qu'il  faut  prendre  pour  effec- 
tuer avec  sûreté  et  simplicité  les  calculs  numériques  dans  les  ap- 
plications de  géodésie  et  d'astronomie,  où  ils  se  répètent,  sous 
des  formes  analogues ,  pour  une  longue  suite  d'opérations.  .  .  .  35i-358 

CHAPITRE  XIX. 

• 

Manière  de  fixer  les  positions  relatives  des  différents  points  de  la 
surface  terrestre , 35g 

Représentation  graphique  par  des  cartes  bornées  à  des  étendues 
restreintes ,  au  moyen  de  coordonnées  rectangles  prises  sur  la 
méridienne  et  la  perpendiculaire.  Avantages  et  inconvénients  de 
ce  choix  des  coordonnées.  Fixation  plus  étendue  des  positions 
relatives  des  lieux  au  moyen  de  coordonnées  angulaires  fournies 
par  les  observations  astronomiques.  Emploi  des  latitudes  et  /on- 
gitudes  géographiques  pour  ce  but.  Définition  do  ces  dernières. 
Leur  détermination  générale  par  les  phénomènes  célestes  instan- 
tanés et  par  les  montres  marines  ou  garde- temps.  Artifice  employé 
à  la  mer  pour  obtenir  une  ligne  visuelle  sensiblement  fixe  parmi 
les  agitations  du  navire.  Cette  ligne  est  la  droite  menée  de  l'œil 
de  Tobservateur  au  cercle  apparent  de  l'horizon  tangentiellement 
à  la  surface  de  la  mer.  Usage  de  cette  ligne  comme  repère  dans  * 

les  anciens  instruments  d'observations  nautiques,  tels  que  l'Ar- 
halestrille  et  le  quartier  anglais*  Son  emploi ,  bien  plus  parfait , 
dans  les  instruments  modernes  à  réflexion,  tels  que  V octant,  le 
sextant,  le  cercle  entier.  Description  abrégée  de  ces  instru- 
ments, et  manière  de  s'en  servir.  Détermination  des  différences 
de  longitudes  entre  des  observatoires  fixes ,  par  le  transport  du 
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temps  au  moyen  d^un  grand  nombre  de  chronomètres ,  constam* 
ment  comparés  entre  eux  et  an  ciel.  Calcul  des  arcs  de  plus 
courte  distance  entre  deux  points  de  la  surface  terrestre  dont  on 
connaît  les  latitudes  et  les  longitudes.  Représentations  graphi- 
ques de  la  surface  terrestre  sur  des  globes  ou  sur  des  plans .  Indi- 
cation des  principes  et  des  modes  de  projection  sur  lesquels  sont 
construites  les  cartes  géographiques  les  plus  usitées 359-379 

CHAPITRE  XX. 

Examen  des  conséquences  physiques  qui  résultent  de  Puniversalité 
du  mouTement  diurne.  Il  ne  s^ensuit  pas  nécessairement  que 
ce  mouvement  doive  être  en  réalité  attribué  aux  astres  plutôt 
qu^à  la  terre  ;  et  toutes  les  analogies  rendent  la  dernière  sup- 
position infiniment  la  plus  vraisemblable 38o-386 

CHAPITRE  XXI. 

Conséquences  physiques  de  Taplatissement  de  la  terre.  Sa  connexité 
avec  Pinégalité  de  longueur  du  pendule  à  secondes  sur  diffé- 
rents parallèles 387 

L^in^alité  des  longueurs  du  pendule  et  Taplatissement  de  la  surface 
terrestre  sont  liés  à  la  constitution  intérieure  du  sphéroïde  et  à 
son  mouvement  de  rotation  propre,  comme  ayant  leur  cause 
commune  dans  la  pesanteur  qui  sollicite  tontes  les  parties  de  la 
masse  terrestre ,  considérée  tant  dans  son  état  de  soUditd  actuel 
que  dans  un  état  antérieur  de  fluidité.  Mais  la  relation  de  quan* 
tité  entre  les  deux  phénomènes  n^est  pas  déterminable  numéri- 
quement ^  parce  que  Taplatissement  actuel  est  propre  à  la  seule 
configuration  externe  du  sphéroïde,  tandis  que  les  longueurs  du 
pendale  sont  déterminées  par  les  attractions  des  parties  de  sa 
masse ,  situées  tant  à  sa  surface  que  dans  son  intérieur 387-395 

CHAPITRE  XXn. 

Des  parallaxes 396 

On  appelle  généralement  paraltaxes  les  réductions  quUl  faut  faire 
subir  aux  éléments  astronomiques  observés  à  la  surface  de  la 
terre  j  pour  les  avoir  tels  qu'ils  seraient  étant  observés  de  son 
centre.  On  distingue  ainsi  les  parallaxes  de  hauteur,  d^ascension 
droite,  de  déoUnaison.VoTmuïeB  générales  qui  donnent  leurs  valeurs 
dans  la  supposition  de  la  terre  sphérique.  Corrections  que  ces  va- 
leurs exigent  pour  être  appliquées  à  un  ellipsoïde  de  révolution.  396-421 

CHAPITRE  XXni. 

Description  et  usages  du  cercle  répétiteur 4^^ 

Exposition  détaillée  de  cet  instrument.  Principe  de  la  répétition. 
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Distinction  des  genres  d^erreiirs  qu^il  peut  détruire  et  de  celles 
qu^il  laisse  subsister.  Détail  des  rectifications  qu^il  exige,  et  ma- 
nière de  les  efiecluer 4^3^5 

Application  à  la  mesure  des  distances  zénithales  absolues  des 
astres  prises  hors  du  méridien  pour  connaître  leur  angle  horaire 
actuel.  Usage  de  ce  procédé  pour  déterminer  Pheure  par  les  ob- 
servations des  étoiles  on  du  soleil  dans  un  lieu  dont  la  latitude 

géographique  est  connue 4^*44^ 

Application  à  la  mesure  des  distances  zénithales  des  astres  près  du 

méridien  pour  déterminer  les  latitudes  géographiques ^2-^Si 

Emploi  du  cercle  répétiteur  pour  mesurer  les  angles  do  position 
compris  entre  des  objets  fixes,  comme  les  signaux  des  triangles 

géodésiques 4^'~4^ 

Extension  de  ce  procédé  pour  mesurer  les  distances  angulaires  des 
astres  entre  eux  ou  à  des  objets  fixes.  Détermination  des  azimuts 

par  ce  genre  d^observation 4^^4^ 

Examen  de  quelques  causes  d^erreur  accidentelles  ou  constantes 
dont  les  cercles  répétiteurs  peuvent  être  affectés  et  que  la  répé- 
tition ne  détruit  point 4^*4^ 

Détails  sur  les  niveaux  adaptés  aux  cercles  répétiteurs 4^~4^' 

Note  K®.  Exemple  d^un  calcul  du  temps  sidéral  actuel ,  diaprés 
une  hauteur  absolue  d^étoilo  observée  hors  du  méridien  avec  le 
cercle  répétiteur ,  dans  un  lieu  dont  on  connaît  la  latitude  géo- 
graphique  4^^'4^ 

Note  II.  Exemple  du  calcul  de  la  latitude  géographique  d^un  lieu 
diaprés   une  série  de  distances  zénithales  de  Tétoile  polaire, 

observée  près  du  méridien  avec  le  cercle  répétiteur 4<^4~4^ 

Admtior»  Mémoire  sur  la  latitude  de  l'extrémité  australe  de  Parc 
de  France  et  d'Espagne,  mesurée  de  nouveau  avec  le  cercle  ré- 
pétiteur en  i8a5 488 

Nécessité  de  cette  révision  occasionnée  par  la  découvertedcs  erreurs 
constantes  que  comportent  les  cercles  répétiteurs ,  et  par  suite 
desquelles  un  même  cercle  donne  habituellement  toutes  les  dis- 
tances zénithales  un  peu  trop  fortes  on  un  peu  trop  faibles.  Er- 
reur qui  doit  en  résulter  sur  les  latitudes  géographiques  mesu- 
rées avec  cet  instrument,  lorsque  les  distances  méridiennes  n'ont 
été  observées  que  d'un  seul  côté  du  zénith.  Correction  de  cette  er- 
reur par  compensation  en  observant  des  étoiles  situées  au  nord  du 
zénith  et  d'autres  situées  au  sud.  Précautions  particulières  prises 
pour  les  nouvelles  observations  de  i8'25.  Avantage  que  l'on 
trouve  à  multiplier  les  séries  au  lieu  de  les  prolonger  individuel- 
lement au  delà  d'un  nombre  d'observations  suffisant  pour  anéan- 
tir les  erreurs  occasionnelles  des  division^  et  du  pointé.  Emploi 
d'un  nouveau  procédé  d'observation  très-facile,  qui  donne  aux 
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résultats  un  de^é  de  précision  égal  à  celui  que  Ton  obtient  avec 
les  plus  grands  instruments  fixes.  Preuves  de  ce  fait  tirées  de  la 
concordance  des  séries  d^une  même  étoile  ainsi  observées  à  dif- 
férents jours;  les  écarts  de  i''  autour  de  leur  moyenne  y  de- 
viennent des  accidents  très-rares.  Évaluation  de  Terreur  con- 
stante de  Tinstrument  dans  les  nouvelles  observations  faites  à 
Formentera ,  et  appréciation  de  la  petite  erreur  de  Pancienne  la- 
titude déterminée  par  des  observations  faites  seulement  au  nord 
du  zénith.  Discussion  de  ce  genre  d^erreur ,  de  son  sens  et  de  son 
amplitude  dans  divers  cercles  répétiteurs  employés  par  des  as- 
tronomes très-habiles.  Elle  parait  s^atténuer  considérablement 
par  le  nouveau  mode  d^observation;  elle  parait  aussi  s^anéantir  par 
compensation ,  même  dans  les  séries  faites  d^un  seul  côté  du  zé- 
nith, lorsque  Fétoile  est  observée  alternativement  par  vision  directe 
et  par  réflexion  sur  un  horizon  de  mercure.  Le  nouveau  procédé 
est  également  applicable  à  ce  genre  d^observatîon ,  et  y  conserve 
ses  mêmes  avantages.  Tableaux  numériques  comprenant  les  ré- 
sultats détaillés  de  quatre-vingt-six  séries  effectuées  tant  au  nord 
qu^au  sud  du  zénith,  et  tant  de  nuit  que  de  jour  par  ce  procédé. .  4^ 
Note  sur  Papplication  de  la  formule  donnée  page  44?  pour  ré- 
duire au  méridien  les  distances  zénithales  observées  à  peu  de 
distance  de  ce  plan 5^3-524 

Table  générale  de  réduction  au  méridien  pour  les  observations 
faites  au  cercle  répétiteur 5a5 
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CHAPITRE  XYI. 

De  la  sphère  céleste  et  de  ses  cercles  principaux. 

t.  Les  questions  concernant  les  positions  optiques  des  corps 
célestes,  que  nous  avons  traitées  dans  les  chapitres  précédents , 
se  sont  trouvées  dépendre  de  la  résolution  des  triangles  sphé- 
riques.  Il  en  sera  ainsi  de  toutes  celles  que  nous  devrons  ré- 
soudre pour  déterminer  les  mouvements  apparents,  soit  propres , 
soit  relatifs ,  de  ces  corps,  considérés  indépendamment  de  leur 
éloignement  absolu  ;  car  alors  elles  auront  toujours  pour  objet  les 
positions  on  les  grandeurs  des  angles  compris  entre  les  rayons 
visuels  menés  de  notre  oeil  aux  différents  points  du  ciel  où  ils  sem- 
blent projetés.  Si ,  autour  de  chaque  observateur  considéré  comme 
centre  des  mouvements  célestes,  on  conçoit  une  sphère  d*ttn  rayon 
quelconque ,  dont  la  'irface  coupera  perpendiculairement  tous  les 
rayons  visuels  menés  aux  différents  astres,  ou  aux  divers  points  d*un 
même  astre,  les  points  d'intersection  de  ces  rayons,  étant  unis  par 
des  arcs  de  grands  cercles,  détermineront  sur  la  sphère  des  triangles 
sphériques.  Les  parties  constituantes  de  ces  triangles  étant  calculées 
et  liées  les  unes  aux  autres  par  les  rapports  connus  qui  constituent 
la  trigonométrie  sphérique,  donneront  les  rapports  de  position 
optique  qui  existent  entre  les  points  comparés. 

8.  Peu  importe  à  quelle  distance  les  rayons  visuels  sont 
coupes  par  cette  sphère  ;  les  mêmes  rapports  de  position  et  de  gran- 
deur subsistent  entre  eux.  On  peut  donc,  sans  difficulté,  la  sup- 
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poser  décrite  d\\n  rayon  immense,  qui  s'étendra  au  delà  de  tous 
les  astres ,  et  les  attacher,  par  la  pensée,  sur  la  direction  de  leurs 
rayons  lumineux,  à  la  surface  concave  de  cetle  même  sphère ,  au 
centre  de  laquelle  nous  nous  trouvons  ;  cette  construction  forme 
ce  que  les  astronomes  appellent  la  sphère  céleste. 

Chaque  observateur  étant  placé  au  centre  de  sa  sphèi^ ,  \\  y  ai 
autant  de  ces  centres  et  de  ces  sphères  qu'il  y  a  de  points  sur  la 
surface  terrestre  ;  et  les  situations  apparentes  des  astres,  c'est-à-dire 
les  points  delà  sphère  céleste  auxquels  on  les  rapporte,  doivent  être 
différents  pour  chaque  observateur.  Cela  se  vérifie ,  en  effet,  pour 
la  plupart  des  astres  doués  de  mouvements  propres.  Mais,  pour 
les  étoiles  fixes  dont  nous  devons  d'abord  nous  occuper  spéciale- 
ment, comme  tous  les  rayons  visuels  qui  leur  sont  menés  au  même 
instant,  de  tous  les  points  de  la  terre,  peuvent  être  censés  parallèles, 
il  s'ensuit  que  chaque  observateur  les  projette  sur  sa  propre  sphère, 
en  des  points  exactement  correspondants.  Ou,  ce  qui  revient  au 
même,  si  Ton  donne  à  cette  sphère  un  rayon  si  grand  que  le  diamètre 
de  la  terre ,  par  rapport  à  ce  rayon ,  puisse  être  considéré  comme 
insensible,  et  la  terre  considérée  comme  un  point,  il  n'y  aura 
plus  qu'une  seule  sphère  céleste  pour  tous  les  observateurs  ;  et  les 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  à  une  même  étoile  infiniment 
éloignée  devront  être  considérés  comme  aboutissant  aux  mêmes 
points  de  sa  surface.  Mais  si  ces  rayons  visuels,  étant  dirigés  à  un 
astre  plus  rapproché,  font  entre  eux  un  angle  sensible,  ils  abou- 
tiront sur  la  sphère  commune ,  à  des  points  différents. 

5.  Au  reste,  n'oublions  pas  que  cette  forme  sphérique  que 
nous  imaginons  ici  n'a  rien  de  réel  relativement  à  l'éloignement 
absolu  des  différents  astres.  Ceux-ci  peuvent  être  et  sont  en  effet 
placés  à  des  distances  très-inégales.  La  considération  d'une  sphère 
céleste ,  rendue  commune  à  tous  les  observateurs  par  l'immensité 
de  son  rayon,  n'est  qu'une  conception  géométrique  propre  à  fixer 
les  idées  et  à  faciliter  le  raisonnement,  toutes  les  fois  que  l'on  veut 
seulement  considérer,  ou  comparer,  les  angles  visuels  formés  dans 
Tccil  d'un  même  observateur  par  les  rayons  visuels  menés  aux  dif- 
férents points  de  l'espace  indéfini  qui  l'environne.  Mais ,  pour  en 
faire  des  applications  exactes,  il  faudra  distinguer soigneqsemeut, 
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dans  les  apparences  phénoménales ,  celles  qu'on  y  peut  rapporter 
rromme  universelles,  et  celles  dont  Fénoncé  doit  être  modifié  ou 
restreint,  en  raison  des  circonstances  de  localité  propres  au  point 
de  la  surface  terrestre  où  se  fait  l'observation. 

4.  Ainsi,  on  placera,  sur  un  diamètre  de  cette  sphère,  Taxe  du 
mouvement  diurne  du  ciel,  et  ses  deux  pôles  de  rotation.  On  tracera 
idéalement  sur  sa  surface  des  grands  cercles  dont  le  plan  passera  par 
cet  axe ,  et  qui  seront  les  plans  horaires  des  astres.  On  y  décrira , 
autour  des  pôles,  des  petits  c^rc/^^  ayant  chacun  un  arc  constant  de 
distance  polaire ,  et  dont  le  plan  sera  normal  à  Taxe  de  rotation.  Ce 
serontles  parallèles  célestes  que  les  étoiles  décrivent.  La  terre  n'étant 
qu'un  point  placé  au  centre  de  la  sphère  infinie,  ces  diverses  con- 
structions seront  vues  sous  un  aspect  identique  par  tous  les  obser- 
vateurs  répartis  sur  sa  surface.  Seulement,  à  cause  de  sa  convexité, 
elles  se  présenteront,  au  même  instant  physique,  dans  de)  situa 
tions  diverses  relativement  aux  coordonnées  verticales  et  horizon* 
taies  de  chaque  lieu.  En  effet,  ces  coordonnées,  quoique  partant  de 
points  physiques  distincts,  s'assimileront,  dans  leurs  intersections 
sur  la  sphère  infinie,  à  autant  de  rayons  partis  du  centre  ;  mais  elles 
s'y  distingueront  les  unes  des  autres  par  leurs  directions  diverses, 
lesquelles  dépendent,  pour  chaque  point  de  la  surface  terrestre,  de 
la  direction  absolue  du  plan  tangent  local  qui  les  contient  ou  qui 
leur  est  perpendiculaire.  Par  exemple ,  deux  lieux  dont  les  verti- 
cales propres  seraient  coïncidentes  en  direction ,  ou  seulement  pa- 
rallèles entre  elles,  auront  aussi  leurs  plans  horizontaux  parallèles 
entre  eux;  de  sorte  que  ces  plans  couperont  la  sphère  céleste 
suivant  un  même  grand  cercle ,  comme  s'ils  se  confondaient  en  un  • 
plan  unique ,  mené  par  son  centre ,  suivant  cette  commune  direc- 
tion. Alors  ces  deux  lieux  verront  simultanément  les  mêmes 
étoiles  paraître  ou  disparaître  dans  leurs  horizons  propres.  Si  les 
verticales  sont  seulement  parallèles  à  un  même  plan  central  conte- 
nant Taxe  de  rotation  de  la  sphère  céleste,  tous  les  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  qui  satisferont  à  cette  condition  auront  leurs  méri- 
diens propres  parallèles  à  ce  plan ,  et  chaque  étoile  les  traversera 
tous  au  même  instant  physique,  quoiqu'elle  puisse  être  alors  vi- 
sible pour  im  de  ces  lieux  et  invisible  pour  un  autre,  à  cause  de 

I.. 
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Topaché  de  la  masse  terrestre,  selon  que  le  passage  s^opérera  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  leur  horizon  propre.  Tous  les  lieux  dont 
les  normales  ont  cette  corrélation  sont  dits  être  sous  le  même  méri- 
dien céleste;  les  plans  horaires  dans  lesquels  chaque  étoile  s*y 
trouve  à  un  même  instant  physique  sont  parallèles  entre  eux. 

5.  Généralement,  tous  les  plans  menés  par  Tœil  de  Tobservateur 
terrestre  seront  des  plans  diamétraux  de  la  sphère  universelle;  tous 
les  angles  visuels  qu'on  y  observera  auront  donc  leur  mesure  sur 
les  arcs  de  grands  cercles  résultant  de  l'intersection  de  cette  sphère 
par  les  plans  qui  les  contiennent ,  et  leur  grandeur  sera  exprimée 
par  la  portion  d'arc  interceptée  entre  les  rayons  visuels  qui  les  li- 
mitent. On  conçoit  ainsi  tous  les  cercles  de  la  sphère  céleste  divisés 
en  degrés ,  minutes  et  secondes ,  et  l'on  exprime  les  mesures  des 
angles  visuels  au  moyen  de  ces  divisions.  Par  exemple,  lorsque 
deux  étoiles,  comprises  dans  un  même  plan  horaire,  traversent 
simultanément  le  méridien  terrestre  d'un  certain  lieu ,  si  les  rayons 
visuels  menés  à  l'une  et  à  l'autre  comprennent  entre  eux  un  angle 
de  dix  degrés,  on  dira  qu'elles  se  trouvent  à  dix  degrés  de  distance 
angulaire,  ou ,  par  abréviation ,  à  lo^  de  distance  Tune  de  l'autre. 
On  définit  de  même  tous  les  angles  visuels  par  les  arcs  de  distance 
interceptés. 

6.  Les  arcs  que  1q  mouvement  diurne  fait  décrire  aux  ^toiles  sur 
leurs  parallèles  propres  s'expriment  aussi  de  la  même  manière,  en 
parties  de  la  graduation  de  ces  cercles.  Mais  ces  énoncés  ne  sont 
pas  immédiatement  comparables  entre  eux  ni  à  ceux  des  angles 
visuels,  parce  que  les  subdivisions  qu'ils  expriment  sontcomptées 
sur  le  petit  cercle  que  l'étoile  décrit.  L'identité  n'a  lieu^ue  po«r 
le  parallèle  dont  le  plan ,  normal  conyne  les  autres  à  l'axe  de  rota- 
tion du  ciel ,  passe  en  même  temps  par  le  centre  de  la  sphère  cé- 
leste. Celui-là  se  nomme  spécialement  Yéquateur  céleste,  ftt  les  autres 
sont  appelés  génériquement  parallèles  célestes,  à  cause  du  pajRallé- 
lisme  de  leur  plan  au  sien.  On  peut  encore  les  considérer  comme 
l'intersection  de  la  sphère  céleste  par  la  surface  conique  que  for- 
ment les  rayons  visuels  menés  du  centre  de  cette  sphère,  ou  d'un 
point  quelconque  de  la  terre,  à  une  même  étoile  dans  toute  la  durée 
de  sa  révolution  diurne.  Tous  les  lieux  terrestres,  dont  la  verticale 
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est  parallèle  à  une  des  arêtes  d'un  même- cône  ainsi  décrit,  sont  dits 
être  sous  le  même  parallèle  céleste, 

7.  Maintenant,  considérant  en  particulier  un  point  donné  de  la 
terre ,  fixons ,  par  des  caractères  géométriques  relatifs  à  ses  coor- 
données locales  propres ,  les  positions  apparentes  des  différents 
cercles  célestes  que  nous  venons  d'imaginer. 

La  position  de  l'équateur  céleste  se  définit  par  sa  trace  sur  le  plan 
de  l'horizon  et  par  sa  hauteur  y  c'est-à-dire  par  l'angle  dièdre  qu'il 
forme  avec  le  plan  horizontal ,  cet  angle  étant  mesuré  du  côté  de  ce 
plan  où  il  est  moindre  qu'un  quadrant. 

Par  le  centre  C  de  la  sphère  céleste ,  fig,  i ,  menez  trois  droites 
rectangulaires  indéfinies  CZ,  €M,CH,  respectivement  parallèles  aux 
trois  droites  OZ',  OM',  OH'  qui  désignent  la  verticale ,  la  méri- 
dienne et  la  perpendiculaire  du  lieu  considéré.  Les  plans  ZCM,  MCH, 
ZCH  représenteront  respectivement  le  méridien,  l'horizon  et  le 
premier  vertical  de  ce  lieu,  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes, 
au  centre  de  la  sphère  céleste,  en  conservant  leurs  relations  de 
rectangularité.  Dans  le  plan  ZCM  menez  l'axe  de  rotation  CP  :  le 
plan  de  l'équateur  passe  par  le  centre  C  et  est  perpendiculaire  à 
cet  axe;  il  le  sera  donc  aussi  au  plan  ZCM,  et  contiendra  la  droite 
CH  qui  hii  est  normale  ;  de  sorte  qu*elle  représentera  sa  trace  sur 
le  plan  MCH.  Maintenant,  à  cause  de  la  petitesse  infinie  de  la  terre 
comparativement  à  la  sphère  céleste ,  toutes  les  relations  angulaires 
qui  ont  lieu  en  C  se  reproduiront  en  0  entre  les  droites  parallèles; 
conséquemment  : 

La  trace  de  Vçquateur  céleste  sur  Vhorizon  de  chaque  lieu  sera 
la  droite  horizontale  OH'  menée  perpendiculairement  à  la  méri  - 
dienne  locale  ;  c'est  celle  que  nous  avons  nommée  spécialement  la 
perpendiculaire. 

La  hauteur  de  l'équateur  sur  l'horizon  local,  ou  Tangle  Q'  OM', 
est  égal  à  la  distance  angulaire  P'OZ'  du  pôle  au  zénith.  Car  l'axe 
polaire  universel  OP'  étant  normal  au  plan  de  l'équateur,  il  est  per- 
pendiculaire à  sa  trace  OQ'  dans  le  plan  méridien.  Or,  la  verticale 
locale  OZ',  située ,  eorame  OP',  dans  ce  dernier  plan ,  est  perpen- 
diculaire à  la  méridienne  locale  OM'.  Ainsi  la  distance  polaire  P'OZ' 
et  la  hauteur  angulaire  Q'OM'  sont  toutes  deux  égales ,  comme  com- 
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pléments  d'un  même  angle  Q'OZ'.  Celui-ci  s'appelle  la  latitude  géo- 
graphique du  lieu  considéré.  Par  une  raison  semblable,  cette  lati- 
tude est  égale  à  la  liauteur  angulaire  P'ON'  du  pôle ,  comptée  du 
côté  du  zénith  opposé  à  la  trace  de  Téquateur.  Tout  évidentes  que 
soient  ces  relations ,  comme  leur  emploi  se  représente  continuel^- 
ment ,  il  était  nécessaire  d'en  fixer  les  énoncés. 

8.  La  position  des  divers  parallèles  célestes  au-dessus  de  l'ho- 
rizon de  chaque  lieu  s'y  définit  d'après  la  distance  zénithale  méri- 
dienne des  étoiles  qui  les  décrivent ,  distance  que  nous  avons  appris 
à  déterminer  par  observation.  Elle  peut  se  calculer  d'après  la  dis- 
tance polaire  du  parallèle,  en  portant  cette  distance  départ  et  d'autre 
du  pôle  visible ,  dans  le  plan  du  méridien  local. 

9.  Les  degrés,  minutes  et  secondes  des  parallèles  célestes  n'ayant 
pas  des  valeurs  absolues  comme  les  degrés  des  grands  cercles,  il 
faut ,  pour  les  rendre  comparables  entre  eux  et  à  ceux-ci ,  associer  à 
leurs  expressions  un  élément  déternûnatif ,  qui  est  la  grandeur  re- 
lative du  rayon  de  ce  parallèle  comparé  au  demi-diamètre  de  la 
sphère  ;  mais ,  avec  cette  spécification ,  il  est  facile  de  convertir 
les  arcs  de  parallèles  en  arcs  de  grands  cercles,  et  inversement. 

£n  effet,  pour  découvrir  ces  rapports,  transportons  le  centre  de 
la  sphère  céleste  au  point  0,  fig*  2,  supposé  le  centre  local  des  ob- 
servations. Traçons,  dans  le  plan  de  la  figure,  le  grand  cercle  PSQP' 
du  méridien  local ,  c'est-à-dire  celui  suivant  lequel  le  plan  de  ce 
méridien  coupe  la  sphère  céleste.  Soit  QEQ'  le  grand  cercle  de  l'c- 
quateur  céleste  ayant ,  comme  le  précédent,  son  centre  au  point  O, 
centre  des  observations.  Représentons  par  SllS'  un  parallèle  quel- 
conque dont  la  distance  polaire  soit  PS,  et  dont  le  centre  soit  situé 
en  O'  sur  l'axe  polaire.  L'équateur  et  le  parallèle  sont  divisés  en  un 
même  nombre  de  degrés  ;  ainsi  les  longueurs  des  arcs  qui  repré- 
sentent ces  degrés  sont  proportionnels  aux  contours  des  deux  cer- 
cles ou  aux  rayons  de  ces  cercles,  car  les  circonférences  sont  entre 
elles  comme  leurs  rayons.  En  effectuant  cette  proportion ,  on  voit 
que  la  longueur  de  chaque  degré  du  parallèle  SllS',  exprimé  en 

j    '    1   «'  ,       so'        , .  00 

degrés  de  lequateur,  vaudra  i".;^  ;  et  réciproquement  1°.^, 
sera  la  longueur  d'un  degré  de  l'équateur  exprimé  en  degrés  du 
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parallèle.  Cela  donne  le  moyeii  d'opérer  cette  conversion  réciproque 

pour  des  nombres  quelconques  de  degrés  des  deux  cercles,  lorsque 

le  rapport  de  leurs  rayons  est  connu. 

Or,  il  l'est  lorsqu'on  donne  Tanglc  au  centre  SOP  ou  dy  qui 

marque ,  dans  le  méridien ,  la  distance  angulaire  du  parallèle  au 

pôle;  car  SC  étant  perpendiculaire  à  OP,  et  SO  étant  égal  à  QO  , 

SO'       SO' 
comme  rayons  d'un  même  cercle ,  le  rapport  — -  ou  ^—  est  ce 

qu'on  appelle  en  trigonométrie  le  sinus  de  Tangle  POS.  De  là  ré- 
sulte la  règle  suivante  : 

Pour  convertir  un  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un 
parallèle  en  degrés,  minutes  et  secondes  de  l'équateur,  il  faut  miU^ 
tipUer  le  nombre  donné  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  pa- 
rallèle. 

Réciproquement ,  pour  convertir  des  degrés,  minutes  et  secondes 
de  Véquateur  en  subdivisions  analogues  du  parallèle ,  il  faut  les 
diviser  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  ou  l'on  veut  les  trans- 
porter» 

La  première  opération  affaiblit  le  nombre  donné ,  la  seconde 
Tagrandit,  puisque  le  sinus  d'un  angle  est  toujours  une  fraction 
de  l'unité.  Supposons  la  distance  polaire  du  parallèle  égale  à  3o 
degrés  sexagésimaux  ;  le  sinus  de  3o^  est  y  ;  conséquemment  20"  de 
ce  parallèle  équivaudront,  en  longueur,  à  10°  de  Téqualeur,  et  10" 
de  Téquateur  à  20"  du  parallèle. 

10.  On  a  un  exemple  de  ces  équivalences,  et  un  exemple  pour 
ainsi  dire  physique ,  dans  l'inégalité  des  temps  que  les  différentes 
étoiles  emploient  à  traverser  les  fils  du  réticule  de  l'instrument  des 
passages,  selon  les  parallèles  célestes  où  elles  sont  placées.  Celles 
qui  sont  près  de  l'équateur  vont  plus  vite ,  celles  qui  sont  près  du 
pôle  vont  plus  lentement ,  et  généralement  la  durée  de  leur  passage 
paraît  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur  distance  po- 
laire. On  le  voit  par  le  tableau  suivant,  qui  présente  les  intervalles 
de  temps  employés,  en  1810,  par  diverses  étoiles  inégalement 
distantes  du  pôle ,  pour  traverser  deux  mêmes  fils  verticaux  d'un 
instrument  de  passage  dont  le  fil  contrai  ctaii  dirigé  dans  le  méri- 
dien, à  l'Observatoire  de  Paris. 
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NOMS  DES  ASTRES. 

DISTANCE 

an 
pdle  boréal. 

DURÉE 

dopanafe 

entre  deux  flls 

obsenrée. 

PRODUIT 

de  la  durée 

du  passage 

par  le  slnos 

de  la  distance 

polaire. 

Polaire 

1042' ao* 

44.12.36 

87.  9.5a 

98.a5.5o 

115.59.50 

58is8o 

»4,90 
17,40 

17,35 

19,35 

17»  32 
'7,37 

•7,37 
17,36 
»7»39 

La  Chèvre 

&  de  la  Vienre 

Rigel 

Antarès 

Résultat  moyen 

17,36 

Les  trois  premières  colonnes  renferment,  pour  chaque  étoile, 
les  résultats  de  Tobservation.  En  multipliant  la  durée  du  passage 
par  le  sinus  de  la  distance  polaire,  on  obtient  les  nombres  contenus 
dans  la  dernière  colonne ,  et  leur  égalité  presque  exacte  montre 
bien  que  la  proportion  dont  il  s'agit  est  au  moins  très-approchée 
de  la  vérité.  Si  l'on  consent  à  négliger  les  petits  écarts  qu'on  y  dé- 
couvre, en  les  attribuant  aux  erreurs  des  observations,  la  moyenne 
de  ces  nombres  représentera  la  durée  du  passage  d'une  étoile  qui 
serait  située  dans  le  plaji  de  l'équateur.  C'est  ce  qu'on  nomme  l'/'/î- 
tervallc  équatorial  des  fils ^ 

Pour  rendre  raison  de  ces  résultats,  considérons ,  y%.  3,  deux 
fils  réticulaires  Fyj  F'/',  placés  exactement  dans  le  plan  focal  du 
système  objectif  achromatique  LL  d'un  instrument  de  passages,  et 
dirigés  perpendiculairement  à  son  fil  horizontal  HH',  à  des  dis- 
tances égales  et  très-petites  de  l'axe  optique  central  CM,  cet  axe  étant 
spécifié  par  les  définitions  que  nous  en  avons  données  tome  I, 
page  517,  et  tome  II,  page  260.  D'après  le  mode  d'action  qu'un 
tel  système  exerce  sur  les  pinceaux  lumineux  très-déliés  qui  le  tra- 
versent en  formant  de  petits  angles  avec  son  axe  central ,  si  deux 
pinceaux  pareils,  émanés  de  deux  points  rayonnants  très-distants 
Sy  S',  forment  respectivement  leurs  images  focales  aux  points  H,  H', 
les  axes  géométriques  de  ces  pinceaux  soutendront  dans  te  ciel  un 
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angle  visuel  HCH%  qui  pourra  être  évalué  par  des  expériences  que 
nous  avons  décrites  tome  I,  pages  679  et  suivantes;  et  cet  angle 
conservera  une  grandeur  constante ,  tant  qu'il  ne  s'opérera  aucun 
changement  dans  la  position  des  points  H,  H'  autour  de  l'axe ,  non 
plus  que  dans  la  distance  focale  CM.  L'oculaire  que  l'on  adapte 
au  delà  du  plan  focal  HMH'  n'y  produit  aucune  altération  ;  il  am- 
plifie seulement,  pour  l'œil ,  l'intervalle  HH'y  et  fait  ainsi  apprécier 
la  coïncidence  des  foyers  des  pinceaux  sur  les  fils  F^,  Y'f\  plus 
exactement  qu'on  ne  le  ferait  à  la  vue  simple.  Ces  conditions  de 
constance  étant  supposées  remplies ,  lorsqu'on  dirige  la  lunette  sur 
des  parties  quelconques  de  la  sphère  céleste,  l'intervalle  fixe  HH'y 
soutend  toujours  un  angle  visuel  constant,  dont  le  sommet  C  peut 
être  censé  placé  au  centre  de  cette  sphère ,  de  sorte  qu'il  a  pour 
mesure  un  certain  arc  de  grand  cercle.  Mais,  comme  cet  arc  est  tou- 
jours fort  petit,  lorsqu'on  le  transporte,  par  le  mouvement  de  la 
lunette ,  sur  les  parallèles  des  différents  astres ,  il  se  confond  sensi- 
blement avec  un  petit  arc  de  ces  parallèles ,  et  occupe ,  sur  leur  cir- 
conférence, un  nombre  de  degrés,  ou  plutôt  une  ti*ès-petite  fraction 
de  degré ,  qui  est  presque  exactement  réciproque  au  sinus  de  leur 
distance  polaire.  Or,  à  cause  du  mouvement  commun  de  la  sphère 
céleste ,  il  passe  au  méridien ,  dans  un  temps  donné ,  un  même 
nombre  de  degrés  de  tous  les  parallèles.  L'étoiledoit  donc  employer 
plus  de  temps  pourtraverserlefil  horizontal  de  la  lunette,  à  mesure 
que  celui-ci  occupe  un  plus  grand  nombre  de  divisions  sur  la  cir- 
conférence du  parallèle;  et  les  durées  des  passages  doivent  être 
proportionnelles  à  l'étendue  de  la  graduation  que  le  fil  superposé 
occupe ,  c'est-à-dire  réciproques  au  sinus  de  la  distance  polaire. 

Ce  résultat  n'a  lieu  ainsi  que  d'une  manière  approchée ,  et  seu- 
lement lorsque  les  arcs  de  l'équateur  et  des  parallèles  que  l'on  su- 
perpose sont  extrêmement  petits.  En  effet,  soit  E  l'angle  visuel  ou 
l'arc  de  l'équateur  que  l'on  veut  porter  successivement  sur  divers 
parallèles.  Soit  n  l'arc  qu'il  devra  occuper  sur  chacun  d'eux ,  cet 
arc  étant  toujoui-s  exprimé  en  parties  de  leur  propre  graduation. 
Dans  la  réalité ,  ce  ne  sont  pas  les  arcs  £  et  n  qui  coïncident ,  ce 
sont  leurs  cordes,  et  l'on  ne  peut  substituer  les  unes  aux  autres  que 
lorsque  les  arcs  sont  fort  petits ,  comme  dans  les  exemples  de  pas- 
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sages  que  nous  avons  rapportes  (*).  11  résulte  encore  de  cette  dis- 
tinction que  rétoile,  qui  décrit  l'arc  de  son  parallèle,  ne  peut  pas 
suivre  rigoureusement  le  fil  rectiligne  qui  en  représente  la  corde. 
Si  elle  coïncide  avec  lui  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intervalle 
qu'il  sou  tend ,  elle  devra  s'en  écarter  dans  les  positions  intermé- 


(*)  Soient  R  lo  rayon  de  Péquateur  de  la  sphère  céleste,  r  celui  du  parallèle. 
La  cordo  que  soutend  l'angle  E  «ur  le  cercle  équatorial  eaiiR  sin  {  E;  celle 
que  Tangle  II  soutend  sur  le  contour  du  parallèle  est  2r  sin  ^  H.  Puisque,  dans 
leur  superposition,  ces  cordes  doivent  être  égales,  Texpression  de  celle  éga- 
lité sera 

K.sin  ^E  =  r.sin^n. 

Soitr^  la  distance  polaire  du  parallèle,  on  aura 

r  =  R  sin  d\ 

en  substituant  cette  valeur,  et  divisant  tout  par  R ,  il  vient 

(i)  sin|E  =  sini2.sin^II; 

c^est  la  formule  cxacle,  générale  et  rigoureuse.  Mais,  lorsque  les  angles  £ 
et  n  sont  fort  petits,  comme  dans  les  exemples  dont  nous  avons  fait  usage , 

le  rapport  — — ^^=  est*  à  fort  peu  près,  le  môme  que  celui  de  — .  Ainsi ,  en 
sin-^n  r       «       '  «  jj 

subslituant  ce  second  rapport  au  premier  dans  Tcquation  précédente,  elle 
devient 

(2)  E  =  n.8indi 

c''est  celle  que  nous  avons  employée,  mais  elle  n^est  applicable  qu'à  de  très- 
petits  angles. 

En  l'admettant  comme  suffisamment  exacte,  nommons  T  Tintervalle  de 
lemps  sidéral  que  devra  employer  une  étoile  pour  parcourir  l'angle  E  du 
cercle  équatorial,  et  6  celui  qu'une  autre  étoile  située  sur  le  parallèle  em- 
ploiera pour  y  décrire  l'angle  n.  Les  circonférences  des  deux  cercles  devant 
être  parcourues  en  24  heures  sidérales ,  on  aura  par  proportion 

P  n 

^      ^^   36oo'       ^      ^^    36oo' 
donc 

T  =  e  -  =  e  sin  d. 

C'est  la  relation  qu'exprime  noire  tableau  de  la  page  8^  elle  se  trouve  aiu6i 
vérifiée  expérimentalement. 
Il  est  bon  de  remarquer  que  le  rayon  R  de  la  sphère  céleste  a  disparu  de 
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diaires  et  paraître  décrire  une  courbe  dont  la  concavité  sera  tournée 
vers  le  fil.  Cela  devient  sensible  pour  les  étoiles  très-voisines  du 
pôle.  Il  y  a  aussi  à  considérer  que ,  pendant  la  durée  d'un  passage 
ainsi  observé ,  Tétoile  se  trouve  à  la  fois  hors  du  méridien  et  hors 
de  Taxe  optique  physique  de  l'instrument ,  excepté  à  Tinstant  où 
elle  traverse  le  fil  central  du  réticule;  mais  je  néglige  pour  le  mo- 
ment ces  détails ,  qui  seront  discutés  à  la  fin  du  présent  Traité,  dans 
une  dissertation  spéciale  sur  l'emploi  de  l'instrument  des  passages 
dans  ses  applications  les  plus  rigoureuses. 

Les  astres  doués  d'un  mouvement  propre,  comme  le  soleil,  la 
lune  et  les  planètes,  offrent  des  variations  analogues  dans  le  temps 
que  leur  disque  emploie  à  traverser  le  fil  méridien ,  selon  les  diffé- 
rents parallèles  où  ils  se  trouvent.  Mais,  pour  ces  astres,  outre  la 
cause  que  nous  venons  de  remarquer  et  qui  est  la  principale ,  il 
existe  d'autres  particularités  qui  modifient  les  durées  de  leurs  pas- 
sages. La  première ,  c'est  que  l'étendue  apparente  de  leur  disque 
change  à  diverses  époques,  par  suite  des  variations  de  leur  éloigne- 
ment,  et  avec  leur  hauteur  sur  l'horizon  ;  la  seconde,  c'est  que  leur 
mouvement  propre,  qui  se  combine  avec  celui  de  la  sphère  céleste, 
a  aussi  alors  d'inégales  vitesses. 

Téquation  (i),  de  sorte  que  les  relations  des  arcs  £,  dei  ïl  sont  indépendante» 
de  la  valeur  de  ce  rayon.  Gela  était  facile  à  prévoir,  puisque  toutes  les  sphères 
concentriques ,  que  Ton  peut  ainsi  décrire  autour  de  Tobservateur,  ne  chan- 
gent point  les  valeurs  absolues  des  angles  ;  elles  ne  changent  que  celles  de 
leurs  sinus.  Mais,  comme  ceux-ci  croissent  tous  en  même  temps  dans  le  même 
rapport,  proportionnellement  au  rayon  de  la  sphère,  les  relations  de  gran- 
deur qui  subsistent  entre  eux  n^en  sont  nullement  altérées;  ils  sont  seule- 
ment rapportés  à  une  unité  différente.  Ainsi,  dans  les  équations  qui  expri- 
ment ces  rapports,  la  valeur  absolue  du  rayon  de  la  sphère  disparaîtra 
toujours.  Quoique  cette  remarque  soit  très-simple,  il  m^a  paru  utile  de  la 
présenter,  pour  faire  encore  mieux  comprendre,  par  cet  exemple,  que  ce 
qu'ion  appelle  la  sphère  céleste  n^est  qu''une  conception  géométrique  propre 
à  fixer  le  raisonnement ,  et  qu^on  ne  doit  y  attacher  aucune  idée  de  réalité 
physique  ni  de  grandeur  absolue.  Toutes  les  sphères  concentriques  à  l'ob- 
servateur peuvent  être,  pour  lui,  la  sphère  céleste  ;  et,  s'il  en  choisit  une 
d'un  rayon  immense,  c'est  parce  que  les  astres  étant  si  distants  de  lui,  com- 
parativement à  leurs  dimensions  propres,  il  ne  peut,  à  la  vue  seule,  juger 
de  leur  éloignement  relatif,  ses  yeux  les  supposent  également  et  infiniment 
éloignés. 
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11.  Les  distances  au  zénith  et  les  azimuts  nous  on(  ofTert,  pour 
chaque  lieu  de  la  terre,  un  système  de  coordonnées  angulaires 
auxquelles  on  peut  rapporter  la  position  de  tous  les  astres  ;  mais  ce 
système  a  Tinconvénient  d'être  variable  d'un  pays  à  Fautrc.  Car, 
à  cause  de  la  rondeur  de  la  terre ,  les  plans  de  l'horizon  et  du  mé- 
ridien, auxquels  se  rapportent  les  hauteurs  et  les  azimuts,  prennent, 
dans  l'espace ,  toutes  les  directions  possibles ,  et  par  conséquent 
les  positions  des  astres,  ainsi  exprimées ,  n'offrent  rien  de  compa- 
rable. L'équateur  et  les  plans  horaires  célestes  nous  offrent  un  sys- 
tème de  coordonnées  analogues,  mais  bien  préférable ,  puisque  étant 
pris  immédiatement  dans  le  ciel ,  il  fournit ,  à  tous  les  astronomes 
situés  sur  la  surface  terrestre,  un  moyen  uniforme  et  comparable 
d'exprimer  les  résultats  de  leurs  observations. 

12.  Pour  déterminer  ainsi  la  situation  d'un  astre  quelconque 
sur  la  sphère  céleste ,  il  suffît  de  connaître  le  plan  horaire ,  ou  le 
cercle  horaire  sur  lequel  il  se  trouve ,  et  sa  position  sur  ce  cercle  ou 
dans  ce  plan.  Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  ces  deux  éléments. 

La  position  de  l'astre  sur  son  cercle  horaire  est  déterminée 
lorsque  l'on  connaît  sa  distance  au  pôle  ou  sa  distance  à  l'équateur, 
qui  en  est  le  complément  et  que  Ton  nomme  la  déclinaison  ;  c'est 
pourquoi  on  appelle  souvent  les  cercles  horaires  cercles  de  déclic 
naison» 

La  position  du  plan  horaire  sur  la  sphère  céleste  se  détermine 
d'après  l'angle  qu'il  fait  avec  un  plan  horaire  connu.  Pour  cela,  ou 
en  choisit  un  à  volonté,  auquel  on  rapporte  tous  les  autres;  ce  sera, 
par  exemple,  celui  qui  passe  par  une  étoile  que  l'on  auradésigaée. 
Si  l'on  imagine  plusieurs  autres  plans  horaires  menés  par  différents 
points  du  ciel,  ils  feront  des  angles  dièdres  plus  ou  moins  grands^  avec 
le  premier.  Chacun  d'eux  sera  donc  distingué  par  l'angle  qui  lui  est 
propre  et  qui  a  pour  mesure  l'arc  de  l'équatcur  compris  entre  lui 
et  le  premier  plan  horaire  ;  cet  arc  ,se  nomme  V ascension  droite. 
On  le  détermine  en  observant  le  temps  qui  s'écoule  entre  le  passage 
de  Tastre  au  méridien  et  celui  du  plan  horaire  que  Ton  a  choisi 
pour  point  de  départ.  Ce  temps ,  converti  en  degrés  ou  en  grades, 
est  l'ascension  droite  de  l'astre  ;  elle  se  compte  toujours  d'occident 
en  orient,  et  depuis  o°  jusqu'à  la  circonférence  entière.  Quant  à  la 
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déclinaison,  elle  se  compte  depuis  o^  jusqu'à  un  angle  droit;  on  la 
dit  boréale  ou  australe,  suivant  que  Tastre  auquel  elle  appartient 
est  situé  au  nord  ou  au  sud  de  Téquateur.  L'emploi  des  distances 
polaires  est  bien  préférable  dans  les  raisonnements  et  même  dans 
les  formules  analytiques,  à  cause  de  la  continuité  de  sens  de  leur 
numération  ;  aussi  en  ferai-je  plus  habituellement  usage. 

15.  Lorsque  ces  deux  coordonnées,  la  déclinaison  et  V ascension 
droite,  sont  connues ,  on  peut  trouver,  par  la  trigonométrie  sphé- 
rîque ,  tous  les  rapports  de  position  et  de  distance  qui  existent  sur 
la  sphère  céleste  entre  les  points  auxquels  elles  se  rapportent. 

Par  exemple,  si  Ton  veut  trouver  Varc  de  distance  de  deux 
étoiles ,  c'est-à-dire  l'arc  de  la  sphère  céleste  qui  les  unit,  on  tirera 
de  leurs  déclinaisons  leurs  distances  à  un  même  pôle.  On  prendra 
ensuite  la  différence  de  leurs  ascensions  droites;  ce  sera  l'angle  dièdre 
compris  entre  les  plans  horaires  où  elles  se  trouvent.  Alors  les  deux 
distances  polaires  et  l'arc  de  distance  formeront ,  sur  la  sphère  cé- 
leste, un  triangle  sphérique  où  l'on  connaîtra  deux  côtés  et  l'angle 
compris.  On  pourra  donc  calculer  le  troisième  côté  ou  l'arc  de  dis- 
tance des  deux  étoiles  (^).  On  pourrait ,  de  la  même  manière ,  cal- 

-  ■  ■  ■  .       ■  ■  I  II.  Il  il!» 

{*)  Soient?  la  différencedes  ascensions  droites  des  deux  astres,  ou  Pangle 
RU  p^le  compris  entre  leurs  cercles  de  déclinaison  ;  A',  A''  leurs  distances 
polaires  respectives,  et  D  Parc  de  grand  cercle  qui  mesure  leur  distance  an- 
gulaire sur  la  sphère  céleste.  Si  Ton  considère  le  triangle  spbérique  formé 
par  les  trois  côtés  A',  A"  et  D,  on  y  connaîtra  A',  A"  et  Tangle  compris  P. 
Ainsi  les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  appliquées  à  ce  cas,  donneront 

cos  D  =  sin  A'  sin  A"  cos  P  -+-  cos  A'  cos  A". 

En  transportant  ici  le  mode  de  transformation  dont  nous  avons  fait  usage , 
pour  une  relation  semblable,  tome  II,  page 396»  si  Ton  remplace  cosD, 
cos  P,  puis  cos  (A" —  A'  )  par  leurs  expressions  équivalentes  i  —  a  sin*  jD , 
i--asin*|P,  I  — a  sin*  j(  A"— A'))  on  obtiendra  cette  expression,  plus  com- 
mode pour  le  calcul  numérique  : 

sin*  1 D  =  sin*  i  (A"  —  A')  -h  sin  A'  stn  A"  sin*  i  P. 

Nous  aurons  plus  loin  Poccasion  de  reconnattro  que  le  pôle  change  depo* 
sltion  parmi  les  étoiles  dans  la  suite  des  siècles,  ce  qui  fait  varier  inéga- 
lement leurs  distances  polaires  et  leurs  ascensions  droites  absolues  ;  mais 
nous  constaterons  aussi  que  ce  mouvement  appartient  en  réalité  à  Taxe  de 
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culer  Tare  de  distance,  d'après  les  distances  au  zénith  et  les  azimuts. 
Le  raisonnement  est  le  même ,  le  système  seul  des  coordonnées  est 
changé.  Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur  cette  opération,  qui  est 
nécessaire  dans  quelques  circonstances. 

14.  Le  point  de  Téquateur  d'où  les  astronomes  comptent  les 
ascensions  droites  dépend  du  mouvement  du  soleil ,  ou  plutôt  de 
la  position  de  cet  astre  à  une  époque  déterminée  ;  car  c'est  au  so- 
leil ,  comme  au  régulateur  naturel  des  jours ,  des  années  et  des 
siècles,  que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  observations. 
Mais  ce  choix,  purement  arbitraire,  ne  change  point  les  positions 
respectives  des  astres  dans  le  ciel  ;  il  n'influe  ni  sur  leurs  déclinai- 
sons, ni  sur  leurs  différences  d'ascension  droite;  il  détermine  seu- 
lement leur  ascension  droite  absolue.  Il  ne  doit  donc  apporter 
aucun  changement  aux  lois  des  mouvements  des  astres  qui  se  dé- 


rotation  de  la  terre,  et  que  les  étoiles  ne  le  partagent  point.  Leurs  distances 
relatives  D,  éfaluées  par  la  formule  précédente,  ne  peuvent  donc  changer 
que  par  Teffet  des  mouvements  individuels  qui  seraient  propres  aux  étoiles 
elles-mêmes,  et  qui  altéreraient  leurs  positions  relatives.  Le  calcul  de  la 
distance  D  ,  réitéré  pour  des  époques  très-éloîgnées  les  unes  des  autres,  avec 
les  valeurs  de  A',  A"  et  P  qu'ion  y  a  observées ,  offre  ainsi  un  moyen  direct 
pour  constater  Texistence  et  la  mesure  de  ces  variations.  Malheureusement 
les  observations  anciennes,  faites  avant  Pinvention  des  instruments  à  lunettes 
et  des  horloges  à  pendule,  sont  trop  inexactes  pour  qu'ion  puisse  en  faire  des 
applications  si  minutieuses;  on  peut  seulement  en  conclure  que  lesmouve- 
ments  propre-s  des  étoiles  doivent  être  fort  petits,  puisque  les  configurations 
des  groupes  dans  lesquels  on  les  rassemble  sous  le  nom  de  constellations 
présentent  encore  aujourd'hui  les  mêmes  apparences  que  les  astronomes  grecs 
leur  ont  assignées.  Alors,  les  considérant  comme  négligeables  comparative- 
ment aux  erreurs  que  les  anciennes  observations  devaient  comporter,  on 
peut  apprécier  l'étendue  de  ces  erreurs  en  calculant  les  valeurs  qu^elles  don- 
nent pour  les  distances  D  calculées  par  notre  formule,  et  les  comparant  à 
celles  que  nous  déterminons  bien  plus  exactement  aujourd^ui,  afin  de  voir  de 
combien  elles  en  diffèrent.  Delambre  a  fait  cette  comparaison,  dans  le  tome  II 
de  son  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  page  291,  pour  toutes  les  étoiles  dont 
Ptolémce  avait  assigné  les  positions  relativement  à  un  système  de  coordon- 
nées angulaires  équivalent  à  celles  que  notre  formule  emploie,  quoique  au- 
trement définies;  il  a  reconnu  ainsi,  dans  ces  positions,  des  erreurs  dont 
ramplitude  est  fréquemment  de  {  ou  j^  de  degré,  et  qui  s'^élèvent  parfois 
jusqu'à  plus  d\m  degré  entier,  tandis  qu'alors  les  incertitudes  de  nos  ob- 
servations actuelles  atteignent  au  plus  1''  ou  2". 
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(luisentdes  rapports  de  leurs  positions  à  différentes  époques.  Ainsi, 
jusqu'à  ce  que  nous  ayons  acquis  les  données  d'après  lesquelles  on 
a  fixé  cette  origine,  nous  pouvons  d'abord  supposer  les  ascensions 
droites  de  toutes  les  étoiles  rapportées  à  une  d'entre  elles ,  comme 
à  une  origine  fixe  et  déterminée. 

I  S,  En  observant  avec  Tinstrument  des  passages  les  instants  où 
les  diverses  étoiles  traversent  le  méridien ,  et  mesurant  aussi  leurs 
distances  zénithales  dans  ce  plan  avec  les  cercles  fixes,  ou  par  des 
moyens  équivalents,  on  détermine ,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
leurs  ascensions  droites  et  leurs  déclinaisons.  On  peut  donc  dresser 
des  registres  qui  font  connaître  la  position  de  toutes  les  étoiles  ob- 
servées ,  et  Tordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  dans  leur  passage. 
C'est  ce  que  l'on  nomme  des  catalogues  d'étoiles;  on  en  publie  un 
chaque  année ,  pour  les  plus  apparentes ,  dans  la  Connaissance  des 
Temps,  Avec  un  pareil  catalogue ,  rien  n'est  plus  facile  que  d'ap- 
prendre à  distinguer  et  à  reconnaître  toutes  les  constellations  vi- 
sibles dans  le  lieu  où  l'on  se  trouve  :  il  faut  pour  cela  suivre  leur 
succession  avec  l'instrument  des  passages,  ou  même,  si  l'on  manque 
decet  instrument ,  il  suffit  de  se  placer  auprès  d'une  muraille  dirigée 
à  peu  près  dans  le  plan  du  méridien,  et  avoir  avec  soi  une  horloge 
qui  suive  le  temps  sidéral  ou  dont  la  marche  soit  déterminée.  Dès 
que  l'on  connaîtra  une  seule  étoile,  et  qu'on  l'aura  vu  passer  au 
méridien ,  on  les  reconnaîtra  toutes  d'après  le  catalogue  qui  donne 
leur  différence  d'ascension  droite ,  et  par  conséquent  les  intervalles 
de  temps  après  lesquels  elles  se  suivent.  Cette  étude  deviendra  en- 
core plus  agréable  et  plus  facile  si  l'on  s'aide  en  même  temps  d'un 
globe  céleste,  ou  d'une  carte  céleste,  sur  laquelle  soient  figurées  les 
différentes  constellations,  avec  les  principales  étoiles  qui  les  com- 
posent; ce  qui  permet  de  les  déterminer  et  de  les  déduire  en  quelque 
sorte  les  unes  des  autres  par  des  alignements.  C'est  là  le  principal 
avantage  de  ces  représentations  graphiques  ;  car  il  ne  faut  pas  s'ar- 
rêter aux  figures  d'hommes  et  d'animaux,  par  lesquelles  on  désigne 
les  différentes  constellations.  Ces  figures  n'ont  aucun  rapport  réel 
avec  l'arrangement  des  étoiles  dans  le  ciel  :  elles  ont  été  détermi- 
nées par  le  caprice  des  hommes ,  quelquefois  par  flatterie  ;  mais 
cependant  elles  peuvent  jusqu'à  un  certain  point  servir  pour  aider 
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la  mémoire,  en  attachant  aux  groupes  d'étoiles  des  noms  connus. 
Avec  ces  secours ,  on  connaîtra  parfaitement ,  en  quelques  nuits  , 
toutes  les  étoiles  qui  seront  visibles  à  Fépoque  où  Ton  aura  observé; 
et  en  répétant  la  même  épreuve  à  diverses  époques,  lorsque  l'as- 
pect du  ciel  sera  changé  par  l'effet  du  mouvement  propre  du  so- 
leil ,  on  parviendra  aisément  à  distinguer  et  à  reconnaître  toutes 
les  constellations  (*). 

16.  Les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles  étant  déterminées 
relativement  à  une  d'entre  elles ,  comme  nous  venons  de  le  dire , 
si  l'on  veut  les  rapporter  au  point  de  Téquateur  que  les  astronomes 
sont  convenus  de  choisir  pour  origine ,  il  suffira  de  connaître  la 
différence  d'ascension  droite ,  comprise  entre  ce  point  et  une  étoile 
quelconque,  à  l'époque  que  l'on  veut  considérer.  Cette  différence, 
ajoutée  à  V ascension  droite  relative  de  toutes  les  autres  étoiles , 
donnera  leur  ascension  droite  absolue.  Par  exemple ,  il  suffit  de 
savoir  que,  le  i"  janvier  i8io,  ce  point  de  l'équateur  passait  au 
méridien  de  Paris  i^Sô^ag*  sidérales  avant  l'étoile  a  du  Bélier, 
ramenée  théoriquement,  pour  la  même  époque,  au  lieu  moyen 
autour  duquel  elle  oscille ,  en  vertu  de  l'aberration  et  de  la  nuta- 
tion.  £n  d'autres  termes,  Tascension  droite  vraie  de  a  du  Bélier, 
exprimée  en  temps  sidéral  et  pour  cet  instant,  était  i^Sô^ag* 
ou  29^7'  i5"  en  arc.  Je  dis  pour  cet  instant,  parce  que  la  préces- 
sion, la  nutation  et  l'aberratio^rendent  Tascension  droite  variable, 
la  première  déplaçant  toutes  les  étoiles,  avec  continuité  et  lenteur, 
parallèlement  à  un  même  grand  cercle  de  la  sphère  céleste;  les 
deux  autres  faisant  décrire  beaucoup  plus  rapidement,  à  chaque 
étoile,  de  petits  cercles  autour  de  son  lieu  moyen  ainsi  transporté. 

17.  Le  même  point  de  l'équateur  céleste,  qui  sert  d'origine  pour 
les  ascensions  droites ^  sert  aussi  d'origine  pour  le  temps  sidéral. 


{^*)  Les  Ggures  que  nous  employons  généralement  aujourd'hui  nous  viennent 
presque  toutes  des  Grecs ,  qui  y  ont  attaché  des  traits  et  des  noms  en  rap  - 
port  avec  leurs  idées  mytholojjiques.  La  preuve  que  ce  système  d^arrango— 
ment  est  tout  artificiel ,  c'est  que  les  Chinois ,  dont  les  notions  astronomi- 
ques remontent  à  des  temps  bien  plus  reculés,  ont  groupe  les  mômes  étoiles 
d'une  manière  toute  différente  en  les  rapportant,  non  pas  à  des  idées  my- 
thologiques, mais  aux  formes  hiérarchiques  de  leur  gouvernement  impérial. 
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c'est-à-dire  que,  da|is  chaque  lieu,  on  compte  o^,  o™,  o'^  sidérales 
quand  il  passe  au  méridien.  On  le  désigne  ordinairement  par  le 
signe  T ,  caractère  de  la  constellation  appelée  le  Bélier  ou  Aries, 
Nous  en  verrons  la  raison  plus  tard.  Je  dois  seulement  avertir 
qu^aujourd  *hui  il  se  trouve  considérablement  éloigné  des  étoiles 
qui  composent  cette  constellation ,  et  cela  se  voit  par  les  nombres 
mêmes  que  je  viens  de  rapporter. 

18.  D'après  ces  définitions ,  rien  de  plus  aisé  que  de  trouver,  à 
chaque  instant,  l'heure  qu'il  est,  en  temps  sidérai,  dans  un  lieu  où 
Ton  connaît  la  hauteur  du  pôle.  Il  suffît  d'observer  la  distance  zé- 
nithale d'une  étoile  connuaet  de  calculer  son  angle  horaire,  que 
je  suppose  compté  du  méridien  supérieur  et  dans  le  sens  du  mou- 
vement diurne  de  0°  à  36o^.  En  ajoutant  cet  angle  à  Uascension 
droite  absolue  de  l'étoile,  et  rejetant  les  drcopférences  entières  s'il 
y  en  a ,  1)B  reste,  converti  en  tenc^s,  exprimera  la  distance  du  mé- 
ridien an  point  du  ciel  que  Ton  a  pris  pour  origine,  c'est-à-dire 
Y  heure  sidérale  (*). 

On  peut  aussi  trouver  l'heure  par  l'observation  du  soleil  ou  d'une 
planète  ;  mais  il  faut  pour  cela  que  les  mouvements  propres  de  ces 
astres  soient  exactement  connus ,  afin  de  pouvoir  réduire  les  dis- 
tances zénithales  aux  mêmes  termes  que  si  l'on  eût  observé  une 
étoile.  Nous  sommes  donc  forcé  de  renvoyer  cette  recherche  plus 

(*)  Soient,  J^.4y  M  Y  M' le  cercle  de  Téquateur;  MM'  la  projection  du  plan 
du  néridien  local  snr  le  plan  de  ce  grand  cercle  ;  OS  la  projection  du  mé- 
ridien de  Pétoile  ou  de  son  cercle  horaire  ,  tournant  d'orient  en  occident, 
suivant  le  sens  indiqué  par  la  floche  extérieure.  Y  S  sera  l'ascension  droite, 
que  nous  noromerons  A;  MS  sera  Tare  de  Téquatenr  correspondant  h  Pangle 
horaire  actuel  que  Ton  a  observé ,  et  que  nous  nommerons  P.  Ajoutant  ces 
deux  arcs ,  on  aura  P  +  A  =  M  Y .  Cette  somme ,  convertie  en  temps  sidéral, 
donnera  donc  .la  distance  de  Y  au  méridien ,  ou  l'heure  sidérale. 

Ici  il  n'y  a  pas  de  circonférence  entiers  à  rejeter;  il  y  en  aurait  si  Tétoile 
éuit  de  l'autre  côté  du  méridien,  par  exemple  en  S'.  Alors ,  en  comp- 
tant toujours  les  angles  horaires  à  partir  de  OM ,  dftns  le  sens  du  mouve- 
ment diurne,  et  de  o»  jusqu'à  360»,  on  aurait  MSM'S'=kP',  yMS'=A'. 
Par  conséquent,  P'-h  A'  =  36o<'— MS'-hyMS';  ainsi,  en  retranchant  36oo, 
le  reste  serait  yMS'  — MS'^  ou  My  ,  comme  tout  à  l'heure.  La  formule 
s'appliquerait  de  même  dans  tous  les  quadrants,  ce  qui  tient  à  ce  que  les 
arcs  qu'on  y  combine  sont  toujours  comptés  continûment  dans  leur  sens 
propre;  depuis  o^  jusqu'à  36o^. 

T.    III.  2 
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kûn.  t'our  le  moment,  la  conoaissanceda  temps  sidéral  nous  suffira, 
et  lorsque  nous  aurons  déterminé  les  lois  des  mouvements  propres  à 
Taide  de  cette  connaissance  y  nous  donnerons  quelques  exemples 
numériques  de  cette  application ,  la  plus  importante  de  l'astronomie. 

19.  Rappelons  encore  que  les  résultats  précédents  n'ont  lieu 
avec  rigueur  qu'en  supposant  aux  étoiles  un  éloignement  presque 
infini ,  ou  du  moins  tel  que ,  vues  des  différents  points  de  la  terre, 
elles  ne  présentent  aucune  différence  d'aspect  sensible,  en  sorte 
que  les  rayons  visuels ,  menés  de  ces  points  à  une  même  étoile , 
puissent  être  censés  parallèles  entre  eux<  Cette  condition  n'a  plus 
Heu  pour  le  soleil ,  la  lune ,  les  planètes  et  les  comètes,  qui,  par  là, 
semblent  beaucoup  plus  rapprochées  de  nous  que  les  fixes.  Alors, 
pour  rendre  les  observations  de  ces  astres  comparables  entre  elles, 
quoique  faites  dans  les  différents  pays ,  il  faut  y  faire  une  petite 
correction  dont  nous  parlerons  plus  loin ,  quand  nous  aurons  dé- 
terminé exactement  la  forme  et  la  grandeur  de  la  terre. 

Les  notions  que  nous  venons  d'acquérir  sur  les  différents  cercles 
de  la  sphère  céleste  nous  permettent  d'ajouter  quelque  chose  sur 
l'usage  de  la  machine  parallatique.  Elle  sert  spécialement  pour  me- 
surer de  petites  différences  d'ascension  droite  et  de  déclinaison. 
Pour  cela  on  dispose  les  fils  rectangulaires  du  micromètre ,  de  ma- 
nière que  les  uns  représentent  des  cercles  horaires ,  et  les  autres 
des  arcs  de  parallèles.  Alors,  si  deux  étoiles  passent  en  même  temps 
dans  le  champ  de  la  lunette ,  la  différence  des  époques  de  leur  pas- 
sage aux  mêmes  fils  horaires  donne  leur  différence  d'ascension 
droite,  en  ayant  égard  à  la  distance  polaire  qu'elles  ont  actuelle- 
ment. Pour  avoir  la  différence  de  déclinaison,  on  place  une  des 
étoiles  sur  le  fil  fixe ,  qui  est  perpendiculaire  aux  fils  horaires  ;  elle 
le  suit  par  l'effet  de  son  mouvement  diurne.  En  même  temps  on 
amène  sur  l'autre  étoile  le  fil  mobile  qui  est  parallèle  au  précédent. 
L'écart  de  ces  deux  fils ,  indiqué  par  l'in^lex  du  micromètre ,  me- 
sure la  différence  de  déclinaison.  On  emploie  le  même  procédé 
pour  rapporter  aux  étoiles  les  comètes  dont  l'apparition  est  toujours 
de  peu  de  durée,  et  qu'on  ne  peut  presque  jamais  observer  à  la 
lunette  méridienne  ou  au  mural ,  à  cause  de  la  grande  faiblesse  de 
leur  lumière,  surtout  quand  elles  passent  au  méridien  pendant  le 
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jour.  Au  moyeu  de  la  machine  parallatique ,  on  peut  déterminer 
les  diamètres  apparents  des  astres  avec  une  très-grande  exactitude, 
parce  que  la  lunette,  suivant  la  marche  de  Tastre ,  permet  de  mul- 
tiplier les  observations.  Pour  les  diamètres  horizontaux ,  le  procédé 
est  le  même  qu'avec  la  lunette  méridienne.  Mais,  d'après  ce  qu'on 
a  vu ,  §  10,  la  différence  des  passages  des  deux  bords  du  disque , 
aux  mêmes  fils  horaires,  ne  donne  pas  immédiatement  le  diamètre 
apparent  de  l'astre.  Il  faut,  pour  réduire  ce  diamètre  en  parties 
d'un  grand  cercle  de  la  sphère  céleste,  multiplier  l'intefvalle  des 
passages  réduit  en  arc  par  le  sinus  de  la  distance  polaire  du  paral- 
lèle où  on  les  a  observés.  On  prend  cet  élément  sur  un  cetele  gra- 
dué qui  fait  partie  de  l'instrument,  et  sur  lequel  la  lunette  fait 
mouvoir  un  vernier.  On  détermine  les  'diamètres  verticaux  de  la 
même  manière  que  les  différencies  de  déclinaison  ;  mais  ils  n'ont 
besoin  d'aucune  réduction. 

HO.  Lorsqu'on  a  observé  à  la  mer  la  distance  angulaire  du  bord 
éclairé  de  la  lune  au  bord  du  soleil  qui  en  est  le  plus  proche,  ce 
qui  se  îslt  avec  des  instruments  à  réflexion  que  j'aurai  plus  loin 
l'oocasion  de  décrire ,  il  faut ,  pour  avoir  l'arc  de  distance  compris 
entre  les  centres  des  disques ,  conn^utre ,  en  arc  de  grand  cerple , 
le  demi-diamètre  apparent  de  chacun  d'eues?,  dans  la  direction  sui- 
vant laquelle  la  distance  des  bords  a  été  mesurée.  Or,  outre  les  va- 
riadoûs  occasionnelles  de  grandeur  que  le  disque  éprouve  par  les 
causes  indiquées  page  1 1,  l'égalité  de  ses  diamètres  est  quelque  peu 
altérée,  selon  leur  obliquité  à  l'horizon ,  parce  que  le  centre  du 
disque  et  le  point  de  son  contour  où  ils  se  terminent,  ayant  d'iné- 
gales hauteurs,  la  réfraction  atmosphérique  les  élève  inégalement 
dans  leurs  verticaux  propres,  qui  convergent  au  zénith.  Cela  rend 
les  diamètres  apparents  obliques  toujours  moindres  que  Je  diamètre 
vrai,  dans  des  proportions  dépendantes  de  leur  obliquité  actuelle, 
et  ôte  aux  disques  leur  circularité.  Pour  envisager  ce  problème  d'une 
manière  générale,  soient,  y?^.  5,  0  le  centre  d'observadon  et  de  la 
sphère  céleste,  OZ  la  verticale ,  Z  le  zénith,  H'  H"  H  le  grand  cercle 
de  l'horizon,  et  ZW,  ZW  deux  verticaux  dans  lesquels  se  trouvent 
les  lieux  vrais  de  deux  points  lumineux  2',  2".  Menons  l'arc  de 
grand  cercle  2''2'  qui  mesure  leur  distance  angulaire  vraie,  et  nom- 

9.. . 
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mons-Ie  D.  Appliquons  maintenant  la  réfraction;  elle  élèvera  chacanf 
des  points  l!'^  2'  dans  son  vertical  propre,  mais  ^"  plus  que  2',  parce 
qu^il  est  figuré  plus  bas  ;  et  elle  portera,  par  exemple,  le  premier  en 
S'',  le  second  en  S',  de  sorte  que  leur  distance  apparente  sera  deve* 
nueD',  différente  de  D.  Mais  il  est  aisé  d'obtenir  D' en  D  quand  on 
connaît  les  distances  zénithales  apparentes  des  deux  points  S',  S'',  et 
les  lois  des  réfractions  atmosphériques.  Car,  ces  distances  devant 
être  toutes  deux  renfermées  dans  le  même  angle  azimutal  a  compris 
entre  les  deux  verticaux,  les  deux  triangles  sphériques  Zl"lfy  ZS'^S', 
qui  ont  leurs  sommets  au  zénith  et  les  distances  D,  D'pour  bases , 
ont  l'angle  a  commun  ;  de  sorte  qu'en  y  formant  les  expressions 
individuelles  de  ces  distances,  et  éliminant  a  entre  elles ,  on  obtient 
la  relation  cherchée  de  D' à  D.  C'est  ce  que  j'expose  ici  en  note.  Le 
calcul  est  considérablement  simplifié  quand  on  suppose  les  deux 
distances  D,  D'  fort  petites ,  comme  cela  a  toujours  lieu  dans  les 
applications  de  ce  problème.  On  en  conclut  que  les  disques  cir- 
culaires ,  modifiés  ainsi  par  la  réfraction ,  se  trouvent  très-approxi- 
niativement  changés  par  elle  en  des  ellipses  dont  le  grand  axe  est 
horizontal ,  et  le  petit  vertical ,  celui-ci  différant  toujours  très-peu 
du  premier. 

Sur  les  grandeurs  des  demi-diamètres  appments  des 
astres  és^alués  suii^ant  des  directions  obliques  à 
Vhorizon. 

21.  Ce  problème,  telquUl  a  été  énoncé  à  la  an  du  précédent  chapitre,  se 
rapporte  à  la^.  5,  que  je  reprends  sans  avoir  besoin  de  la  décrire  de  nou- 
veau. Pour  suivre  la  voie  de  solution  quej^ai  indiquée,  je  nomme  Ç',  Ç"  les 
distances  zénithales  vraies  ZS',  ZS",  et  je  nomme  z\  t"  les  distances  zéni- 
thales apparentes  ZS',  ZS''.  Les  deni  triangles  sphériques  ZS'S",  ZS'S'', 
établis  sur  les  côtés  D,  D',  ont  Pangle  azimutal  a  commun.  Je  forme  dans  le 
premier  l'expression  de  cos  D ,  dans  le  second  celle  de  cos  D',  et  leur  applt> 
quant  le  mode  de  transformation  rappelé  daos  la  page  i3,  j^en  tire  les  deux 
équations  suivantes  : 

sin»  ^  D  =  sin»  i  (ç"  —  ç'  )  -h  sin  Ç"  sin  Ç'  sin»  \  a , 
sin'iD'irrsin^Cs''  — «')-i-sin«"  sina'  sin*ja. 

Soient  r  '  la  réfraction  donnée  par  les  Tables  pour  la  distance  zénithale  ap* 
parente  «';  r"  la  réfraction  pour  la  distance  apparente  r";  on  aura 
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J^introdais  ces  expressions  dans  la  première  de  nos  deux  équations ,  et  elle 
deTÎent 

6inHD  =  8in«i(«''— «'-+-r''-r')-t-»în{«''-*-r')  sin  («'-hr')6in»|a; 

9 

alors  j'élimine  sin*!^  entre  elle  et  Pautre,  puis  je  dégage  Bin'|D'.  Pobtiens 
ainsi 


( 


sîn«{D'=sin*j(«''  — «') 


^'^    »  -Hrsin"4D— sin'f(«''-«'+r''-/')l sin b" sin g^ 

22.  Le  rapport  de  sinus  qui  multiplie  le  dernier  terme  du  second  membre 
est  susceptible  d^une  transformation  qui  est  très-propre  à  montrer  le  mode 
de  varia tion  de  ses  valeurs.  Pour  Popérer^  je  prends  un  queleonqae  de  ses 

deux  facteurs  sous  la  forme  générale  -r— 7 :.  Afin  de  faciliter  la  division, 

8in(a-hr) 

je  change  le  z  du  numérateur  en  (e+r)  —  r;  et ,  le  considérant  comme  formé 

de  la  différence  de  ces  deux  arcs ,  je  développe  Texpression  de  son  sinus ,  où 

je  remplace  cos  r  par  sa  valeur  équivalente  i  —  a  sin'^'**  J^obtiens  ainsi 

sin  5  sin  r  cos(^-f-r)  .  .. 

sm  (g  -+•  r)  sin  («  -t-  r)  '    ' 

alors  je  change  le  facteur  sin  r  dn  second  terme  en  2  sin  |  r  cos  jr,  ce  qui  lui 
donne  un  facteur  commun  avec  le  suivant.  Cela  permet  de  Vy  réunir,  et,  en 
le  faisant,  on  a  pour  résultat 

sin  5  .    ,     co8(5-+-|r) 


sin  (jf-hr)  '      sin  («  -*-  r) 

On  voit  par  là  qu'un  rapport  pareil  ne  diffère  de  Funité  que  par  un  terme  de 
Tordre  de  la  réfraction  r  qui  se  trouve  actuellement  affecter  la  distance  ap- 
parente z.  Or,  ce  terme  change  non- seulement  de  valeur,  mais  même  de 
signe,  à  d^négales  distances  de  Thorizon. 

En  effet,  considérons-le  d'abord  à  Phorizon  même,  où  z  sera  90^  j  alors 
cos(2  +  |r)  deviendra  —  sin-|r,  et  sin(s+r)  deviendra  cosr.  Le  second 
naembre  aura  donc  pour  valeur 

asin^TT 


i-h 


cosr 


I  « 

Gela  équivaut  à ,  comme  on  aurait  pu  le  voir  directement  sur  l'exprès - 

sion  non  développée  du  rapport  -; — ; r.  Dans  ce  cas  donc ,  le  terme  asso- 

'^'^  sin(«-i-r)  ' 

cié  à  TuQité  se  trouve  positif. 

Pour  apprécier  sa  valeur  numérique  dans  cette  circonstance ,  supposons 

que,  dans  la  couche  d'air  où  est  placé  l'observateur,  la  température  soit  celle 

de  10  degrés  centésimaux,  et  la  pression  o<°,76o  ;  alors  la  Table  do  réfraction 
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insérés  dans  le  tome  1 ,  page  231,  donnera ,  pour  90"  de diftancc  zénithale, 
r  égal  à  33'46'S3.  De  là  on  tire 

»<>«(^)  =  5.68440.8. 
conséquemment 

=-  =  o,oooo4o35o6: 

telle  est  donc  alors  la  valeur  du  terme  qui  s^ajoute  numériquement  à  Punité 

dans  Texpression  de  -: 

'^  sin  s  +  r 

A  partir  de  cette  limite,  s  et  r  diminuant  à  la  fois,  ce  terme  commence 
par  s'affaiblir,  en  conservant,  dans  son  expression  algébrique,  le  signe  né- 
gatif, ce  qui  continue  de  le  rendre  numériquement  additif  à  Tunité;  mais 
il  devient  nul  lorsqu^on  a 

COB  («-f-ir)ï=o, 

ce  qui  donne  pour  condition 

«  =  900  — ir. 

Si  Ton  consulte  la  Table  numérique  des  réfractions  insérée  dans  la  tome  1 , 
pages  aao  et  331,  Table  qui  est  calculée,  diaprés  la  théorie  de  Laplace,  pour 
le  cas  où  le  thermomètre  marque  io<)  et  le  baromètre  0^,760  dans  la  couche 
d^aîr  où  Pobservateur  est  placé ,  on  trouve  que  la  condition  dont  il  s'agit  a 

lieu  lorsque  la  distance  zénithale  apparentes  est  89^44'^'"?^'  ^"  effet, 
pour  cette  distance ,  la  Table  donne ,  par  proportionnalité, 


de  là  on  tire 
et  par  suite 


/=   oo3o'56*,838; 

ir=  oOi5'38*,4i4, 

9o«  -  ir  =  89o44'3i%586, 


valeur  égiile  à  la  distance  apparente  considérée. 

S3.  Pour  toutes  les  distances  zénithales  moindres  que  celle-là ,  le  terme 
que  nous  considérons  prend,  dans  son  expression  algébrique,  le  signe  po- 
sitif, ce  qui  le  rend  toujours  numériquement  soustractif  de  Punite';  ses  va- 
leurs croissent  d'abord  avec  rapidité  en  s'approchant  d'une  certaine  limite  de 
grandeur  très-petite,  dont  elles  sont  bientôt  peu  différentes  et  qu'elles  ne 
dépassent  point. 

Pour  constater  ce  fait ,  je  rappellerai  qu'en  réduisant  en  nombres ,  dans  le 
tome  II,  page  426,  l'expression  théorique  de  la  réfraction  r,  donnée  par  Laplace 
pour  les  distances  zénithales  moindres  que  76®,  nous  lui  avons  trouvé  cette 
forme 

r  =  a  (m  tang  s  —  n  tang* z). 
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oc  eat  un  très-petit  angle  qui  varie  proportion  nellemenV  à  la  densité  de  Tair 
dans  la  couche  atmosphérique  où  Tobservateur  est  placé  ;  m  et  n  sont  des 
nombres  positifs  sensiblement  constants,  ou  qui  n^éprouvent  que  des  Taria- 
tions  négligeables  dans  un  même  lieu.  Pour  le  cas  où  la  température,  dans 
la  couche  d'observation ,  est  celle  de  la  glace  fondante  et  la  pression  0^,76 
de  mercure  à  o**,  on  a 

a  =  6o%666,  m  s=  0,99918  761,  n=o,ootio58a3. 

Le  coefficient  n  étant  fort  petit  relativement  à  m,  Tinfluence  du  terme  affecté 
de  tang'  s  est  toujours  beaucoup  moindre  que  celle  du  terme  en  tang  «,  dans 
les  limites  de  distances  zénithales  auxquelles  la  formule  est  adaptée;  et  y 
quand  £  devient  moindre  que  45^,  ce  qui  rend  tang  2  une  fraction  de  Tunité^ 
Peffetde  ce  terme  est  bientôt  presque  négligeable.  Dans  tous  les  cas,  il  tend  à 
affaiblir,  par  Topposition  de  son  signe,  Peffet  du  terme  m  tang  f;  c'est 
pourquoi,  voulant  assigner  la  limite  de  grandeur  que  prend  le  produit  algé- 
brique 

2sin"-jr  ces  («-H-ïr) 
sin  («  •+■  r)  * 

yj  remplacerai  r,  dans  le  facteur  sin  ^r,  par  la  valeur  qui  résulterait  du  seiil 
premier  terme  de  son  expression  complète  ;  car  cette  valeur,  étant  toujours 
plus  forte  que  la  véritable ,  nous  donnera  une  limite  d'évaluation  plutôt  trop 
forte  que  trop  faible,  si  ce.n'est  au  zénith  même,  où  le  terme  en  tang'r,  que 
nous  aurons  omis ,  devient  rigoureusement  nul  avec  la  distance  zénithale  g, 
L'expression  théorique  de  r,  ainsi  réduite  à  son  premier  terme,  peut,  sans 
erreur  appréciable,  être  mise  sous  la  forme  suivante 

sin  j/*  =  |msina  tangr; 

cela  revient  à  considérer  les  petits  arcs  a,  r  comme  sensiblement  proportion- 
nels à  leurs  sinus.  J'ai  déjà  rapporté  la  valeur  de  a  ;  quant  à  celle  de  r, 
on  peut  voir  que,  même  à  80^  de  distance  du  zénith,  notre  Table  de  ré- 
fraction, construite  pour  la  température  de  10^,  la  donne  seulement  de 
5'  I9'',8 ,  qu'il  faut  élever  à  5'3!2'',4  pour  la  ramener  aussi  à  la  température 
de  la  glace  fondante,  d'après  le  mode  suivant  lequel  cette  Table  a  été  cal- 
culée (*).  Or,  si  l'on  déduit  le  sinus  de  pareils  arcs  de  celui  de  l'un  d'eux  , 
par  proportionnalité,  on  ne  lui  trouve  pas  avec  le  sinus  exact  une  différence 
qui  réponde  à  une  fraction  de  seconde  appréciable.  Usant  donc  de  cette  trans- 


(*)  Les  fartenrs  néceiMires  ponr  transporter  ainsi  les  réfractions  de  la  température  de  100 
et  de  la  pression  o™f76o  k  tonte  antre  circonstance  météorolo^que  quelconque,  socf donnés 
sous  forme  logarithmique  dans  le  recueil  des  Tables  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes,  et 
on  les  reproduit  en  nombres. dans  la  Connaifsanct  des  Temps  de  chaque  année.  Ici  le  facteur 
de  conversion  est  i,o395  pour  transporteries  réfractions  de  la  Table  de  o»  k  jo°  *  la  pression 
restant  toujours  on>,^6o,mais  la  température  du  mercure  dans  le  baromètre  étant  aussi  supposée 
descendre  de  lo')  à  00,  comme  dans  notre  T«leur  de  a. 
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formation  ainsi  légitimée,  jUntroduis  Texpression  précédente  de  sinjrdans 
le  terme  algébrique  que  nous  voulons  évaluer,  et  il  devient 

sin  j;cosC«-f-^r) 

m  sm  a : — r. ^-r* 

cos  s  sio  (x  +  r  ) 

Sons  cette  forme ,  on  voit  quUl  sera  toujours  moindre  que  m  sin  «.  Car,  dans 
la  fonction  de  z  qui  multiplie  cette  quantité,  le  facteur  cos b  du  dénomina- 
teur sera  toujours  plus  grand  que  le  facteur  cos  s  +  ir,  entre  les  limites  de 
distance  zénithale  que  nous  considérons;  et,  pareillement,  Tautre  facteur  du 
dénomina^ur  sin  (2  +  r)  y  sera  plus  grand  que  son  correspondant  sin  5  du 
numérateur.  La  fonction  totale  qui  multiplie  m  sin  a  sera  donc ,  dans  tous 
les  cas,  une  fraction  moindre  que  i,  mais  toujours  de  très-peu  moindre,  à 
cause  de  la  petitesse  de  r;  et  enfin  elle  deviendra  rigoureusement  i  quand  r 
sera  nul ,  ce  qui  donne  m  sin  a  pour  la  valeur  maximum  du  terme  que  nous 
considérons.  Le  terme  en  tang'r  que  nous  avons  omis  dans  Texpression  de 
sin  {^  ne  change  évidemment  rien  à  cette  limite  finale,  puisqu^en  le  suppo- 

sant  multiplié  aussi  par  le  rapport  -r-\ 2— ^  le  produit  s^évanouit  rigou- 
reusement au  zénith,  où  2  et  r  sont  nuls  tous  deux  simultanément. 

Mais,  bien  longtemps  avant  d'arriver  à  sa  valeur  limite,  notre  terme  en 
diflférera  si  peu,  que  Ton  pourra,  sana erreur  sensible,  la  prendre  comme 
son  expression  réelle  et  constante.  Pour  avoir  la  preuve  de  ce  £ait,  suppo- 
sons z  =  80^,  ce  qui  est  le  plus  grand  abaissemeqt  où  Ton  fasse  les  observa- 
tions que  nous  voulons  ici  considérer.  La  valeur  correspondante  de  r  pour  la 
température  o^  et  la  pression  0^,76  que  notre  évaluation  de  a  supposa 
sera,  par  ce  qui  précède,  b'Zi",^,  Si  avec  ces  données  on  calcule  rigoureu- 
sement le  multiplicateur  de  m  sin  a,  on  le  trouve  égal  à  1— o,oo4853; 
de  sorte  que  sa  différence  avec  l'unité  équivaudrait  à  diminuer  sin  a  de 
0,00000  14^73,  fraction  dont  Tinfluence  sera  toujours  négligeable  dans  les 
applications  pratiques  auxquelles  est  destinée  la  formule  que  nous  préparons. 
Ainsi,  dans  toute  retendue  de  distances  zénithales  qu'elles  embrassent,  on 
pourra ,  sans  aucune  erreur  sensible ,  supposer  généralement 

sin«  .    .    cos(a-i-{r) 

-: — ; r  =  1  — asm-jr     .   \ ^-r^  =  z  —  m  sin  a, 

sin(«-f-r)  '     sin(r-f-r)  ' 

a  ayant  la  valeur  et  le  mode  de  variation  assigné  plus  haut. 

24.  Appliquant  donc  ce  résultat  à  notre  expression  générale  de  sin'|D', 
je  ferai ,  par  abréviation , 

.,       ^.     j      cos(s'-H4r')  „,  .     ,    -C08(«''-*-ir'') 

•^  *      sin(«'-|-r')  *  "^  '       sin  («"-+- r")  ' 

ce  qui  donnera,  pour  toutes  les  distances  zénithales  que  Ton  voudra  consi- 
dérer, 

sin(s'-f-r')""         ^'  sinC^^H-r")""         -^^ 
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»t  par  suite 

(i)  8in»iD'==8in'i(i5''-r')H-[8in»iD~ain"i(«''---8'-hr''-r')](i--/')(i--/''). 

25.  Cette  expressiou  est  rigoureuse  et  oe  fixe  aucune  limite  aux  distandes 
vraies  et  apparentes  D,  D'.  Mais ,  dans  Tusage  qu'on  en  fait  habituellement, 
ces  distances  sont  toujours  assez  restreintes  pour  qu'on  puisse  considérer  les 
jcabes  de  leurs  sinus  comme  négligeables  comparativement  à  leurs  premières 
puissances.  La  même  supposition  peut  alors  être,  à  plus  forte  raison,  appli- 
quée aux  arcs  «"—«',  r"—  r',  le  premier  ne  pouvant  jamais  excéder  D',  et 
le  second  étant  plus  faible  encore,  puisqu'il  exprime  seulement  la  différence 
des  deux  réfractions  qui  affectent  les  extrémités  de  la  distance  considérée. 
On  aura  donc,  dans  de  tels  cas,  avec  une  approximation  toujours  suffisante, 

(2)        D'«  =  («*  —  5M«4-  [D«  -  («"—  z'-hr"^  r')«]  (i  -/')  (i  -/"). 

5S6.  Je  vais  maintenant  appliquer  cette  formule  ainsi  restreinte  à  l'évalua- 
lion  des  demi-diamètres  apparents  de  la  lune  et  du  soleil  affectés  de  la  réfrac> 
tion.  Comme  les  demi*diamétres  vrais  D  diffèrent  alors  peu  de  i5  minutes, 
l'approximation  que  nous  y  avons  introduite  leur  est  applicable,  et  je  pren- 
drai cette  valeur  comme  type,  pour  en  éprouver  les  effets  « 

Je  commence  par  considérer  le  diamètre  horizontal  ;  pour  celui-là, 
s' =3^^;  conséqucmment  r '=/•",  et /'=/".  Introduisant  donc  ces  particu- 
larités dans  notre  formule,  elle  donnera,  pour  sa  valeur, 

D'  =  D{i— /"),        ou        D'  =  D-D/''. 

Le  produit  py  exprime  ici  le  changement  que  la  réfraction  produit  dans  le 
demi-diamètre  horizontal  vrai.  La  valeur  de  ce  changement,  et  niiôme  son 
signe ,  varient  donc  à  diverses  distances  du  zénith  proportîennellement  au 
facteur y^.  A  l'horizon,  par  exemple,  nous  avons  vu  que/"  devient  négatif, 
et,  dans  l'état  de  densité  de  l'air  que  nous  avons  considéré,  —J'"  a  pour 
valeur  +0, 00004 835o6.  Si  donc  on  suppose  le  demi-diamètre  vrai  D  égal  à 
i5  minutes  ou  900  secondes,  on  aura ,  par  multiplication, 

D'=i5'-»-o>435. 

Ainsi,  quand  le  centre  du  disque  paraîtra  à  l'horizon  même,  le  demi-dia- 
mètre apparent  horizontal  sera  un  peu  plus  grand  que  le  demi-diamètre  vrai; 
mais  l'agrandissement  sera  inappréciable  aux  mesures  les  plus  délicates. 

A  mesure  que  l'astre  commencera  à  s'élever,  le  produit  —  DJ""  diminuera 
comme  le  facteur  y,  en  restant  toujours  positif  jusqu'à  ce  qu'il  devienne 
nul,  lorsque  la  distance  zénithale  apparentes  égale  ^^^' Si", 586.  A  ce 
terme ,  J'"  sera  nul ,  et  le  demi-diamètre  horizontal  apparent  D' égalera  le 
diamètre  vrai  D. 

Au-dessus  de  cette  hauteur,  t  continuant  à  décroître ,/''  changera  de  signe, 
il  deviendra  positif  et  il  acquerra  bien  têt  sa  valeur  finale  constante  m  sin  k. 
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Depuis  cette  limite  jusqu^au  zénith ,  on  aura  donc 

D'  =  D  —  mD  tin  9c  ; 

or^  diaprés  les  yaleurs  de  m  et  de  a  données  plus  haut,  on  trouve 

]og(msina]  =  4»4^i673,  m  sin  a  =  0,000393878. 

Si  Ton  prend  le  demi-diamètre  D  égal  à  i5  minutes  ou  900  secondes,  il  en 
résnltera,  par  multiplication ,  dans  les  eirconstances  de  pression  et  de  tem- 
pérature assignées , 

D'=i5'~o'',a64. 

S7.  Ces  variations  du  facteur/ sont,  en  apparence,  très- singulières,  et 
Tonne  conçoit  pas,  au  premier  coup  d^œil,  comment,  à  l^orîzon  par 
exemple,  le  demi-diamètre  horizontal  peut  être  augmenté  par  la  Péfractioii. 
11  est  cependant  facile  de  s'en  rendre  compte:  en  effet,  quand  le  centre  du 
disque  parait  à  l^orizon ,  le  disque  vrai  est  réellement  abaissé  au-dessoua  de 
ce  plan  d'une  quantité  angulaire  égale  à  la  réfraction  horizontale  caleu* 
lée  pour  la  distance  apparente  90°.  Cet  abaissement,  qui  le  rapproche  du 
zénith  inférieur,  écarte  les  verticaux  qui  le  contiennent  plus  que  s'il  se 
trouvait  à  l'horizon  vrai  ;  alors  son  diamètre  réfracté  occupe  Tintervalle  de 
ces  verticaux  à  l'horizon  même  où  leur  écart  en  arc  est  le  plus  considérable. 
De  là  l'augmentation  relative  du  diamètre  horizontal  apparent  ainsi  observé. 

Le  cas  d'anéantissement  du  facteur/"  s'explique  par  des  considérations 
analogues.  Lorsque  l'astre  est  vu  à  la  distance  apparente  «"  égal  à  90®— ^r", 
le  disque  vrai  est  abaissé  sous  l'horizon  autant  que  le  disque  apparent  est 
élevé  au-dessus;  ils  se  trouvent  donc  à  des  distances  égales  de  leurs  zéniths 
propres.  Ainsi  leurs  diamètres  mesurés  parallèlement  à  l'horizon  doivent 
être  égaux ,  puisque  tous  deux  doivent  être  compris  à  égales  hauteurs,  entre 
les  mêmes  cercles  verticaux  prolongés. 

28.  Il  ne  me  reste  plus  qu'à  introduire,  dans  notre  formule  restreinte  aux 
petits  angles,  l'obliquité  du  demi-diamètre  que  l'on  veut  spécialement  éva- 
luer. Pour  cela,  considérons,  dans  la^^g^. 6,  le  disque  réfracté  comme  un 
petit  espace  terminé  par  une  courbe  ovoïde  de  forme  quelconque,  dont  l'éten- 
due angulaire  soit  assez  restreinte  pour  qu'on  puisse  le  supposer  appliqué 
sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  céleste  dans  le  point  S'',  où  son  centre  est  vu 
actuellement.  Menons  par  ce  centre ,  parallèlement  au  plan  de  l'horizon,  un 
arc  diamétral  HH'  qu'il  faudra  considérer  comme  sensiblement  rectiligne, 
et  nommons  i  l'angle  S' S'' H'  formé  avec  cet  axe  horizontal  par  le  demi^a- 
mètre  spécial 6" S'  on  D',  que  l'on  veut  évaluer.  Si,  par  son  extrémités', 
on  mène  S'Q  perpendiculaire  à  S'^H'  dans  le  plan  de  la  figure,  cette  ordon- 
née représentera  £"^3*,  et  elle  aura  pour  expression  D'  sin  i.  Maintenant, 
si  l'on  jette  les  yeux  sur  la  Table  générale  de  réfraction  insérée  dans  notre 
tome  T,  pages  aao  et  221,  on  pourra  aisément  y  constater  qu'entre  de  petits 
intervalles  de  distance  zénitbale  restreints  au  plus  à  i5  minutes,  comme  le 
sont  ici  les  différences  z" — g'  dans  l'étendue  d'^un  même  disque,  lesdif- 
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férences  r''—r' leur  sont  sensiblement  proportionnelles;  en  sorte  quc>  pour 
toutes  leurs  valeurs  individudles  entre  ces  limites,  on  a  toujours  une  rela- 
tion de  la  forme 

conséquemment  ici 

r"— r'  =  cD'sini. 

Le  coefficient  c  de  la  proportionnalité  Tarie  avec  la  distance  zénithale  e^  du 
centre  du  disque;  il  a  ses  plus  grandes  valeurs  près  de  rhorizon,  où,  par 
suite ,  la  supposition  de  simple  proportionnalité  du  rapport  doit  être  plus 
restreinte;  mais  il  décroît  rapidement  à  mesure  que  la  distance  zénithale 
diminue,  ce  qui  permet  alors  de  lui  continuer  plus  longtemps  la  mémo  valeur. 
Je  démontrerai  tout  à  Theure  ces  résultats  par  la  théorie;  pour  le  moment, 
je  les  prends  comme  un  fait  que  Pon  peut  constater  sur  la  Table  numérique 
môme ,  puisque  les  évaluations  des  réfractions  pour  les  distances  zénithales 
diverses  y  sont  espacées  conformément  à  ces  considérations.  Alors,  si  nous 
substituons  les  nouvelles  expressions  de  b" — b*  et  de  r" —  r'  en  D' sin  i,  dans 
notre  formule  restreinte,  puisqu^on  y  rassemble,  dans  le  premier  membre, 
tous  les  termes  qui  ont  pour  facteur  D'*,  elle  deviendra 

(3)    D'«\n-[(i-h*r)Mi-/'){i-/')-i]8in>i}=D«(i -/')(!-/"). 

89.  Dans  les  applications  pratiques  auxquelles  cette  formule  est  destinée, 
on  a  soin  de  n'observer  les  disques  des  deux  astres  que  lorsque  la  hauteur 
apparente  de  leur  centre  est  au  moins  de  lo^*;  alors  on  admet  qu'à  cette 
limite  les  facteurs Z',/''  ont  tous  deux  atteint  leur  valeur  finale  commune 
m  sin  a ,  ce  qui  est  déjà  à  peu  près  vrai  et  ne  peut  avoir  aucune  influence  ap- 
préciable sur  des  arcs  aussi  peu  étendus  que  D  et  D',  comme  on  peut  aisé- 
ment le  constater.  On  admet,  en  outre,  que  le  rapport  de  proportionnalité  c 
est  devenu  alors  une  fraction  assez  petite  pour  qu'on  puisse  négliger  son 
carré  comparativement  à  sa  première  puissance ,  ce  qui  est  encore  sensible- 
ment vrai ,  puisque  notre  Table  de  réfraction  montre  qu'entre  79^  et  80^  de 
distance  zénithale,  il  est  déjà  réduit  à  •^.  Alors,  à  plus  forte  raison,  on 
néglige  pareillement  le  produit  de  c  par  la  quantité  bien  plus  petite  m  sin  «, 
et  aussi  le  carré  de  cette  dernière.  La  formule,  restreinte  par  ces  limita- 
tions, devient  donc 

(4)  D'*[x-i-2(c— insin«)sin*i]  =  n*(i  — omsina); 

de  là,  daus  les  mêmes  limites  d'approximation,  on  déduit 

D"  =  D* (i-amsina)  =D«[,_2(csin«i-Mnsinacos'i)3, 

i-f-afc  —  msmaisin'i 


{c  —  m  sin  a) 

et,  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  toujours  dans    les  mêmes 
limites ,  il  vient  enfin 

D'  =  D  [1  — -{c  «in*  i -{- m  sin  «  cok'i)]. 
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Cett  par  cette  formule  réduite  qtie';Oelambre  a  calculé  la  Table  des  demi- 
diamètres  obliques  de  la  lune  et  du  soleil  quHl  a  insérée  à  la  fin  des  Tables 
de  la  lune  de  Bûrg ,  publiées  par  le  Bureau*des  Longitudes.  Seulement  il  n^ 
a  pas  compris  le  facteur  msin  a  cos'i,  ayant  pris,  au  lieu  de  D,  le  demi- 
diamètre  apparent  borizontal  déjà  accourci  par  le  facteur  i — msin -oc.  En 
outre,  il  a  calculé  sa  Table  pour  la  température  de  lo^,  ce  qui  réduit  m  sin  a 
à  0,000276781,  et  revient  à  faire  ma,  égal  à  67", i a. 

30.  Sous  la  forme  réduite  (4) ,  et  même  sous  la  forme  plus  générale  (2)  qui 
s''applique  à  toutes  les  distances  zénithales,  on  peut  reconnaître  que  la  figure 
apparente  du  disque  représentée^.  6  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 
horizontal.  En  effet ,  prenons  un  moment  cette  figure  comme  type  d^une  el- 
lipse dont  le  grand  axe  soit  2a,  le  petit  a&,  et  rapportons  les  points  de  son 
contour  à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  x,  ^,  respectivement 
parallèles  à  ces  axes.  Son  équation  sera 

Représentons  par  e-  le  rapport  de  Texcentricité  au  demi -grand  axe ,  ce  qui 

donnera 

a'  —  &• 


e«  = 


.s       > 


en  chassant  b*  par  cette  expression ,  Téquation  deviendra 

y«-j-(i  — e')«*  =  a«(i  — e»). 

Prenons  maintenant  pour  nouvelles  coordonnées  le  rayon  vecteur  D' mené 
du  centre,  et  Fangle  i  quHl  forme  avec  Taxe  aa  ;  cela  donnera 

r  =  D'sini,  ;p  =  D'cosij 

et,  en  chassant  x,  y  par  ces  valeurs,  Téquation  entre  D' et  i  prendra  cette 

forme 

D'*(i^e«cos*i)  =  a«(i— e'), 

que  Ton  peut  encore  changer  en 

Pour  que  cette  équation  représente  réellement  une  ellipse  où  Taxe  a  sur- 
passe Taxe  6,  il  faut  évidemment  que  e'  y  soit  une  fraction  positive  moindre 
que  I  j  or,  cela  a  précisément  lieu  dans  notre  équation  (4)  et  dans  Péquation 
plus  générale  (3)  dont  elle  dérive.  Car  les  facteurs  y,  y'  pouvant  être  sup- 
posés, ilans  cette  dernière,  avoir  leur  valeur  limite  commune  m  sin  a,  elle 
devient 

(5)        D'»|n-[(n-c)»(i  — msina)»-Osin»i|=D«(i-»isina)«. 

Pour  que  le  multiplicateur  de  sin*/  y  soit  positif,  comme  dans  une  ellipse ,  il 
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faut  et  il  suffit  qae  le  rapport  variable  de  proportionnalité  o ,  qui  est  positif, 
surpasse  toujours  m  sin  a.  Cela  est ,  en  effet,  ainsi  à  toutes  les  distances  Eé- 
thales,  d'après  les  valeurs  que  notre  Table  assigne  aux  réfractions  qui  leur 
correspondent.  Mais  on  peut  encore  le  constater  plus  sûrement  par  l'expres- 
sion théorique 

r=ac(mtang5  —  ntang'r). 

En  effet ,  lorsqu'on  l'applique  successivement  aux  deux  distances  zénithales 
i\  s'', elle  donne,  par  différence, 

r"  —  r^z=.  a  [m (tang«"  —  tang  «')  —  n  (tang*«*  —  tang" 5')]  ; 

et,  en  faisant  sortir  le  facteur  tangr"  —  tang  5',  qui  est  commun  aux  deux 
termes  compris  sous  la  parenthèse,  on  peut  lui  donner  cette  forme 

Poar  adapter  cette  valeur  de  r"  —  r'  k  notre  équation  restreinte  (3),  il  faut 
y  supposer  de  même  la  différence  s''  —  x'  des  distances  zénithales  assez  pe- 
tite pour  qu'on  puisse  la  déduire  de  son  sinus  par  simple  proportionnalité , 
eu  sorte  qu'on  puisse  remplacer  sin  {z"  —  z')  par  {z"  —  z')  sin  i".  Alors ,  en 
appliquant  le  facteur  sin  i''  à  l'arc  a ,  on  pourra ,  par  la  même  raison ,  rem- 
placer le  produit  a  sin  i''  par  sin  a.  Quant  au  facteur  compris  entre  les  pa- 
renthèses, il  faudra,  pour  l'évaluer  dans  les  mêmes  limites  d'approximation, 
y  négliger  les  termes  de  l'ordre  sin'  (5" — z')y  puisque  leur  multiplication  par 
le  facteur  extérieur  en  donnerait  dans  r"— r'qui  soraien  t  de  l'ordre  sin"  («"—«'}, 
que  nous  supposons  négligeables.  Pour  y  introduire  cette  restriction,  faisons 

cela  donnera 

Alors ,  en  développant  tang  if",  tang  5',  ainsi  que  leurs  carrés  et  leurs  pro- 
duits, il  faudra  ac  borner  aux  termes  qui  seront  de  Tordre  tang  $.  On  aura 

donc ,  dans  ces  limites , 

A   ,  tang  $\ 

„       tang  s  -+-  tang  «T         ,  \        tang  sj 

tang«"= S 0 — -  =  tang«  — ^^-:: ^r-^ — 

I  —  tang  s  tang  S  °     i  —  tang  â  tang  s 

=  tane,  [,+(t.ng.H-j;jJ^) tang*]  =  tons.  {i+-£^^' 

et  par  suite,  en  négligeant  toujours  le  carré  de  tango , 

tang*  z"  =  tang*  5(14-  -: ii— ) . 

^  "      \        sm  5  cossj 

Pour  passer  de  là  à  tang  a',  on  n'aura  qu'à  intervertir  le  signe  de  ^ ,  et  l'on 
aura,  par  analogie, 

/          tanp.^    \                      .  ,             -    /         atangj'  \ 
Iang2'=tang5(  I : h     puis    tang* «'=  tan g'5  (  i r- — - — n 
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alors  tang  S  disparaîtra  dans  la  sorame  des  carrés  des  tangentes ,  par  oppo- 
sition de  signe,  et  il  disparaîtra  aussi  de  lear  produit,  comme  n'y  donnant 
qu^an  terme  de  I^ordre  tang*  S,  En  réunissant  les  résultats  de  ces  opérations, 
et  rétablissant  pour  s  sa  valeur  \  («"+«'),  on  aura  finalement 

tang^r^-f-tangs"  tangr'-h  tang**'  =  3tang'i(«''H-«')-, 

les  limitations  de  r"—^r'  étant  ainsi  effectuées,  on  obtiendra 


r" — /•'  m  sm 


s" — z'       cosg" 


ma       r        3n ^       • .  /  «        i xi 

; f    I tang«i(*"-f-rM|- 

cos  s'  I,        m        "  '  ^  '  J 


Le  second  membre  de  cette  expression  représente  le  facteur  de  proportion- 
nalité que  nous  avons  désigné  par  c.  Il  se  compose  ici  de  deux  fiicteurs.  Dans 

celui  qui  est  compris  entre  les  parenthèses,  le  coefficient  numérique  —  a  pour 

valeur  o,oo33aoi7.  Le  carré  de  la  tangente  de  la  distance  moyenne,  déjà 
considérablement  affaibli  par  ce  coefficient,  ira  aussi  en  s'affiiiblissant  par  lui- 
même  à  mesure  que  Tastre  se  rapprochera  du  zénith;  et,  à  cette  dernière  limite 
il  s^anéantira  mathématiquement,  après  être  devenu  depuis  longtemps  insen- 
sible. Dans  le  facteur  extérieur  à  la  parenthèse,  au  contraire,  le  numérateur 
constant  m  sin  a  se  trouvera  toyjonrs  agrandi  par  son  dénominateur,  puisque 
les  cosinus  des  deux  distances  zénithales  dont  le  produit  se  compose  seront 
des  fractions  moindres  que  i.  Ainsi ,  parla  disproportion  de  ces  deux  effets 
contraires,  le  second  membre,  qui  représente  notre  coeificientc,  surpassera 
généralement  m  sin  a,'en  convergeant  vers  cette  dernière  valeur,  qu^il  attein- 
dra au  zénith  même.  Appliquant  donc  ceci  aux  conditions  de  ferme  établies 
plus  haut  pour  notre  équation  (a),  on  voit  que  le  coefficient  de  sin*i  y  sera 
généralement  positif  et  moindre  que  i,  puisque  c  surpassera  toujours  m  sin  a 
par  une  différence  très -petite  f  et  il  deviendra  nul  au  zénith,  où  c  se  trouvera 
finalement  égal  à  m  sin  a.  Ainsi  le  disque  réfracté  de  Tastre  présentera 
toujours  la  figure  d'une  ellipse  dont  le  demi^grand  axe  horizontal  sera 
D  (I  —  m  sin  a)  ;  et  son  excentricité,  toujours  très-petite,  deviendra  nulle  au 
zénith,  de  sorte  qu'il  se  réduira  alors  à  un  cercle,  comme  il  était  facile  de 
le  prévoir,  puisque  la  réfraction  qui  le  déforme  s^'y  évanouit.  Mais  il  paraîtra 
circulaire  pour  les  yeux ,  et  même  pour  les  observations  les  plus  précises , 
quand  il  sera  encore  bien  moir*s  élevé  que  cette  limite,  à  cause  de  la  dimi- 
nution rapide  de  son  excentricité  par  Taffaiblissemefit  des  réfractions ,  à 
mesure  qu'il  se  rapprochera  de  ce  point. 
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CHAPITRE  XVII. 

Des  pôles  et  de  Vèquateur  de  la  terre.  Définition  des 
méridiens  et  des  parallèles  terrestres.  Aspects  dis^ers 
de  la  sphère  céleste  sur  les  horizons  des  différents 
pays. 

51 .  Les  principaux  cercles  de  la  sphère  céleste  étant  définis , 
comme  nous  venons  de  le  dire,  et  leurs  positions  respectives  étant 
aussi  déterminées^  l'aspect  sous  lequel  ils  se  présentent  aux  obser- 
vateurs dépend  de  l'inclinaison  des  horizons  des  différents  pays, 
et  par  conséquent  de  leur  direction  dans  l'espace,  laquelle  dépend 
à  son  tour  de  la  courbure  de  la  surface  terrestre.  Sous  ce  rapport, 
la  situation  variable  de  la  sphère  céleste  est  importante  à  consi- 
dérer. 

5â.  D'après  les  analogies  que  j'ai  rassemblées  dans  le  tomel, 
page  36,  le  mouvement  diurne  du  ciel,  d'orient  en  occident,  ne 
serait  qu^une  apparence,  produite  par  la  révolution  de  la  terre  sur 
elle-même  en  sens  contraire.  Ce  résultat,  qui  se  présente  déjà 
comme  infiniment  vraisemblable,  sera  confirmé  ultérieurement  par 
une  succession  de  preuves  qni  en  compléteront  la  certitude.  Alors, 
ce  que  nous  avons  appelé  l'axe  de  rotation  de  la  sphère  céleste,  est 
réellement  Taxe  idéal  et  géométrique  autour  duquel  la  terre  tourne 
en  un  jour  sidéral.  Traçons,  par  la  pensée,  sa  direction  dansTin- 
feéneur  de  la  masse  terrestre ,  et  prolongeons-le  indéfiniment  au 
dehors.  Les  points  où  il  percera  la  surface  extérieure  seront  les 
pôles  terrestres^  correspondants  aux  p6les  célestes  placés  à  une  dis- 
tance infinie  sur  son  prolongement. 

Toutes  les  observations  astronomiques  s'accordent ,  jusqu'à  pré- 
sent ,  a  prouver  que  la  position  de  cet  axe ,  dans  l'intérieur  de  la 
terre ,  est  invariable  ;  qu'il  perce  constamment  sa  suHace  dans  les 
mêmes  points ,  et  que  la  vitesse  de  la  rotation  est  uniforme  et  con- 
stante. Si  la  terre  était  complètement  solide,  il  résulterait  de  ces 
phénomènes  que  l'axe  autour  duquel  elle  tourne  est  un  des  trois 
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axes  priiici|>aux  passant  par  son  centre  de  gniTité ,  autour  duquel 
le  moment  d'inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum.  Mais  la 
rigueur  de  cette  déduction  est  modifiée  par  Fexistence  des  mers  qui 
recouvrent  en  partie  le  noyau  solide  de  la  terre.  En  admettant , 
comme  c'est  le  &it,  que  cette  portion  fluide  et  superficielle  est  très- 
petite  comparativement  à  la  masse  totale,  Laplace  a  démontré 
que  la  rotation  s'opère  autour  d'un  axe  passant  très-prés  du  centre 
de  gravité  commun ,  et  que  Ton  peut  encore  appeler  principal , 
parce  que  la  rotation  est  stable  autour  de  lui.  Alors ,  non-seule- 
ment la  présence  des  mers  n'altère  pas  cette  stabilité,  mais,  par 
la  mobilité  résultante  de  leur  état  fluide,  et  par  les  résistances  que 
leurs  oscillations  éprouvent,  elles  ramèneraient  ou  tendraient  à 
ramener  la  terre  à  un  état  permanent  d'équilibre,  si  des  causes  per- 
turbatrices quelconques  venaient  à  l'en  écarter  (^). 

55.  Dans  le  chapitre  II  du  tome  I,  j'ai  rassemblé  les  phéno- 
mènes les  plus  apparents  qui  nous  montrent  que  la  terre,  de  même 
que  le  soleil,  la  lune  et  les  planètes,  est  un  corps  arrondi  de  forme 
à  peu  près  sphérique.  Comme  première  approximation ,  suppo- 
sons-la une  sphère  exacte,  et,  pour  compléter  la  amplification  , 
admettons  encore  que  l'axe  autour  duquel  elle  tourne  passe  exac- 
tement  par  son  centre  de  figure.  Plaçons  alors  un  observateur  à  ce 
centre  même ,  et  décrivons  la  sphère  céleste  concentriquement  au- 
tour de  lui  :  il  verra  tous  les  points  de  la  terre  projetés  sur  cette 
sphère,  chacun  suivant  sa  verticale,  et  les  divisions  géométriques 
que  nous  venons  de  tracer  dans  le  ciel  auront  toutes  leurs  analo* 
gués  sur  la  surface  terrestre.  Commençons  par  les  y  rapporter 
dans  cette  hypothèse  simple ,  qui  sert  à  presque  tous  les  énoncés 
usuels. 

D'abord  Taxe  de  rotation  commun  de  la  terre  et  de  la  sphère  cé- 
leste perce  la  sur&ce  terrestre  en  deux  points  diamétralement  op- 
posés, où  les  verticales  coïncident  avec  sa  direction.  Tous  les  plans 
menés  par  le  centre  de  cette  sphère  vont  couper  la  surface  ter- 
restre suivant  de  grands  cercles  auxquels  on  peut  donner  des 

(*)  Voyez  la  Mécanique  céleste,  livre  XI,  et  V Exposition  du  Système  du 
monde,  chap.  VIII. 
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noms  homologues  à  ceux  qui  leur  correspondent  dans  le  ciel.  Ainsi 
le  plan  de  Téquateur  céleste  mené  perpendiculairement  à  Taxe 
de  rotation  y  trace  un  cercle  qui  s'appelle   Véqaateur  terrestre. 
Les  plans  horaires  célestes  menés  par  ce  même  axe  y  tracent  d'au- 
tres cercles  qu'on  appelle  les  méridiens  terrestres^  ou  simplement 
les  méridiens.  Ils  se  coupent  tous  aux  pôles,  puisqu'ils  contiennent 
l'axe  de  rotation.  Dans  cet  énoncé ,  on  les  considère  comme  de 
simples  lignes,  abstraction  faite  du  plan  qtli  les  contient. 
.  La  terre  est  si  petite ,  que  deux  plans  qui  la  toucheraient  à  ses 
deux  pôles,  et  qui  seraient  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation,  pas- 
seraient par  les  mêmes  étoiles ,  et  iraient  rencontrer  la  sphère  cé- 
leste dans  son  équateur  même  ;  ou  du  moins  Tare  qu'ils  intercep« 
teraient  sur  cette  sphère,  étant  vu  de  la  terre,  répondrait  à  un  angle 
si  petit  qu'il  serait  inappréciable.  Les  plans  des  parallèles  célestes  qui 
interceptent  de  grands  arcs  sur  la  sphère  céleste  départ  et  d'autre  de 
l'éqnateur,  ne  coupent  donc  point  la  surface  de  la  terre ,  ils  passent 
infiniment  au  dehors.  Mais,  si  l'on  imagine  des  cônes  qui  aient  leur 
sommet  au  centre  de  la  terre ,  et  pour  base  les  différents  parallèles 
célestes,  ces  cônes  couperont  là  surface  de  la  terre ,  supposée  sphé- 
rique ,  suivant  des  cercles  dont  le  plan  sera  parallèle  à  celui  de 
l'équateur,  et  que  l'on  nomme  pour  cette  raison  des  parallèles  ter- 
restres; expression ,  toutefois,  qui  les  désigne  spécialement  comme 
lignes,  abstraction  faite  du  plan  qui  contient  chacun  d'eux. 

Les  mêmes  correspondances  et  les  mêmes  énoncés  s'appliqueront 
encore  si  la  terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  sur  l'axe 
même  autour  duquel  la  rotation  s'opère.  Seulement  les  rayons 
menés  du  centre  aux  divers  points  de  la  surface  ne  coïncideront 
plus  avec  les  verticales  de  ces  points ,  excepté  sur  le  contour  de 
l'équateur  et  aux  deux  pôles  ;  en  outre ,  les  intersections  de  la  sur- 
face par  les  plans  horaires ,  ou  les  méridiens ,  ne  seront  plus  des 
cercles.  Leur  configuration  sera  identique  avec  l'ellipse  généra- 
trice. 

34.  Étendons  enfin  ces  conceptions  au  cas  général  où  la  terre  , 
ayant  une  forme  sphéroïdale  quelconque ,  tourne  autour  d'un  axe 
fixe  passant  dans  l'intérieur  de  sa  masse  à  une  distance  quelconque 
de  son  centre  de  gra^nté.  Les  points  dans  lesquels  cet  axe  perce  la 

T.    III.  3 
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surface  seront  encore  proprement  ses  pôles  physiques,  mais  ils  ne 
présenteront  plus  généralement  la  propriété  que  la  verticale  y  coïn- 
cide avec  Taxe  de  rotation.  Alors,  si  Ton  cherche  sur  la  surface 
les  points  où  la  verticale  se  trouve  parallèle  à  cet  axe ,  on  pourra 
les  appeler,  par  analogie ,  les  pôles  astronomiques  de  la  terre.  De 
même ,  si ,  par  le  milieu  de  Taxe ,  on  mène  un  plan  qui  lui  soit 
perpendiculaire ,  lequel  coupera  la  sphère  céleste  suivant  le  grand 
cercle  de  l'équateur,  il  conviendra  d'appeler  équateur  terrestre  la 
suite  des  points  de  la  surface  dont  les  verticales  sont  parallèles  à  ce 
plan.  En  effet ,  il  pourra  bien  arriver  que  les  pieds  de  ces  verticales 
ne  forment  pas  une  courbe  plane ,  auquel  cas  l'équateur  terrestre , 
ainsi  défini ,  sera  ce  qu'on  appelle  une  ligne  à  double  courbure  ; 
mais  il  s'accordera  avec  les  définitions  précédentes  par  cette  con- 
dition ,  qu'en  vertu  de  la  petitesse  de  la  terre  comparativement  aux 
dimensions  infinies  de  la  sphère  céleste ,  les  sommets  de  toutes  ces 
verticales  iront  pareillement  y  aboutir  sur  le  même  grand  cercle 
équatorial.  Enfin,  pour  généraliser  Tidée  des  méridiens  terrestres, 
en  un  point  quelconque  de  la  terre ,  concevons  une  droite  parallèle 
à  l'axe  de  rotation  :  le  plan  conduit  par  cette  droite  et  par  la  verti- 
cale sera  le  méridien  du  lieu  considéré.  Menons  par  l'axe  même  un 
plan  qui  lui  soit  parallèle;  étant  prolongé  à  l'infini,  il  tracera  sur 
la  sphère  céleste  un  grand  cercle  méridien  sur  lequel  la  verticale  , 
pareillement  prolongée ,  ira  aboutir.  Tous  les  autres  points  de  la 
surface  terrestre ,  dont  les  verticales  propres  seront  parallèles  à  ce 
plan-là ,  auront  le  même  méridien  céleste  ;  et  leurs  méridiens  pro- 
pres seront  traversés  par  les  mêmes  étoiles  aux  mêmes  instants  phy- 
siques. La  suite  de  ces  points  sur  la  surface  pourra  donc  être  légi- 
timement appelée  un  méridien  terrestre  dans  l'application  la  plus 
générale  de  cette  expression,  quelle  que  soit  la  configuration  de  la 
courbe  qui  les  unit. 

55.  Enfin,  en  suivant  toujours  les  mêmes  analogies ,  \es  parallèles 
terrestres  seront  formés,  en  général,  par  les  points  dont  les  verticales 
iront  rencontrer  la  sphère  céleste  sur  un  même  parallèle.  De  cette 
manière,  tous  les  points  d^un  même  parallèle  terrestre  verront  les 
mêmes  étoiles  à  leur  zénith  ;  mais  la  suite  de  ces  points  sur  la  terre 
pourra  bien  ne  pas  former  un  cercle,  ni  même  une  courbe  plane. 
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3G.  Si  l'on  applique  les  définitions  précédentes  aux  deux  cas 
particuliers  que  nous  avons  considérés  d'abord ,  elles  reproduisent 
évidemment  toutes  les  propriétés  que  nous  y  avons  reconnues.  On 
aurait  donc  pu  se  borner  à  les  énoncer  comme  caractères  généraux; 
mais  alors  on  n'aurait  pas  vu  aussi  clairement  le  but  de  cette  géné- 
ralisation et  sa  convenance;  déplus,  on  n'aurait  pas  embrassé  ie 
système  des  courbes  formées  par  les  méridiens  et  les  parallèles  ter- 
restres avec  autant  de  facilité  qu'en  le  considérant  d'abord  dans  les 
cas  simples  où  ces  lignes  sont  planes.  Or,  ce  sont  précisément  ceux- 
là  qui  se  trouvent  réalisés  sur  la  surface  terrestre  quand  on  fait  abs- 
traction de  ses  irrégularités  locales,  comme  nous  aurons  l'occasion 
de  le  reconnaître  dans  le  chapitre  suivant. 

57.  Pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  résultat ,  employons  les  énon- 
cer que  nous  venons  d'établir,  en  leur  laissant  toute  leur  généralité. 
Nous  pouvons  d'abord  classer  les  divers  parallèles  terrestres  et  les 
distinguer  les  uns  des  autres,  d'après  la  déclinaison  du  parallèle  cé- 
leste auquel  ils  répondent;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après 
l'angle  que  leur  verticale  fait  avec  le  plan  de  l'équateur  céleste. 
Cet  angle  se  nomme  la  latitude  géographique  du  parallèle,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit. 

Dans  la^g^.  7,  ZO  est  la  verticale  menée  au  point  O  sur  le  pa- 
rallèle terrestre 00'.  De  ce  même  point,  on  mène  OP  parallèle  à 
l'axe  de  rotation  PP';  alors  le  plan  POZ  est  le  méridien  local  qui  coupe 
l'horizontal  suivant  la  ligne  méridienne  HOH',  perpendiculaire  à  OZ . 
Soient  EQE'  le  plan  de  l'équateur  céleste ,  et  OE  une  droite  menée 
dans  le  méridien  POZ,  parallèlement  à  cet  équateur.  L'angle  ZOE , 
ou  son  égal  ZVE,  est  la  latitude  géographique  du  point  O.  Si  la 
terre  est  sphérique ,  la  verticale  ZO  passe  par  son  centre,  car  toutes 
les  verticales  concourent  en  ce  point  ;  mais  ce  concours  est  parti- 
culier à  la  forme  sphérique.  Quelle  que  soit  la  figure  de  la  terre,  la 
latitude  est  nulle  à  l'équateur ,  parce  que  la  verticale  se  trouve 
dans  le  plan  de  l'équateur  céleste ,  si  la  terre  est  sphérique ,  ou 
parallèle  au  plan  de  cet  équateur,  dans  le  cas  général.  Aux  pôles 
terrestres  définis  astronomiquement ,  la  latitude  est  égale  à  go**, 
parce  qu'alors  la  verticale  locale  CP  est  parallèle  à  l'axe  de  rota- 
tion, et  par  conséquent  perpendiculaire  à  l'équateur.  La  latitude 

3,. 
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varie  entre  ces  limites  depuis  o^  jusqu'à  90^.  Pour  appliquer  ce$ 
conceptions  dans  la  généralité  que  nous  leur  attribuons  en  ce 
moment ,  il  faut  faire  abstraction  de  la  régularité  de  forme  avec 
laquelle  la  masse  terrestre  est  représentée  dans  la^^.  ^,  qui  nous 
sert  de  type.  On  ne  doit  y  considérer  en  chaque  point  0  que  la 
verticale  locale  ZO,  l'horizontale  HOH'  et  les  droites  OE,  OP, 
contenues  avec  elles  dans  le  méridien  de  ce  point;  la  première 
parallèle  au  plan  de  Téquateur  céleste ,  la  seconde  parallèle  à  Taxe 
rectiligne  qui  passe  par  les  pôles  du  ciel ,  soit  que  les  points  P,  P' 
de  la  surface  où  les  normales  deviennent  parallèles  à  cet  axe  se  trou- 
vent ou  ne  se  trouvent  pas  diamétralement  opposés  autour  de  son 
centre  de  figure. 

58.  En  considérant  toujours  \À.Jîg.  7  dans  s£i  généralité  de  con- 
ception idéale ,  l'angle  POH  s'appelle  la  hauteur  du  pâle  sur  l'ho- 
rizon.  Or,  les  angles  EOP,  ZOH  sont  égaux,  puisque  tous  deux 
sont  droits.  Retranchant  la  partie  commune  ZOP,  il  reste  £0Z 
égal  à  POH  ;  c'est-à-dire  qu'e/i  général ,  la  latitude  géographique 
d'un  lieu  est  égale  h  la  hauteur  du  pâle  sur  l'horizon. 

Par  exemple ,  d'après  les  observations  de  Méchain  que  j'ai  rap- 
portées dans  le  tome  II ,  page  387 ,  la  distance  du  pôle  boréal  au 
zénith,  à  l'Observatoire  de  Paris,  est  ^i^of  ^&'\'],  La  latitude  géo- 
graphique de  cet  Observatoire  est  donc  le  complément  de  ce  nombre 
ou  48°  5o'  1 3", 3 ,  et  c'est  aussi  la  hauteur  angulaire  du  pôle  boréal 
sur  son  horizon. 

La  latitude  est  boréale  pour  les  pays  situés  au  nord  de  l'équa- 
teur;  elle  est  australe  pour  ceux  qui  sont  au  midi. 

59.  Le  pôle  boréal  de  la  terre  est  situé  dans  la  mer  Glaciale, 
entre  la  Russie  septentrionale  et  le  Groenland.  Le  pôle  austral , 
qui  lui  est  opposé,  est  placé  au  delà  de  la  Nouvelle-Hollande  :  ils 
sont  l'un  et  l'autre  environnés  de  glaces  qui  n^ont  pas  permis,  jus- 
qu'à présent,  aux  navigateurs  d'en  approcher. 

On  connsut  beaucoup  mieux  la  trace  de  l'équateur  terrestre  :  il 
passe  à  l'île  de  Saint-Thomas  dans  la  mer  d'Ethiopie ,  traverse 
l'Ethiopie  elle-même  ,  qui  est  une  partie  de  l'Afrique ,  passe  à 
Sumatra,  à  Bornéo ,  dans  la  Nouvelle-Guinée ,  de  là  se  prolonge  à 
travers  la  mer  du  Sud,  jusqu'au  Pérou,  et  étant  rentré  de  nouveau 
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dans  Focéan  Atlantique,  il  vient  terminer,  aux  rivages  de  l'Afrique, 
le  contour  entier  de  la  terre. 

40.  L'axe  de  la  terre,  qui  est  aussi  celui  du  mouvement  diurne, 
étant  diversement  incliné  sur  les  horizons  des  différents  pays,  il  en 
résulte,  dans  la  marche  générale  des  étoiles,  des  différences  d*as* 
pect  remarquables  qui ,  d'après  ce  qui  précède,  peuvent  se  prévoir 
et  se  décrire  avec  une  extrême  facilité. 

A  l'équateur,  par  exemple,  on  se  trouve  placé  verticalement 
sous  la  direction  du  mouvement  diurne.  Un  observateur,  tourné 
vers  Torient,  avant  le  sud  à  sa  droite  et  le  nord  à  sa  gauche ,  voit  les 
étoiles  situées  vis-à-vis  de  lui  s'élever  verticalement  dans  le  ciel  ; 
elles  passent  à  son  zénith  et  se  couchent  directement  derrière  lui  : 
l'arc  qu'elles  décrivent  se  trouve  tout  entier  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  Thonzon;  ce  plan  est  celui  de  Téquateur. 

Les  étoiles  situées  à  droite  et  à  gauche  suivent  une  marche  pa- 
rallèle aux  précédentes  :  elles  décrivent  donc  aussi  des  cercles  de  la 
sphère  céleste  ;  mais  ce  sont  des  petits  cercles,  parce  que  les  plans 
qui  les  contiennent  ne  passent  pas  par  le  centre  de  la  sphère.  La 
grandeur  de  ces  cercles  diminue  4  mesure  qu'ils  s'écartent  de 
l'équateur  ;  les  étoiles  qui  s'y  trouvent  décrivent  donc  des  cercles 
plus  petits  et  moins  élevés  sur  Vhprizon;  enfin,  vers  le  sud  et  vers 
le  nord ,  on  découvre  4esi  étoiles  qui  décrivent  des  arcs  si  petits , 
que  leur  mouvemei^t  est  à  peine  sensible;  de  sorte  que  les  points 
du  ciel  où  elles  ^e  trouvent  paraissent  immobiles  dans  le  mouve- 
ment général  ;  ce  sont  les  pôles  célestes. 

41.  Voilà  les  appa^eAces  que  présente  le  mouvement  du  ciel 
pour  un  obiservateur  situé  perpendiculairement  sou3  sa  direction. 
Mais  en  revenant  dans  i^ptre  pays,  les  apparences  pe  sont  plus  les 
mêmes,  et  cela  doit  être;  car,  en  changeant  de  lieu  sur  la  terre, 
la  direction  de  l'horizon  changp,  et  Vou^  a.  successivement  au  zénith 
différents  pqints  du  ciel.  Sou^  l'équateur,  l'observateur  voit  les 
deux  pôles  ;  il  cessera  de  les  voir  tous  deux  s'il  avance  vers 
le  nqrd  Oju  vers  le  sud.  S'il  marche  vers  le  nord ,  son  zénith  se 
rapproche  du  pôle  boréal ,  et  s'éloigne  du  pôle  austral  ;  celui-ci 
s'enfonce  donc  sous  l'horizon  :  il  est  caché  par  la  convexité  de  la 
terre.  En  marchant  toujours  vers  le  nord,  les  étoiles  qui  entourent, 
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Par  ce  moyen  on  reconnaîtra  tout  de  suite  si  la  terre  est  exacte- 
ment sphérique  ,  car,  dans  ce  cas  ,  la  courbure  de  ses  méridiens 
doit  être  partout  la  même:  toutes  les  verticales  concourront  au 
centre,  et  quand  les  angles  formés  p^r  ces  verticales  seront  égaux, 
les  arcs  mesurés  sur  la  surface  terrestre  devront  Tétre  aussi  sur 
quelque  partie  du  méridien  qu'ils  soient  observés.  Voyez  fi^,  8, 
où  G  est  le  centre  de  la  terre ,  AA^,  A'A'^  des  arcs  égaux  mesurés 
sur  sa  surface  dans  le  sens  du  méridien.  En  général,  dans  le  cas 
des  méridiens  circulaires ,  les  angles  des  verticales  sont  propor- 
tionnels aux  ares  cqmpris  entre  elles. 

Au  contraire,  si  la  terre  n'est  pas  sphérique,  ofl  devra  s'en  aper- 
cevoir ;  çi^r  là  où  elle  sera  plus  convexe ,  les  verticales  se  rençpn- 
trero.nt  plutpt  dai\s  son  intérieur;  là  où  elle  sçra  plus  aplatie, 
elles  se  rencontreront  plus  loin.  Ainsi ,  pour  mesurer  le  même 
angle  entre  ces  verticales ,  il  faudra  faire  plus  de  chemin  dans  le 
second  cas  que  dans  le  premier.  Voyez  la  courbe  AA'  BB',  fi^,  9; 
l'angle  C  formé  par  les  verticales  AC,  A'C  est  égal  à  l'angle  C 
formé  par  les  verticales  BC,  B'G^;  mais  la  courbe  étant  plus  convexe 
en  £,  plus  aplatie  en  P,  Tare  BB'  est  plus  grand  que  l'arc  AA^ 

45.  Quoique  nous  ne  sachions  pas ,  à  priori ,  si  les  méridiens 
terrestres  sont  des  courbes  planes ,  cependant ,  comme  cette  sup- 
position est  la  plus  simple  possible ,  il  est  naturel  de  Fessayer,  et 
de  voir  si  les  observation^  y  sont  conformes.  Mais  je  puis  d'avance 
prévenir  qu'elle  approche  si^  près  de  l'exactitude,  qu'il  n'a  pas 
encore  é^é  possible  de  mesurer  la  qus^ntité  dont  elle  s'en  écarte, 
Qu  même  de  s'assurer  d'une  manière  biea  certaine  qu'elle  s'en 
écarte  réellement.  De  plus ,  je  dois  avertir  encoçe  que  la  forme 
de  la  terre,  déduite  des  observations,  s'écarte  si  peu  de  la  forme 
sphérique ,  que  la  différence  n'est  pas  du  tout  sex^siblç  Siur  yne 
petite  étendue  superficielle,  même  dans  les  ob$eryatioi[is  les  plus 
e^çactes;  en  sorte  que  pour  apercevoir  cette  différence,  il  faut 
comparer  entre  elles  des  observations  faites  sur  des  parties  très- 
éloignées  d'un  mêipe  méridien,  pu  sur  différents  méridiens  ^  ^  des 
latitudes  très-différentes.  D'après  cela,  pour  trouver,  en  c^iaque 
lieu ,  la  valeur  d'un  degré  du  méridien ,  c'est-à-dire  (a  longueur 
de  l'a^ç  terrestre  correspondant  à  un  a^gle  de  1°  entre  les  yerti- 
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cales ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  deux  points  dont  les 
verticales  fassent  juste  entre  elles  un  angle  de  i^,  ce  qui  serait 
très-difficile  et  presque  impraticable  ;  mais  on  raisonnera  comme  si 
la  terre  était  sphérique  dans  une  petite  étendue  autour  des  points 
observés,  ce  qui  permettra  d'y  supposer  les  arcs  du  méridien  pro- 
portionnels aux  angles  des  verticales.  Si  donc  Pangle  observé  entre 
les  verticales  est  V,  et  si  M  est  la  longueur  de  Tare  terrestre  com- 

pris  entre  elles,  on  fera  la  proportion  V:  M  ::  i°:— ~— >  et  la 

quantité  -r^ —  exprimera  la  longueur  d*un  degré  terrestre  en  ce  lieu 

de  la  terre,  telle  qu'on  l'aurait  mesurée  directement.  Je  la  désignerai 
désormais  par  la  lettre  DC°),  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  en  lui 
attribuant  des  valeurs  locales ,  constantes  ou  variables ,  selon  que 
Texpérience  l'indiquera.  Quand  D(")  sera  ainsi  connu  pour  un 
lieu  donné,  si  l'on  conçoit  une  surface  sphérique  ayant  une  cour- 
bure égale  à  celle  qui  s'observe  sur  le  nïéridien  terrestre  en  ce  lieu- 
là  même,  Iç  contour  de  cette  sphère  sera  36o  D^°),  son  demi- 
contour  i8o  D(®);  et  si  l'on  divise  cette  dernière  longueur  par  le 
nombre  w,  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon ,  lequel  a 
pour  valeur  3,1415926,  ou  à  peu  prèsf—-,  on  aura  la  longueur  R 

j  j  ,  ,  .  180  DC«)  ^  , 

du  rayon  de  cette  sphère  qui  sera •  En  supposant  la  terre 

1*7 

complètement  sphérique,  ce  serait  là  le  rayon  commun  à  toute  sa 
surface.  Si  elle  n'est  pas  tout  à  fait  sphérique ,  ce  sera  le  rayon 
d'une  sphère  qui  suit  sensiblement  sa  courbure  dans  le  sens  du 
méridien,  sur  l'étendue  de  1°,  au  lieu  où  l'arc  M  a  été  mesuré.  Si 
l'on  considère  cet  arc  copimun  comme  contenant ,  sur  le  méridien 
réel,  deux  éléments  tangentiels  consécutifs,  infiniment  petits  com- 
parativement à  ses  dimensions  totales,  la  sphère  ainsi  décrite  sera, 
dans  l'acception  géométrique,  tangente  à  la  surface  terrestre  au 
point  milieu  de  l'arc  ;  et,  de  plus,  elle  y  sera  osculatricc  à  cette  sur- 
face dans  le  sens  du  méridien  (*). 

(*)  Comme  le  rapport  —  se  représentera  fréquemment  dans  les  traosfor- 
^)aiio^s  que  nous  aurons  à  effectuer,  il  sera  utile  d'étabUr  ici  sou  lo^arilhmc, 
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46.  La  mesure  d\in  de^vîi  du  méridien  exige  donc  deux  opéra- 
tions distinctes.  La  première  est  purement  géométrique  :  c'est  le  trace 
continu  d'un  même  méridien  terrestre ,  et  la  mesure  de  la  courf)e 
ainsi  décrîte  sur  la  surface  de  la  terre ,  ramenée  à  la  régularité  du 
niveau  des  mers  ;  la  seconde  est  astronomique  :  c^est  la  mesure 
de  Tangle  compris  entre  les  verticales  menées  aux  deux  extrémités 
de  l'arc  mesuré. 

Je  commencerai  par  cette  dernière,  parce  que  le  procédé  qu'elle 
exige  peut  s'énoncer  en  deux  mots  :  //  suffit  ile  mesurer  les  dis- 
tances du  même  pôle  au  zénith  des  deux  stations  extrêmes  :  la  dif- 
férence de  ces  distances  est  l'angle  que  les  verticales  comprennent. 

Car,  soient  OZ,  O'Z',  fig.  lo,  deux  verticales  menées  aux 
points  O,  0'  du  méridien  00';  et,  considérant  d'abord  la  terre 
comme  exactement  sphérique ,  supposons  que  ces  verticales,  pro- 
longées vers  rintérieur  de  sa  masse,  se  rencontrent  au  point  C,  qui 
sera  son  centre.  Menons  les  rayons  visuels  OP,  O'P',  dirigés  vers 
un  même  pôle  céleste,  conséquemment  parallèles  entre  eux.  Si ,  par 
le  point  O,  Ton  conçoit  une  droite  OÇ,  parallèle  à  O'Z',  l'angle  ZOÇ 
sera  la  différence  des  distances  du  pôle  au  zénith  dans  les  deux  sta- 
tions, et  il  sera  évidemment  égal  à  l'angle  central  ZCZ'  que  les  deux 
verticales  comprennent,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  * 

47.  Nous  supposons  que  les  deux  verticales  se  rencontrent. 
Si  le  méridien  terrestre  est  une  courbe  plane ,  cette  rencontre  aura 
lieu  nécessairement,  quelque  éloignés  que  soient  les  points  extrêmes 

et  celui  du  rapport  inverse,  plus  exactement  qu''on  ne  pourrait  les  obtenir 
avec  les  Tables  habituelles  :  ces  valeurs  sont 


log  f — j  =  1,70813263341, 
ïog  (i^j  =  2,34187  73675  9. 


En  outre,  pour  abréger  les  expression^algébriques  du  rayon  en  degrés,  «t  du 
degré  en  fonction  du  rayon,  je  ferai  désormais 

_  180 

ce  qui  donnera 

R  =  wD(o),        et        D(<»)  =  5. 

w 
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de  Parc  observé.  Si  le  méridien  n'est  point  une  courbe  plane,  cette 
double  courbure  sera  insensible  ,  dans  une  étendue  de  quelques 
degrés,  comme  celle  qu'embrassent  ordinairement  les  observations 
faites  dans  un  même  pays.  Les  verticales  menées  aux  deux  extré- 
mités d'un  si  petit  arc,  si  elles  ne  se  rencontrent  pas  mathématique* 
ment,  auront  du  moins  leur  ligne  de  plus  courte  distance  très- 
petite,  puisque  la  forme  générale  de  la  surface  terrestre  diffère 
très-peu  d'une  sphère  exacte;  et  Ton  peut  pressentir  qu'une 
telle  circonstance  devra  produire  des  effets  géométriques  approxi- 
mativement pareils  à  ceux  d'une  rencontre.  Mais  il  est  facile  de 
donner  à  cette  conception  ime  forme  rigoureuse ,  en  rappelant  ici 
quelques  propriétés  des  surfaces  sphéroïdales ,  qui  éclaireront 
toute  la  suite  des  opérations  que  nous  allons  exposer. 

48.  Ck)nsidérons  une  telle  surface  dans  son  acception  la  plus  géné- 
rale, sous  la  seule  réserve  que  sa  courbure  varie ,  sans  discontinuité 
brusque,  sur  toute  son  étendue.  Par  un  qiielconqueMde  ses  points, 
menez-lui  une  normale,  c'est-à-dire  une  droite  indéfinie ,  perpendi- 
culaire au  plan  qui  est  tangent  à  la  surface  en  ce  point-là.  Sur  cette 
normale  prenez,  dans  la  concavité  intérieure,  un  point  quelconque 
C,  dont  la  distance  au  point  de  contact  sera  désignée  par  R.  Toute 
sphère  décrite  d'un  tel  centre  C,  avec  le  rayon  R,  sera  tangente  à  la 
surface,  dans  le  point  d'où  la  normale  est  menée.  Mais  il  y  aura, 
sur  la  même  normale,  un  certain  espace  où  les  centres  C  donneront 
des  sphères  qui  auront  avec  la  surface  un  contact  plus  intime  que 
toutes  les  autres.  C'est  ce  que  j'appellerai  re,7?«ctf  d'osculation,  parce 
que  toutes  les  sphères  tangentes,  dont  le  cgcitre  s'y  ti'ouve  compris, 
suivent  la  courbure  de  la  surface ,  chacune  en  un  certain  sens  spé- 
cial ,  sur  l'étendue  de  deux  éléments  tangentiels  consécutifs ,  sup- 
posés infiniment  petits  ;  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elles  sont 
osculatrices  à  la  surface,  dans  ce  sens-là.  Les  deux  rayons  extrê- 
mes R,  qui  ont  cette  propriété,  s'appellent,  l'un  le  plus  grand, 
l'autre  le  plus  petit  rayon  oscillateur,  de  la  surface  considérée.  Si 
elle  était  une  sphère  rigoureuse ,  ils  seraient  égaux  entre  eux  et  au 
rayon  même  de  cette  sphère;  alors  l'espace  d'osculation  serait 
nul.  Par  conséquent ,  lorsque  la  surface  s'écarte  très-peu  de  la  forme 
sphérique ,  cet  espace  devient  très-petit  du  même  ordre  que  l'é- 
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cart  ;  et  les  rayons  osculateurs  menés  des  deux  points  qui  le  ter- 
minent, ne  différant  l'un  de  Taufre  que  par  Fintervalle  quMl  oc- 
cupe ,  sont  aussi  très-peu  différents  en  longueur.  Gela  doit  donc 
être  ainsi  pour  la  surface  terrestre,  corrigée  de  ses  inégalités  locales 
et  ramenée  à  la  régularité  du  niveau  des  mers,  puisque,  dans  son 
ensemble,  elle  diffère  extrêmement  peu  de  la  sphéricité.  Dans  un  tel 
cas,  tous  les  centres  des  plus  grandes  sphères  osculatrices,  et  tous 
les  centres  des  plus  petites ,  devront  se  trouver  répartis  dans  Tin- 
térieur  de  sa  masse  sur  deux  surfaces  géométriques,  de  forme 
généralement  différentes ,  mais  toutes  deux  restreintes  à  des  éten- 
dues de  volume  très-petites,  qui  se  réduiraient  à  deux  points 
coïncidents  entre  eux  si  la  sphéricité  de  la  surface  osculée  était 
rigoureuse. 

Les  choses  étant  ainsi ,  prenons ,  sur  une  quelconque  des  nor- 
males terrestres,  un  des  centres  d'osculation  C,  par  exemplecelui  qui 
correspond  au  plus  grand  rayon  osculateurB..  La  sphère  décrite  du 
centrée  avec  le  rayon  R,  sera  tangente  à  la  surface  régularisée,  au 
point  M  où  la  normale  est  menée,  et  elle  s'assimilera  avec  elle  autour 
de  ce  point  dans  une  certaine  étendue  superficielle,  d'autant  plus 
intimement  que  l'étendue  ainsi  considérée  sera  plus  restreinte.  Sup- 
posons-la si  petite  que  les  sécantes,  menées  du  centre  C  aux  points  de 
la  surface  régulière  qui  en  forment  le  contour  extérieur,  diffèrent 
seulement  du  rayon  R  par  des  quantités  insensibles  ou  négli- 
geables. Alors,  dans  toute  cette  étendue,  les  mesures  de  lon- 
gueur et  les  opérations  trigonométriques  que  l'on  effectuera  entre 
les  points  qui  s'y  trouveront  compris,  pourront,  saus  erreur  ap- 
préciable, être  supposées  faites  sur  la  sphère  osculatrice  du  rayon 
R,  dont  les  rayons  se  rencontrent,  quoiqu'elles  le  soient  effective- 
ment sur  la  surface  réelle,  dont  les  normales  rigoureuses,  menées 
aux  mêmes  points ,  peuvent  ne  pas  s'entrecouper  mutuellement. 

49.  Sans  doute  l'amplitude  absolue  dans  laquelle  on  peut  étendre 
cette  identification  avec  une  suffisante  exactitude ,  ne  saurait  être 
rigoureusement  appréciée  qu'avec  la  connaissance  complète  de  la 
surface  à  laquelle  on  l'applique.  Mais  il  en  résulte  déjà,  qu'en 
bornant  nos  opérations  géodésiques  partielles  à  des  étendues  su- 
perficielles qui  soient  certainement  très-petites,  comparativement 
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à  la  surface  totale  de  la  terre,  les  résultats  que  nous  obtiendrons , 
en  les  considérant  comme  effectuées  sur  une  même  sphère,  se- 
ront y  ou  suffisamment  exacts  pour  être  employés  ainsi ,  ou  au 
moins  assez  approchés  de  Texactitude  pour  n*avoir  plus  besoin 
que  de  corrections  très-légères  qui  pourront  leur  être  ulté- 
rieurement appliquées  par  un  second  calcul,  lorsque  leur  com- 
paraison entre  des  régions  très-distantes  nous  aura  fait  connaître 
approximativement  la  forme  ainsi  que  les  dimensions  de  la  surface 
totale  dont  elles  dépendent.  Toutefois,  pour  achever  de  fixer  les 
notions  qui  précèdent,  j'annoncerai,  par  avance,  que  la  combi- 
naison géométrique  la  plus  avantageuse ,  à  laquelle  on  est  définiti- 
vement conduit  par  l'ensemble  de  tous  les  résultats,  consiste  à 
considérer  toutes  les  opérations  partielles  comme  effectuées  sur  les 
sphères  successivement  décrites  avec  le  plus  grand  rayon  oscula- 
teur  local  ;  ce  qui  place  tous  leurs  centres  sur  une  droite  très- 
petite  ,  de  même  ordre  que  l'intervalle  d^osculation ,  laquelle  se 
trouve  parallèle  à  l'axe  de  rotation  du  ciel,  et  placée  sur  l'axe 
même  de  rotation  de  la  terre  ^  lorsque  l'on  suppose  celle-ci  un 
ellipsoïde  de  révolution,  ce  qui  est  la  seconde  et  dernière  ap- 
proximation par  laquelle  on  puisse  représenter  sa  forme  générale 
dans  ce  qu'elle  a  de  régulier.  Cette  construction  amène  ainsi  tous 
les  pôles  de  ces  sphères  sur  le  même  axe  central ,  dirigé  vers  les 
pôles  de  la  sphère  céleste ,  011  ils  se  trouvent  seulement  placés  en 
des  points  quelque  peu  différents  entre  eux  et  des  pôles  terrestres 
réels,  selon  le  lien  propre  de  leur  centre  et  la  longueur  propre  de 
leurs  rayons.  Les  plans  de  leurs  méridiens  coïncident  donc  tous 
alors  avec  les  méridiens  terrestres  réels ,  comme  se  coupant  tous 
mutuellement  suivant  l'axe  commim. 

W.  Ces  restrictions  étant  expliquées  et  convenues,  je  viens  au 
tracé  de  l'arc  méridien  sur  une  quelconque  des  sphères  oscula- 
trices  locales;  n'ayant  pas,  pour  cela,  besoin  de  la  connaître,  ni 
même  de  définir  le  sens  spécial  d'osculation  que  je  lui  attribue, 
mais  supposant  seulement  l'étendue  de  cet  aix;  assez  restreinte 
pour  pouvoir  le  considérer ,  avec  une  approximation  présumée 
suffisante ,  comme  appliqué  tout  entier  sur  cette  même  sphère , 
ou ,  par  extension ,  sur  plusieurs  autres  ultérieurement  osculatrices 
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en  ses  diverses  parties,  et  dont  il  faudrait  alors  déterminer  le  mode 
de  succession.  D^abord,  à  la  première  station  prise  pour  point  de 
départ,  cet  arc  devra,  par  définition ,  coïncider  avec  la  ligne  me> 
ridienne  du  lieu.  En  outre ,  puisque  nous  pouvons  le  supposer 
être  une  courbe  plane ,  an  moins  sur  ce  premier  élément  longitu- 
dinal de  son  extension,  il  sera  compris  tout  entier  dans  le  plan 
vertical  local  mené  par  cette  ligne.  On  le  décrira  donc  sur  la  sur- 
face terrestre,  si  l'on  y  détermine  les  traces  de  toutes  les  autres 
verticales  qui  satisfont  à  cette  condition.  L'instrument  des  passages, 
exactement  dirigé  dans  le  plan  méridien  de  la  première  station , 
offre  un  moyen  très-simple  et  très-exact  dV  par\'enir,  lorsque 
Ton  opère  dans  un  pays  découvert,  où  la  vue  peut  s'étendre 
en  liberté;  par  exemple,  sur  une  plage  sablonneuse,  longeant  les 
bords  de  la  mer,  et  qui  en  suive  la  convexité.  J^admettrai  d'a- 
bord la  réunion  de  ces  circonstances  favorables. 

Alors,  l'instrument  étant  bien  réglé  par  les  observations  des 
étoiles  circompolaires  ou  de  toute  autre  manière,  abaissez  la  lu- 
nette vers  rkorizon ,  successivement  au  sud  et  au  nord.  Puis,  sur 
chacune  de  ces  deux  directions ,  à  la  distance  de  quelques  milliers 
de  mètres,  faites  planter  des  jalons  verticaux  portant  à  leurs 
sommets  des  plaques  métalliques ,  divisées  par  des  lignes  verti- 
cales que  vous  puissiez  reconnaître,  comme  seraient,  par  exemple, 
des  traits  blancs  et  noirs.  Ayant  distingué ,  sur  chacune  de  ces 
mires ,  la  division  et  la  fraction  de  division  qui  se  trouve  sur  la 
direction  du  fil  vertical  central  de  votre  réticule,  déterminez 
soigneusement,  avec  un  fil-à-plomb,  les  pieds  P',  P''  des  deux 
verticales  correspondantes,  et  marquez-les  sur  des  plaques  mé- 
talliques horizontales,  fixées  aux  sommets  de  deux  pieux  solides, 
enfoncés  profondément  jusqu'à  affleurer  le  sol.  Les  points  P',  P" 
seront  dans  le  plan  méridien  de  la  station  intermédiaire  ;  ils  ap- 
partiendront à  la  ligne  méridienne  qui  passe  par  le  centre  optique 
de  cette  station. 

C'est  ainsi  qu'à  Paris  on  a  marqué ,  dans  la  plaine  de  Mont- 
rouge,  un  point  qui  est  sur  la  direction  de  l'axe  optique  de  la 
lunette  des  passages  de  l'Observatoire.  C'est  par  des  moyens  à  peu 
près  équivalents,  quoique  peut-être  moins  précis,  qu'on  a  doter- 
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miné  la  position  de  la  pyramide  de  Montmartre ,  sur  la  direction 
de  la  ligne  méridienne  tracée  dans  la  grande  salle  du  même  édi- 
fice. Cette  ligne  étant  prolongée,  vers  le  nord,  de  6000  mètres, 
passerait  dans  Taxe  de  la  pyramide.  Concevez  deux  points  encore 
plus  distants,  marqués,  de  mcme,  dans  une  direction  horizontale, 
P',  P",  Tun  au  nord ,  l'autre  au  sud  de  la  lunette  de  l'instrument 
des  passages,  ils  détermineraient,  sur  une  étendue  encore  plus 
grande,  la  direction  de  l'arc  méridien  supposé  plan.  On  pourrait 
aisément,  si  on  le  jugeait  nécessaire,  subdiviser  l'intervalle  des 
points  P',  P'',  sans  sortir  du  même  méridien  terrestre.  Car,  puis- 
que nous  le  supposons  contenu  dans  un  même  plan ,  on  n'aura 
qu'à  établir,  dans  quelque  point  intermédiaire ,  un  cercle  portatif 
à  limbe  vertical ,  que  l'on  placera  de  manière  que  l'axe  optique  de 
sa  lunette,  rendu  préalablement  parallèle  au  plan  de  ce  limbe, 
s'aligne  exactement,  sur  eux,  dans  sa  rotation.  Quand  cette  con- 
dition sera  remplie,  on  fera  placer,  de  distance  en  distance ,  d'au- 
tres jalons  verticaux,  portant  des  mires,  que  l'on  dressera  d'abord 
approximativement  à  vue,  sur  cette  direction.  Lorsqu'ils  en  seront 
assez  proches  pour  que  les  divisions  des  mires  se  voient  dans  le 
champ  de  k  lunette,  toujours  alignée  sur  les  signaux  extrêmes, 
on  notera  celle  des  divisions  qui  se  trouve  sous  le  fil ,  et  l'on  mgir- 
quera,  comme  précédemment,  sur  une  plaque  fixée  au  niveau  du 
sol,  le  pied  de  la  verticale  correspondante.  Le  même  procédé  ser- 
vira pour  prolonger,  au  delà  de  l'intervalle  P'P",  le  plan  vertical , 
conséquemment  l'arc  méridien  qui  passe  par  ces  points.  Cela  sera 
plus  simple  que  de  transporter,  pour  le  même  but,  l'instrument  des 
passages,  qui  est  plus  difficile  à  établir  ;  et  l'on  pourrait  concevoir 
la  ligne  méridienne  d'une  première  station  continuée  ahisi  d'un 
bout  à  l'autre  d'un  continent,  sur  son  prolongement  primitif, 
après  qu'elle  aurait  été  déterminée  par  des  passages  d'étoiles  cir- 
compolaires  dans  cette  seule  station. 

^i.  Toutefois,  dans  ce  cas  idéal  d'une  si  longue  extension,  qui 
sortirait  des  conditions  restreintes  auxquelles  nous  supposons  les 
opérations  réelles  assujetties,  il  y  aurait  un  grand  intérêt  à  établir 
de  nouveau  l'instrument  des  passages  au  dernier  point  de  la  ligne 
ainsi  tracée ,  et  même  en  d'autres  points  intermédiaires ,  pour  y 
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déterminer  immédiatement,  par  des  observations  asti^nomiques , 
la  direction  du  méridien  local.  Car,  si  les  méridiens  terrestres,  tels 
que  nous  les  avons  généralement  définis,  page  34,  n'étaient  pas 
des  courbes  planes,  le  méridien  réel ,  ainsi  astronomiquement  fixé, 
s^écarterait  de  la  direction  du  signal  précédent,  et  cette  déviation 
azimutale  décèlerait  le  fait  lui-même ,  par  un  caractère  incontes- 
table. Malheureusement,  on  ne  saturait  espérer  de  trouver  une 
localité  où  le  tracé  direct  puisse  être  prolongé  assez  loin  pour  qu'on 
pût  le  faire  servir  à  une  pareille  épreuve»  C'est  pourquoi  on  tâche 
d'y  suppléer,  dans  les  grandes  opérations  modemeS|  par  une  autre 
détermination  équivalente,  commeje l'expliquerai  plus  tard.  Mais, 
malgré  la  grande  longueur  des  chaînes  de  triangles  auxqiielles  on 
a  pu  l'appliquer,  on  n'a  trouvé  que  des  déviations  finales  si  petites, 
qu'elles  se  confondent  avec  les  résultats  des  erreurs  que  les  obser- 
vations comportent,  ou  qu'on  y  peut^  tout  au  plus^  reconnaître 
des  indices  d'accidents  locaux ,  dont  l'influence  ne  se  fait  pas  sentir 
d'une  manière  suivie;  de  sorte  que,  jusqu'à  présent,  rien  n'auto- 
riserait à  affirmer  que  les  méridiens  terrestres,  dans  ce  qu'ils  ont 
de  régulier,  ne  sont  pas  des  courbes  planes.  D'après  cela,  leur 
double  courbure,  si  elle  existe,  doit  certainement  être  insensible 
sur  un  arc  d*un  petit  nombre  de  degrés,  tel  que  pourrait  tout  au 
plus  l'embrasser  un  tracé  direct,  comme  celui  que  j'ai  tout  à 
l'heure  décrit. 

ISS.  Même,  en  le  restreignant  à  ces  limites,  il  faudrait,  pour 
qu'il  fût  exécutable  sans  rectification,  supposer  que  la  surface  du 
terrain  où  l'on  opère  est  partout  exactement  horizontale,  c'est-à- 
dire  que  sa  convexité  est  la  même  que  celle  de  la  surface  des  mers  ; 
car  cette  condition  serait  nécessaire  pour  qu*une  chaîne  ou  un  fil 
flexible,  étendu  sur  le  sol,  et  passant  par  les  pieds  P', P'',. . .  des  ver- 
ticales consécutives,  coïncidât  avec  un  arc  régulier  de  méridien.  Or, 
comme  elle  ne  se  présente  jamais  réalisée  naturellement  avec  une 
rigueur  suffisante ,  on  la  réalise  artificiellement  par  le  mode  de 
mensuration  qu'on  emploie.  Pour  cela,  on  prépare  plusieurs  règles, 
ou  plusieurs  chaînes,  formées  de  matières  peu  dilatables,  dont  on 
détermine  exactement  la  longueur  en  fonction  de  l'étalon  fixe  que 
l'on  veut  prendre  pour  unité  de  mesure,  en  notant  soigneusement 
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la  température  à  laquelle  la  comparaison  est  elïectuée,'  Et ,  quand 
on  s'en  sert  à  une  autre  température,  on  les  ramène  toujours  à 
cette  longueur  primitive ,  d*après  la  dilatation  connue  de  la  ma- 
tière dont  elles  sont  faites.  Afin  que  ces  règles ,  ou  ces  chaînes , 
quoique  rectilignes,  puissent  s'adapter  à  la  convexité  de  la  surface 
terrestre  par  des  applications  successives ,  avec  une  suffisante  ap- 
proximation, il  faut  que  leur  longueur  n'excè()e  pas  quelques 
toises  des  anciennes  mesures  de  Paris ,  ou  un  nombre  semblable- 
ment  restreint  de  mètres.  Elles  sont  étendues  sur  des  plans  inflexi- 
bles ,  dont  les  supports  sont  pourvus  de  mouvements  de  rappels 
verticaux  qui  permettent  de  les  amener  à  une  exacte  horizonta- 
lité ,  quand  le  sol  sur   lequel  on  opère   n'est  que  peu  inégal. 
Mais,  comme  des  accidents  de  localité,  trop  ordinaires,  rendraient 
souvent  difficile,  ou  même  impossible  d'opérer  matériellement  un 
i;rand  nombre  de  contacts  successifs  dans  cette  condition  unique , 
on  y  ramène ,  par  Je  calcul ,  les  contacts  quelque  peu  obliques , 
d'après  Tangle  actuel  d'inclinaison  mesuré  par  un  niveau  divisé , 
qui  est  fixé  au  plan  rigide  sur  lequel  la  règle  ou  la  chaîne  repose. 
Chaque  système  partiel ,  ainsi  constitué,  est  recouvert  par  un  toit  en 
bois  qui  l'abrite  contre  la  radiation  solaire.  On  les  peint  extérieure- 
ment de  couleurs  différentes,  pour  les  distinguer  les  uns  des  autres, 
quand  on  les  transporte  successivement  pour  continuer  leur  ap- 
position; et  des  pointes  métalliques,  fixées  verticalement  aux  ex- 
trémités des  sommets  de  ces  toits ,  servent  de  viseurs  pour  aligner 
les  règles  intérieures  sur  les  jalons  dressés  aux  différents  points 
P',  P",...  que  Ton  a  marqués  sur  le  sol  dans  la  direction  de  la  ligne 
à  mesurer;  Peut-être  cet  alignement  se  jugerait  mieux  à  travers  de 
petites  lunettes  munies  de  réticules ,  dont  Taxe  optique  physique 
coïnciderait  avec  l'axe  des  règles ,  et  qui  seraient  fixées  aux  deux 
bouts  de  chaque  toit,  à  des  hauteurs  tant  soit  peu  différentes.  Mais 
une  très-petite  erreur  dans  l'alignement  de  chaque  règle  n'a  pres- 
que pas  d'importance,  parce  que  la  longueur  oblique  diffère  alors 
extrêmement  peu  de  sa  projection  sur  la  ligne  directe.  Toutefois , 
la  somme  de  ces  écarts  donne  nécessairement  une   mesure  totale 
plus  longue  que  la  véritable  d'une  quantité  qui  peut  s'apprécier, 
en  supposant,  dans  chaque  posage,  la  plus  grande  erreur  que  l'on 
T.  m.  4 
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puisse  commettre;  et  Ton  s'assure  ainsi  qu^elle  eat,  négligeable, 
même  dans  une  mensuration  très*longue ,  ^i  l'on  y  apj^rte  les 
soiûs  nécessaires.  L'apposition  des  règles  entre  elles  ne  se  fait  pas 
par  des  contacts  immédiats ,  qui  pourraient  opérer  des  repousse- 
ments.  Mais  chaque  règle,  ou  chaque  chaîne,  porte,  à  l'un  de  ses 
bouts,  une  languette  mince,  mobile  dans  une  coulisse  longitudi- 
nale ,  où  elle  est  conduite  par  une  vis  de  rappel  qui  sert  à  la  faire 
plus  ou  moins  sortir  ;  et  c'est  le  l)out  libre  de  cette  languette  qui 
se  met  en  contact  avec  l'extrémité  fixe  de  la  r^le  préeédente.  La 
quantité  de  sa  sortie  se  juge  par  l'indication  d'un  vemier  qu'elle 
transporte  avec  elle  Je  long  d'une  division  rectiligne  tracée  sur  la 
règle  à  laquelle  elle  appartient  ;  et  la  coïncidence  du  vemier  se  lit 
avec  un  petit  microscope  fixé  à  cette  règle.  Pour  opérer  le  mesu* 
rage,  on  amène  d'abord  l'extrémité  antérieure  de  la  première  règle 
en  coïncidence  avec  la  verticale  du  premier  point  P'  marqué  sur  le 
sol,  ce  qui  se  juge  par  le  contact  d'un  fil-à-ploi^b,  tombant  sur  ce 
point ,  et  dont  la  demi-épaisseur  doit  ainsi  s'ajouter  à  la  mesure 
totale ,  indiquée  par  l'apposition  des  règles  successives.  Cette  pre- 
mière règle  a  d'ailleurs  été  alignée  sur  les  jalons  de  repère,  comme  le 
seront  toutes  les  autres  ;  et  si  elle  n'est,  pas  exactement  horizontale, 
on  mesure  de  même  son  inclinaison  pour  en  déduire  sa  projection 
exacte  par  le  calcul.  Cela  fait ,  sans  déplacer  celle-ci ,  on  en  pose  une 
seconde,  que  l'on  met  en  contact  avec  elle  par  sa  languette  mobile  ; 
puis  une  troisième ,  que  Ton  met  de  même  en  contact  avec  cette  se- 
conde ;  et  ce  n'est  qu'après  en  avoir  ainsi  établi  sur  le  sol  au  moins 
trois  consécutives,  que  Ton  relève  la  première,  pour  s'en  servir  à 
continuer  l'opération.  Quand  on  est  ainsi  parvenu  à  la  fin  de  l'arc 
tracé  sur  le  sol  par  la  suite  des  points  P^  P'^ . .  .>il  n'arrive  jamais 
que  l'extrémité  de  la  dernière  règle  tombe  juste  en  projection 
horizontale  sur  le  dernier  de  ces  points.  Elle  l'excède  toujours,  ou 
ne  l'atteint  pas.  Alors  on  abaisse  un  fil-à-plomb  tangentiellemeot  à 
son  extrémité,  et  l'on  marque^  sur  une  plaque  métallique  fixée 
dans  le  sol ,  le  point  où  il  aboutit  ;  puis  on  mesure  directement  la 
distance  de  ce  point  au  dernier  repère  P^"),  et  on  l'ajoute  à  la  lon- 
gueur de  la  règle,  ou  on  l'en  retranche,  selon  le  cas  (*). 

(*)  Je  n'ai  pu  indiquer  ici  que  le  principe  général  de  la  mensuration  suc- 
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^5.  Si  ropération  que  je  viens  de  décrire  est  faite  sur  une 
plage  sablonneuse ,  longeant  le  bord  de  la  mer ,  les  règles  appo- 
sées ainsi  horizontalement,  ou  plus  généralement  leurs  projec- 
tions horizontales ,  calculées  d'après  les  indications  de  leur  niveau , 
si  elles  sont  quelque  peu  obliques  aux  verticales  successives ,  re'- 
présenteront  autant  de  petites  droites  conséciitivement  tangentes 
à  l'arc  méridien ,  au  milieu  de  leur  longueur.  Or,  dans  un  cercle  , 
la  différence  entre  un  petit  arc  et  sa  tangente  est  moindre  que  le 
tiers  du  cube  de  cette  même  tangehte  divisé  par  le  carré  du 
rayon  du  cercle.  On  peut  donc  penser  qu'en  restreignant  les  lon- 
gueurs de  nos  règles  comme  nous  l'avons  fait,  elles  seront  si 
petites  y  comparativement  au  rayon  de  la  terre,  que  leur  différence 
avec  l'arc  qu'elles  touchent  sera  négligeable  ;  et  cela  peut  du  moins 
être  admis  dans  un  premier  calcul  approximatif.  Mais,  quand  le 
rayon  de  la  terre  nous  deviendra  connu  par  cette  première  évalua- 
tion ,  nous  pourrons  nous  assurer  que  la  différence  dont  il  s'agit 
sera  en  effet  insensible  pour  chacune  de  nos  règles ,  dans  les  bornes 
de  longueur  auxquelles  nous  les  avons  restreintes;  et  même  la 
somme  des  différences  ainsi  accumulées  dans  une  mensuration  de 
3ooooo  ou  400000  mètres  ne  formerait  pas  une  fraction  de  mil- 
limètre appréciable  par  les  appareils  physiques  les  plus  précùs. 

1^4.  Supposons  maintenant  que  la  mensuration  n'ait  pas  été  faite 
au  bord  de  la  mer,  mais  dans  une  vaste  plaine  située  à  l'intérieur 
d'un  continent  ;  et ,  pour  nous  adapter  entièrement  aux  réalités 
les  plus  ordinaires,  donnons  à  cette  plaine  une  faible  pente  con- 
tinue sur  sa  verticale  moyenne.  Quand  toutes  les  règles  apposées 
auront  été  réduites ,  par  le  calcul ,  à  l'horizontalité  sur  leurs  ver- 

cesaive.  Les  détails  Tarient  selon  la  disposition  des  appareils  employés.  J^ai 
pris  principalement  pour  type  ceux  qui  ont  été  appliqués,  diaprés  les  idées 
de  Borda ,  à  la  mesure  des  bases  db  la  grande  triangulation  effectuée  en 
France  par  Mécbain  et  Delambre.  On  en  trouvera  l'exposition  précise  dans 
l'ouyrage  de  ce  dernier,  iatitulé:  Mesure  de  la  Méridienne ,  tùmell.  Les  pro- 
cédés employés  en  Angleterre  pour  une  opération  analogue  ont  été  exposés , 
par  le  général  Roy,  dans  les  Transactions  philosophiques  de  la  Société  royale  de 
Londres,  et  ils  ont  été  rassemblés,  p&r  le  général  Mudge,  dans  un  ouvrage 
spécial  intitulé  :  An  account  qf  ihe  opérations  carried  on  for  accomplishing  a 
irigonometrical  SurveX  qfSngland  and  Wales;  i  vol.  Londres,  1799- 

4.. 


^2  '  ASTRONOMIE 

ticales individuelles ,  leurs  projections ,  ainsi  obtenues,  seront  au- 
tant de  tangentes  au  cercle  méridien  qui  passerait  par  le  sommet 
de  chaque  verticale;  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  elles  se 
confondraiient  sensiblement  avec  la  petite  portion  d*arc  qu^elles 
recouvrent.  Ces  arcs,  que  nous  supposons' ici  décrits  du  même  cen- 
tre ,  auront  des  rayons  d'inégales  longueurs ,  à  cause  de  la  pente 
générale  du  sol  sur  lequel  on  a  successivement  porté  les  règles. 
Ainsi ,  avant  d'en  faire  la  somme ,  il  faut  les  réduire  aux  dimen- 
sions que  les  verticales  qui  les  terminent  auraient  interceptées  sur 
un  même  cercle ,  par  exemple  sur  celui  dont  le  rayon  R'  passerait 
par  le  point  moyen  de  la  ligne  mesurée.  C'est-à-dire  que  si  h  est 
la  différence  de  nivean  absolu  entre  cC  point  moyen  et  un  point 
quelconque  de  la  ligne,  où  le  petit  arc  tangentiel  est  fA^  il  faut  ' 

ixR'  ah 

transformer  cet  arc  en  — f — y  ou  a  —  r=rr- — 7 .  Mais ,  à  canse  de 

R'  4-  A         ^        R'  4-  A  * 


l'excessive  petitesse  de  h ,  comparativement  à  R',  dans  les  cas  de 
faible  pente  que  nous  admettons ,  le  terme  qui  exprime  la  correc- 
tion de  chaque  arc  f&  sera  individuellement  insensible  ;  et  la  somme 
de  toutes  les  corrections  s'anéantira  encore,  par  compensation, 
pour  la  ligne  entière ,  puisque  l6  facteur  h ,  qui  leur  donne  son 
signe,  sera  positif  pour  les  points  plus  élevés  que  le  point  moyen, 
et  négatif  pour  les  plus  bas.  D'après  cela  on  pourra ,  sans  aucune 
erreur,  considérer  l'arc  total  mesuré  M  comme  appartenant  au  cer- 
cle méridien  décrit  avec  le  rayon  moyen  R'. 

{S3.  A  présent  admettons  que,  par  un  nivellement  topogra- 
phique ,  ou  par  des  observations  barométriques  simultanées,  on  ait 
déterminé  la  hauteur  H  de  la  station  moyenne,  au-dessus  du  nivean 
moyen  de  la  mer  la  plus  proche  ;  et  soit  R  le  rayon  terrestre  de 
cette  mer  terminé  à  ce  même  niveau  moyen.  Si  la  terre  est  exacte- 
ment sphérique,  R  sera  son  rayon  constant.  Si  elle  a  une  forme 
quelque  peu  différente,  R  sera  le  rayon  de  la  sphère  locale ,  oscu- 
latrice  à  sa  surface  moyenne  dans  la  région  où  l'arc  M  a  été  mesuré. 
Du  centre  de  cette  sphère ,  menons  deux  sécantes  terminées  aux 
extrémités  de  l'arc  M,  et  ayant  conséquemment  pour  longueur  R'  ou 
R  -+-  H.  Ce  seront  aussi  les  verticales  de  ces  points  extrêmes,  au 
moins  dans  le  premier  système  d'approximation  auquel  nous  nous 
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];>Qrnons  ieî.  Or>,  puisqu'elles  interceptent  Parc  circulaire  M  à  la 
distance  R  +  H  du  centre ,  elles  intercepteront  à  la  distance  R  un  arc 

proportionnellement  moindre, c'est-à-dire 5"^"  ^ S* 

Cet  arc ,  calculé ,  sera  donc  Tare  méridien  que  Ton  aurait  obtenu 
entre  les  mêmes  verticales  qui  comprennent  M ,  si  Ton  avait  pu  le 
mesurer  sur  le  prolongement  de  la  surface  spliérique  de  la  mer  dans 
la  région  où  Ton  a  opéré.  Ce  sera  ce  qu'on  appelle  l'arc  M  réduit 

au  niveau  de  la  mer;  et  le  terme  soustractif — —  s'appelle  la 

R  -l-H 

réduction  à  ce  niveau.  Pour  l'évaluer  numériquement,  il  faudrait 
connaître  le  rayon  R,  qui  est  précisément  l'élément  physique  que 
l'on  cherche  à  déterminer.  Mais  cette  apparence  de  cercle  vicieux 
se  dissipe,  en  considérant  que,  diaprés  le  §  4â,  le  rayon  local  R-f-H 
peu|  se  conclure  de  l'arc  M  même ,  puisqu'en  nommant  V  l'angle 
observé  entre  les  verticales  extrêmes ,  exprimé  en  degrés  sexagé- 
simaux ,  sa  longueur  est  — — Ainsi  la  réduction  cherchée  de 

rai*c  M,  c'est-à-dire 5   sera     ^    ?  et  la  réduction  du  degré 

R-hH  100  ^ 

i**.M  ciH 

simpleD(°>ou     *     sera  proportionnellement-^^  expressions  dont 

tous  les  éléments  seront  connus ,  par  les  déterminations  préala- 
bles de  M,  y,  H,  dans  le  lieu  même  et  à  la  hauteur  où  on  les  aura 
observés  (*).  Il  ne  restera  donc,  pour  les  réduire  en  nombres,  qu'à 


(*)  Par  exemple,  dans  Topératlon  faite  près  de  Quito,  sur  le  plateau  des 

Andes  du  Pérou,  par  les  académiciens  français  Bouguer,  Godin  et  la  Gonda- 

mine,  la  hauteur  H  de  Tare  méridien  M,  déterminé  tant  par  triangulation 

que  par  mensuration  directe,  se  trouva  Ôtre  de  1026  toises  au-dessus  du 

i®.M 
niveatide  la  mer  Pacifique.  Ainsi,  0(o)  ou  -^  étant  la  longueur  obtenue  en 

toises,  poor  un  degré  simple  à  cetti^ élévation ,  on  dut,  pour  la  réduire  au 

niveau  de  cette  mer,  la  diminuer  d'un  nombre  de  toises  égal  à  — ^ — ,  ou 

31    ,3977.  Bouguer  a  pris  21    ,4  ^^oi'^^^^^&ltiur  suffisamment  approchée;  mais 
on  serait  plus  scrupuleux  aujourd'hui. 
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connaître  l*angl«  au  centre  V  compris  entre  les  verticales  des  stations 
«xtrémes';  et  on  l^obtiendra ,  comme  nous  i'avons  dit,  par  les  obser- 
vations astronomiques  qu'on  y  devra  faire  ;  car  il  sera  égal  à  la  diffé- 
rence des  distances  du  même  pôle,  aux  zéniths  de  ces  deux  stations. 
M.  Une  opération  précisément  pareille  à  celle  que  je  viens  de 
décrire  a  été  faite  dans  Tannée  1 768  par  ]es  astronomes  Mason  et 
Dixon ,  sur  la  limite  des  États  de  Pensylvanie  et  de  Maryland,  dans 
une  presqu'île  qui  aboutit  à  la  mer  Atlantique ,  entre  les  embou* 
çhures  des  rivières  Chesapeack ,  Potomack  et  Delaware  ;  de  sorte 
que  l'arc  jnesuré  put  être  alors  considéré  comme  s'étendant  sur  le 
prolongement  même  de  la  surface  de  cette  mer ,  sans  aucune  ré- 
duction. La  mensuration ,  dégagée  de  quelques  particularités  qui 
la  compliquent,  fut  essentiellement  composée  de  deux  parties  dis- 
^netes,  dont  la  disposition  relative  est  représentée,  fi^.  1 1 ,  par  les 
arcs  de  grand  cercle  SSi,  Sr  Sj,  tracés  consécutivement  sur  une  même 
sphère  supposée  osculatrice  à  la  surlace  terrestre,  dâos  la  région  où 
ces  arcs  sont  décrits.  C  désigne  le  centre  de  cette  sphère ,  GP  son 
rayon,  parallèle  à  l'axe  de  rotation  du  ciel,  et  P  le  pôle  auquel 
tous  lef)  méridiens  de  son  hémisphère  septentrional  vont  converger. 
On  partit  du  point  S,  le  plus  voisin  du  pôle ,  et  ayant  déterminé , 
par  des  observations  astronomiques,  la  direction  du  méridien 
propre  à  cette  station ,  on  mesura  sur  son  prolongement  un  arc  SS., 
qui,  exprimé  çnpîëds  anglais,  fut  trouvé  égal  à  1 049881*^,4 •  Alors 
des  obstacles  naturels  obligèrent  à  dévier  quelque  peu  vers  l'est , 
pour  snivre  un  autre  arc  de  grand  cercle  Si  S,  sur  lequel  on  conti- 
nua la  mensuration  jusqu'en  S2  ;  et  ta  longueur  Si  S3  de  ce  second 
arc  fut  trouvée  égale  à  4^4^^  iP^,6.  C'est  pourquoi  on  (détermina 
de  nouveau  la  direction  du  méridien  PSs ,  propre  à  côtte  dernière 
station  S,  ;  et  ayant  relevé  celle  des  signaux  précédents  relativement 
à  elle,  on  reconnut  que  l'arc  Si  S,  s'en  écartait  vers  Touçst  d'un  petit 
angle  azimutal  éga^  \  3''4^  ^^"  *  ^^  distances  du  pôle  céleste  au 
zénith  furent  observées  aux  deux  stations  extrêmes  S,  S^;  mais,  pour 
obtenir  leur  intervalle  terrestre,  tel  qu^l  aurait  été  si  on  l'eût  mesuré 
tout  entier  sur  un  même  méridien ,  il  faut  évidemment  faire  subir 
à  l'arc  oblique  S.S,  une  réduction.  Car  si,  par  les  points  S,  S,,  dii 
conçoit  deux   parallèles  terrestres  SM,S,M,,   décrits  autour  du 
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|)ôl%  P  comme  centre ,  on  pourra  bien  4rans})orter  îdéalenient 
Tare  SStyenMMi,  sur  le  9ftéridien''di9  S:<  »  sans  altérer  saLongt^Br, 
puisque  tous  -les  méridiens  ^>hériques  sont  pareik.  Mais  il  faudra 
ensuite  trouver  Tare  M(  S2  qui  le  complèie  sur  ce  même  méridien' , 
pour  pouvoir  l'ajouter  à  M  Mi  corofne  prolongement  ;  et  cet  arc 
Ml  S}  doit  être  évid^nment  moindre  que  VoUiqne  Si  S3  que  Von  a 
mesurée.  Nous  calculerons,  plus  loin,  cette  réduction  exactement, 
et  nous  la  trouverons  égale  à  ç^37V^*,^5 ,  dont  il  faut  diminuer  r«rc 
Si  Sa  pour  avoir  Ml  Sj,  ce  qui  donnera  celui-ci  égala  433o7<jï^,  i5. 
Mais,  déjà,  la  petitesse  de  Tangle  Si  S,  Mi  montre  qu'on  obtiendrait 
une  valeur  très-approchée  de  M|  S^  en  considérant  Si  M,  S3  comme 
un  triangle  rectiligne,  rectangle  en  Mi,  dont  S,S2  serait  l'hypoté- 
nuse ;  auquel  cas  on  aurait  M|  S3  égal  à  S,  Sa  cos  Si  Sa  M| ,  ce  qui  don- 
nerait pour  sa  valeur  433o94p*'*,69,  excédant  seulement  de  i5p^,54 
sa  valeur  exacte.  On  pourrait  donc  employer  ce  résuiti^t  c«mme  une 
première  évaluation  approximative,  qui  servirait  à  trouver  Tare  mé- 
ridien total  MSa ,  compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes,  ' 
et  par  suite  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  locale  ;  résultats  que 
l'on  corrigerait  ultérieurement  par  un  second  calcul,  fondé  sur  la 
valeur  ainsi  obtenue  de  ce  rayon.  Pour  éviter  ce  détour,  j'emploie- 
rai de  prime  abord  les  résultats  définitifs ,  avec  la  petite  réduction 
de  1 51^^,54  due  à  la  courbure  sphérique  du  triangle  Si  Mi  Sa ,  sauf 
à  prouver  plus  tard  que  la  longueur  approximative  du  rayon  ter- 
restre qu^on  obtiendrait  sans  en  tenir  compte  suffirait  pour  calcu- 
ler très-exactement  sa  valeur  (*).  L'arc  oblique  M,  Sa  ainsi  réduit 

(*).  Pour  apprécier  Tezactitude  de  ce  raisonnemeiit,  il  n^y  a  qu^à  effectuer  le 
calcul  du  degré  avec  la  valeur  de MS,  supposée  égale  à  433094^^^,69  au  lieu 
de  433o79P<l',  i5-  Eu  rajoutant  de  m6me  à  SS^  ou  à  son  égale  M!VÎ ^ ,  qui  est 
io49^P'^',4>  ^^^^^  méridien  total  compris  entre  les  parallèles  de  S  et  de  S, 
sera  538o6;Pd«,55-h  i5Pd»,54.  U  faudra  encore  Taugmenter  de  ioPd»,84 
pour  réduire  le  mesurage  à  la  température  de  16°, 35,  ce  qui  donnera 
5i8o78P*l«,39-t-i5Pd«,54.  En  divisant  cette  somme  par  l'angle  i0  28'45",  com- 
pris entre  les  verticales  extrêmes,  la  longueur  du  degré  sexagésîmi'vl  donnée 
par  cette  première  approximation  sera 

Or,  on  verra  plus  tard  que  cette  première  évaluation,  malgré  la  petite  erreur 
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sera  donc 433og4'''^9^9 — i5p**»,54  om  433079P***,  i  5.  En  Tajoirtant 
àSSi  ou  à  son  égale  MMi,  qui  était  1  o4988p*^,49  ^^  ^^^^  P^^^  somme 
MSj  égal  à  538067  P***,5âr,  Il  faut  ajouter  à  ce  nombre  1 01^,84,  pour 
que  les  chaînées  ipétalliques  employées  à  la  mensuration  se  Uqpu- 
vent  ramenées  à  la  température  de  60®  Fahrenheit,  ou  16"*  y  du 
thermomètre  centésimal,  qui  était  celle  à  laquelle  la  toise  de  la 
Société  royale  de  Londres  était  rapportée  comme  étalon  de  mesure. 
L'arc  total  de  méridien  MS2  ou  M ,  compris  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes ,  était  donc  ainsi  égala  53807 8p^% 39 C^). 

Maintenant,  les  distances  du  pôle  au  zénith,  observées  aux  deux 
points  extrêmes  S ,  Si ,  ont  été  trouvées  telles  qu'il  suit  : 

Ala  station  laplus  australe  S^ 51^32^26'' 

A  la  station  la  plus  boréale  S  ou  M 5o®  3'4i" 


DifTérenee,ou  angle  comprisentre  les  verticales  extrêmes     1  •!i8'45''' 

^7.  Pour  obtenir  la  longueur  du  degré  terrestre  qui  résulte  de 
ces  observations,  supposons  la  terre  sensiblement  sphérique, 
dans  une  petite  étendue  autour  des  points  observés  ;  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  considérons  ces  points  comme  situés  sur  la 

m , 1^^ 

w 

de  ioP*^^,5i  qui  Taflecte,  seraii  trèS'Sqffîsammeni  exacte  pour  calduler  la  ré- 
duction que  nticesstte  la  sphéricité  du  triangle  S^S^Mt,  ^^  ^"'  iient  au  peu 
d^étendue  de  ce  triangle  et  à  la  petitesse  de  Tangle  azimutal  «n  S,. 

(*)  Voulant  présenter  cette  opération  plutôt  comme  un  c:(emplc  que 
comme  un  modèle  définitif,  j^ai  omis  plusieurs  particularités  de  détail  qui 
en  auraient  inutilement  compliqué  Fexposition.  Â-insi  le  premier  arc  SS,, 
fig.  II,  n^a  pas  été  effectivement  mesure  sur  un-  même  méridien,  mais  sur 
trois  portions  de  méridiens  différents  ;  et  les  extrémités  de  ces  portions  qui 
se  suivaient  ont  été  placées,  par  des  observations  astronomiques,  sur  des 
arcs  de  parallèles  qui  leur  étaient  communs.  J^ai  donc  pu,  pour  simplifier  le 
raisonnement,  les  transporter  sans  erreur  à  la  suite  les  unes  des  autres,  sur 
un  méridien  unique,  comme  elles  s^ajoutaient  numériquement  Puneà  Tautre 
dans  Tévaluation  de  Tare  total.  Les  personnes  qui  auraient  la  curiosité  de 
connaître  les  détails  matériels  de  cette  opération  les  trouveront  rassemblés 
dans  les  Transactions  philosophiques  de  1768,  page  274  »  '®"'*  e^Posé  est  suivi 
d''un  Mémoire  de  Maskelyne,  où  cet  astronome  en  a  calcule  les  résultats. 
J'ai  adopté  ses  nombres  comme  suffisants  pour  un  exemple  numérique, 
bien  plutôt  qu'à  titre  de  modèle  dans  ce  genre  de  calcul. 


PHYSIQUE.  57 

sphère  locale ,  qui  se  confondrait  avec  la  surface  réelle  dans  la 
région  où  l'opération  a  été  faite.  Alors  les  arcs  de  méiîdien  mesu- 
rés sur  cette  sphère  seront  proportionnels  aux  angles  au  centre 
compris  entre  les  verticales  qui  les  limitent.  Ainsi,  la  longueur  D^®^ 


lo 


d'un  degré  sexagésimal  y  sera  '— ^ — ^~Q>/g^/  '      ^"'  ^^  nombres 

ronds,  36877 1  pieds  anglais,  sur  la  partie  du  méridien  où  la  distance 
du  pôle  au  zénith  est ,  en  moyenne ,  5o®4^'«  ^^  1'^^  ^^^^  exprimer 
cette  longueur  en  anciennes  toises  françaises,  identiques  à  l'étalon  en 
fer  adopté  par  l'Académie  des  Sciences,  il  faut  savoir  que  celle-<;iest, 
par  rapport  à  celle  de  la  Société  royale  de  Londres,  comme  76,734 
est  à  72;  d^où  il  suit  que  pour  convertir  le  résultat  précédent  en 

pieds  français ,  il  faut  le  multiplier  par    ^'   ^.  ;  et  si  l'on  veut  en- 

76,734 

suite  l'exprimer  en  toises ,  il  faut  le  diviser  par  6 ,  ou ,  ce  qui  re- 

12 
vient  au  même,  le  multiplier  tout  de  suite  par  —^ — ^«  On  ob- 
tient ainsi  56888  toises  pour  la  longueur  de  i"*  du  méridien  à  la 
latitude  de  39°  n' 56", 5  moyenne  entre  les  précédentes.  S'il 
s'agissait  d'un  degré  décimal  ou  d'un  grade ,  il  faudrait  réduire  le 
résultat  précédent  dans  le  rapport  de  4^0  à  36o ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  il  faudrait  en  prendre  les  —,  ce  qui  don- 
nerait 51199^2  pour  la  longueur  d'un  grade  à  la  latitude  de 
43S5545. 

Si  la  terre  était  exactement  sphérique ,  on  pourrait ,  d'après  ce 
résultat,  calculer  ses  dimensions.  Car  la  valeur  de  i  degré  sexa- 
gésimal étant  56888  toises,  la  circonférence  entière  serait 
36o. 56888 r=  20479680  toises.  En  multipliant  ce  nombre  par 

^^9  rapport  rapproché  du  diamètre  à  la  circonférence,  on  au- 
rait le  diamètre  de  la  terre  égal  à  65 18884  toises,  et  son  rayon 
825944^  toises.  Mais  ces  déductions  ne  peuvent  être  considérées 
que  comme  provisoires,  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  comparé  entre 
elles  les  mesures  des  degrés  obtenues  ainsi,  dans  diverses  régions , 
pour  des  distances  moyennes  du  pôle  au  zénith  très-inégales, 
afin  de  découvrir  s'il  existe  des  ditïérences  appréciables  entre  leurs 
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longueurs,  ce  qui  décèlerait  que  la  surface  ten^eétre  s'écarte  d'une 
sphéricité  rigoureuse. 

S8.  Toutefois,  les  résullsits  ici  obtenus  vont  déjà  nous  servir 
pour  démontrer  l'exactitude  de  plusieurs  considérations  approxi- 
matives y  dont  j'ai  fait  usage  dans  la  série  des  raisonnements,  et  je 
vais  les  reprendre ,  en  suivant  le  même  ordre  dans  lequel  je  les  ai 
introduites. 

La  première,  c'est  que  chacune  des  règles  employées  à  la  men- 
suratbn  étant  rendue  nonnale  à  la  verticale  qui  passe  par  son 
milieu ,  peut  êtfe  censée  se  conibiidre  aV^  le  petit  arc  terrestre 
dont  chacune  de  ses  moitiés  sont  les  tangentes. 

Pour  nous  en  assurer,  nommons  auii  petit  arc  pris  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  dont  le  rayon  soit  i.  Cet  ave,  étant  moin- 
dre que  4S°9  sera  exprimé  en  fonction  de  sa  tangente  par  la  série 
suivante,  qui  se  démontre  dans  les  éléments  de  géométrie  : 

a  =  tanga  —  |  tang®  a  -+-  -j-  tang^  a .  .  .  . 

Plus  l'arc  a  sera  petit,  comparativement  au  rayon  pris  pour  unité, 
plus  la  fraction  qui  exprime  sa  tangente  sera  petite ,  et  inverse*- 
ment.  Si  cette  fraction  devient  si  faible ,  que  son  cube  et  ses  puis- 
sances supérieures  dépassent  l'ordre  de  décimales  que  Ton  croit 
pouvoir  apprécier ,  l'arc  a  se  confondra  avec  sa  tangente  dans  les 
mêmes  limites  d'approximatioif .    • 

Soit  maintenant  A  un  arc  de  cercle  qui  soutende  le  même  angle 
au  centre  que  a  ,  dans  un  cercle  décrit  avec  le  rayon  R.  La  pro' 
portionnalité  des  lignes  homologues  dans  les  figures  semblables 

donnera 

A  =  a  R,  tang  A  =  R  tang  a. 

Si  l'on  tire  a  et  tang  a  de  ces  égalités  pour  les  transporter  dans 
potre  série ,  elle  prendra  la  forme  suivante  : 

,  tang^A        ,  tang^A 
A=rtangA-i-^  +1._|_..., 

et  la  limite  d'évaluation  de  A  en  tang  A  se  terminera  de  même 
aux  termes  du  second  membre  que  l'on  ne  pourra  plus  apprécier 
physiquement ,  ou  que  l'on  croira  pouvoir  négliger. 
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€*est  préciséinent  pour  la  réduire  au  premier  de  ces  ternies , 
que  Ton  i*estreint  tes  règles  de  mensuration  à  de  très-petites  lon- 
gueurs. Supposons-les,  par  exemple,  de  a  toises  comme  dans 
les  opérations  faites  en  France;  la  moitié,  i  toise,  sera  tangA. 
Or,  l'opération  de  Pensylvanie  nous  a  donné,  en  toises, 

R  z=  3259442* 

Quoiqu'elle  ait  été  faite  sans  la  correction  que  nous  voulons  ici 
apprécier,  l'erreur  qui  en  peut  résulter  dans  l'évaluation  de  R  ne 
peut  être  que  très-petite,  comme  cette  correction  elle-même.  Nous 
pouvons  donc ,  sans  cercle  vicieux ,  employer  la  valeur  ainsi  ob- 
tenue de  R ,  pour  calculer  les  termes  de  notre  série  où  elle  entre 
comme  diviseur ,  la  limitation  de  tangA  devant  évidemment  les 
rendre  d'une  petitesse  excessive.  Et  le  résultat  même  nous  mon- 
trera s'il  aurait  été  nécessaire  d'en  tenir  compte  dans  le  premier 
calcul  de  R.  Or,  en  considérant  d'abord  le  premier  de  ces  termes, 
et  l'évaluant  par  logarithmes,  on  trouve 

^^=3(325^a)'  =  o^>ooooo 00000 ooo3i  3,56. 

Telle  est  donc  la  valeur  de  ce  premier  terme  pour  une  seule  demi- 
règle ,  et  tous  les  suivants  seront  encore  progressivement  bien  plus 
petits.  Supposez  5oooo  règles  entières  apposées  ainsi  bout  à  bout, 
ce  qui  composera  un  arc  plus  grand  que  celui  de  Pensylvanie.  La 
somme  de  tous  les  termes  pareils  sera  celui-ci  répété  looooofois, 
c'est-à-dire 

o'^^jooooo  ooo3i  8756;  •  ou ,  en  lignes,     o*,ooooo  27108  5i84- 

Cette  somme  sera  donc  tout  à  fait  inappréciable  aux  procédés  de 
mensuration  les  plus  précis  ;  et  ainsi  la  correction  dont  elle  résulte 
a  pu  être  très-légitimement  négligée  daus  l'opération  de  Pensylva- 
nie, comme  dans  toutes  les  autres  du  même  genre,  mais  seule- 
ment, toutefois,  sous  la  condition  que  la  mensuration  est  faite 
avec  des  règles  ou  des  chaînes  dont  les  longueurs  sont  sufHsAm- 
ment  restreintes,  comme  nous  Favons  suppposé  ici. 

59.  Il  faut  maintenant  légitimer  la  petite  correction  de  i5p***,54, 
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que  j'ai  dit  avoir  été  nécessaire  dans  Topération  de  Pensylvanie , 
pour  projeter  sur  le  méridien  de  la  dernière  station  la  seconde 
portion  d'arc  de  grand  rercle  qui  avait  été  mesurée  dans  une  di- 
rection tant  soit  peu  différente  ;  ceci  me  donoera  lieu  d'exposer 
divers  théorèmes  approximatifs  qui,  non-seulement  vont  nous 
servir  dans  ce  cas  spécial ,  mais  qui  nous  deviendront  ultérieure- 
ment indispensables ,  pour  calculer  toutes  les  autres  opérations 
analogues ,  dans  lesquelles  la  mensuration  directe  de  Tare  méridien 
a  été  suppléée,  en  partie,  par  une  triangulation. 

Soit  a  un  arc  de  cercle  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour 
unité  de  longueur.  Lorsque  cet  arc  n'embrasse  qu'un  petit  nom- 
bre de  degrés ,  son  sinus  et  sa  tangente ,  exprimés  en  parties  de  la 
même  unité,  ont  avec  lui  des  relations  de  grandeur,  représentées 
pftr  les  quatre  séries  suivantes ,  qui  sont  toujours  convergentes 
dans  le  cas  supposé  de  limitation  {*) , 

(i)  sina  =  a  —  ja^  ^-  -^a*...; 

(2)  tanga  =  a  H-  la^  +  -~a*...; 

(3)  a  =  sina -h-j-sin^a-h-j^sin^»...; 

(4)  a  =  tanga — -j  tang^  a  + -j  tangua — 

Prenez,  dans  chaque  série,  le  logarithme  tabulaire  des  deux 
membres  ;  et,  séparant  le  logarithme  du  facteur  qui  est  commun  à 
tous  les  termes  du  second  membre ,  développez  en  série  le  loga- 
rithme de  l'autre  facteur  dont  le  premier  terme  sera  toujours  i . 
Pour  abréger  ces  expressions,  nommez  A  le  module  direct  des 
Tables  logarithmiques,  nombre  dont  la  valeur  et  le  logarithme 
tabulaire  sont  (**) 

/•  =  0,43429 44^19...,    logX  ==  1,6377843113.... 


(*)  Ces  séries  sont  démonlrées  dans  le  tome  I  du  Traité  du  Calcul  différen- 
tiel et  intégral  de  Lacroix;  la  première,  page  65;  la  deuxième,  page  255;  ^a 
troisième,  page  a5i;  la  quatrième,  page  69. 

(**)  Voye»,  dans  le  tmtiell,  page  43?,  la  définition  qiic  j'ai  donnée  des 
«expressions  module  direct  et  module  inverse  des  Tables  logarithmiques. 
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Vous  trcnrvçrez  : 

(1)  logsilla=:loga— ia»— j^a<...; 

(2)  Iogtanga=:loga-+-7a»4-^,  a*...; 

(3)  loga=rlog  (sina)  -hi  sin^  a  -f-  Jl  ^sin^a...; 

(4)  loga=  logtanga—  ^tang»a  -f-  -li  ^  tang*  a.... 

La  portion  ultérieure  des  seconds  membi^s  que  je  n'ai  point 
écrite,  commence  par  des  termes  du  sixième  ordre.  Ces  séries  ont 
été  données  par  Euler  sous  des  formes  qui  montrent  les  lois  de 
leurs  coefficients  numériques ,  ce  qui  permettrait  de  les  prolonger 
indéfiniment. 

60.  Dans  les  applications  qu'on  en  fait  aux  calculs  des  opéra- 
tions que  nous  voulons  considérer,  l'arc  a,  exprimé  en  parties  de 
la  graduation  du  cercle  dont  il  est  un  élément,  est  toujours  moin- 
dre que  2°  ou  7200'^  sexagésimales.  Or,  en  le  restreignant  à  cette 
limite,  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  suffiront 
toujours  pour  avoir  la  valeur  du  premier,  avec  une  exactitude 
que  les  observations  astronomiques  et  les  opérations  de  mensura- 
tion sont  loin  d'atteindre. 

Pour  établir  ce  fait ,  il  faut  considérer  que ,  dans  ces  formules 
l'arc  a  et  les  lignes  trigonométriques  qui  s'y  rapportent,  sont  cen- 
sés exprimés  en  parties  du  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  de 
longueur;  de  sorte  que  les  égalités  indiquées  ont  lieu  entre  des 
nombres  abstraits.  Il  convient  de  laisser  cette  forme  aux  Hgnes 
trigonométriques,  qui  sont  toujours  données  ainsi  par  les  Tables 
usuelles.  Mais,  dans  les  termes  où  l'arc  a  entre  explicitement  si 
nous  voulons  X  pour  notre  épreuve ,  l'exprimer  en  secondes  de  de- 
gré, il  faudra  diviser  la  valeur  qu'on  lui  attribuera  par  le  rayon 
plié  en  arc  et  exprimé  de  la  même  manière ,  afin  de  conserver  à 
ces  termes  la  même  valeur  abstraite  qu'ils  sont  supposé  représen- 
ter. Je  désignerai  cette  expression  du  rayon  du  cercle  par  R'''*  et 
comme  l'usage  en  revient  sans  cesse  dans  les  calculs  que  nous  au- 
rons à  effectuer,  je  donnerai  ici,  une  fois  pour  toutes ,  sa  valeur  et 
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celle  de  son  logarithme  tabulaire,  avec  beaucoup  plus  de  dcci- 
males  qu'on  n*aura  jamais  besoin  d'en  employer.  Ces  valeurs  sont 

R'^=  206264",  80624  70963  55i56, 
logR"  =  5,3 1 442  5 1 33 1  76459  48q47  . 

J'<explique  en  note  le  calcul  numérique  par  lequel  on  les  ob- 
tient (*). 

■  I     !■  II.  I  ■  ,  Il  ■  I  I  ^  I       II  I  PII 

{*)  Les  valeurs  de  R'^  et  de  log  R''  que  j^ai  rapportées  ici  s^obtiennent  de  la 
manière  suivante.  Soit  cr  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  qui  se 
déduit  de  la  comparaison  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits. 
Si  Ton  désigne  par  C  la  circonférence  d^uu  cercle  dont  le  rayon ,  exprimé  dans 
la  même  unité  de  longueur,  sera  R,  on  aura  évidemment 

aoR  =  C,         et  R  =  i — 

Prenons  pour  unité  de  longueur  Parc  qui  soutend,  au  centre  du  cercle,  un 

angle  égal  à  i  seconde  de  degré  sexagésimal.  La  demi-cireonférenceiCcom- 

prenant  180^,  le  nombre  total  de  ces  arcs  qui  compose  son  contour  sera 

180.60.60   ou  648000.   Remplaçant  donc  \C  par  cette  évaluation,  R  se 

trouvera  exprimé  dans  la  même   espèce  d'*unité;  et,  en  les  désignant  par 

rindkce  usuel  '',  on  aura 

j^„^64W^ 

cr 

Le  nombre  cr  a  été  calculé  avec  beaucoup  de  patience  par  plusieurs  mathé- 
maticiens, dont  les  résultats  se  sont  mutuellement  vérifiés.  Wega,  dans  ses 
Tables  logarithmiques,  le  donne  jusqu^à  140  décimales,  et  son  résultat  est 
rapporté  par  Delambre  à  la  page  35  de  la  préface  des  Tables  de  Borda,  En  se 
bornant  à  ao  décimales ,  on  a 

V  =  3,1415936535 89793  23846,    et    log  cr  =  0,49714  98726  94i33  85435. 

Le  nombre  648000,  étant  divisé  arithmétiquement  par  or ,  donne  R'^,  tel  que 
je  Ta!  rapporté  dans  le  texte.  Pour  trouver  le  logarithme  ubulaire  de  R", 
prenex,  avec  le  même  ordre  de  décimales,  les  logarithmes  des  deux  ternes 
delà  fraction  qui  l'exprime,  et  vous  Tobtiendrex,  par  soustraction ,  comme 
il  suit  : 

log  648000  =  5,8]  i57  5oo58  70593  33482 

log  cr  =  0,49714  98726  94i33  85435 
log  R"  =  5,31442  5i33i  76459  48047 

comme  je  Tai  rapporté. 
Puisque  la  seconde  de  degré  sexagésimal  est  prise  comme  unité  dans  Tex- 
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Supposant  donc  y  dans  ce  qui  va  suivre,  que  Parc  a  sera  exprimé 
en  secondes,  je  remplace  la  lettre  qui  le  représente  par  —j^^ 


psession  de  R",  si  Ton  retranche  «e  logaritUme  de  celui  de  Punité  qui  est  o, 
on  aura 

log  {^^  =  6,68557  48668  2354o  SigSH. 

Celui-ci,  dans  ses  sept  premières  décimales,  augmentées  d^une  unité  sur  la 

dernière,  reproduit  le  logarithme,  de  sin  \^  tel  qaUl  est  indiqué  dans  les 

Tables  usuelles.  Pour  voir  la  raison  de  cette  rencontre ,  formons  TexpresBion 

du  logarithme  de  ce  sinus  parles  séries  rapportées  dans  le  texte.  L^arc  a  devant 

alors  être  \^j  il  faudra  Ty  représenter  par  son  rapport  au  rayon  réduit  aussi 

*     i" 
en  secondes,  c^est-à-dire par  -^\  on  aura  ainsi 

log  .in  ■"  =  lœ  (^)  _  \  {^  _  -£-  (Jiy . . . . 

Le  premier  terme  de  sa  valeur  se  trouve  ainsi  être  log  [  -07^  j,  et  Ton  voit  que 

les  suivants  ne  pourront  y  ajouter  que  des  décimales  très-éloignées.  En  effet, 
si  Ton  calcule  seulement  le  second  avec  les  logarithmes  que  j'ai  rapportés , 
et  en  prenant  pareillement  celui  de  6  avec  dix  décimales,  on  trouve 


^^^[ëVlï^)  ]  "^  ïa.î»3o78 27945. 


Le  premier  chiffre  significatif  du  nombre  correspondant  sera  donc  une  déci- 
male du  treizième  ordre,  et  les  termes  suivants  seront  évidemment  bien  plus 
petits  encore.  Conséquemment,  dans  les  Tables  usuelles  où  Pon  se  borne  à 

sept  décimales ,  le  log  sin  1  "  doit  être  exprimé  par  le  log  (  g^  j  ,  limité  de  la 

même  manière,  comme  en  effet  nous  le  trouvons. 

D'après  cela,  lorsqu^un  arc  a,  donné  en  secondes,  est  assez  petit  pour 
que  le  cube  de  son  rapport  à  ^"  puisse  être  considéré  comme  négligeable ,  on 
peut ,  dant  cette  concession  d'approximation ,  prendre 

sin  a  =  «"  sin  i",        et  aussi        tang  a  =  a*  sin  1"  ; 

en  effet,  les  développements  complets  donneraient 

.m«=(g;)-g(g-,y...,  t«»8«  =  (g-.)+3(5î|-- 

Puisque  la  petitesse  su{^osée  de  (  5j  j  permet  de  borner  ce»  «preationt  k 
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dans  les  termes  de  nos  quatre  égalités  qui  la  cûntiennent  hors  des 
signes  trigonométriques  ;  et ,  limitant  les  séries  à  leurs  deux  pre- 
miers termes ,'  que  je  vais  montrer  devoir  toujours  nous  suffire , 
nous  aurons 

(i)  logsinarr— logR"-+-loga—  g— ; 

k   «*^ 

(2)  logtanga  ==  —  logR"  4-  loga  4-  3  |^,  ; 

(3)  log  a  ==  4-  logR"  -h  logsin  «  -f-  g  sin'  a  ; 

le 

(4)  log a  =  H-logR"4-logtaniga--  ^  tang'a. 

Pour  éprouver  ces  expressions  ainsi  restreintes ,  je  suppose  Tare  a 
égal  à  2°  ou  7200",  valeurs  toujours  supérieures  à  celles  qu'il 
pourra  recevoir  dans  les  opérations  géodésiques.  Alors  il  faudra  le 
remplacer  ici  par  le  nombre  7200.  Avec  cette  donnée,  j'évalue 
d'abord  logsin  a  et  logtanga  par  les  deux  premières  égalités,  en 
me  servant ,  pour  plus  de  précision ,  de  Tables  logarithmiques  à 
dix  décimales.  Puis  je  compare  le  résultat  aux  valeurs  exactes  de 
ces  mêmes  logarithmes  prises  avec  un  nombre  de  décimales  pareil. 
Je  trouve  ainsi  : 

log  sin  a  calculé  par  a ,         répond  à  a  =  2°  -h  o",o<Joo5  82  ; 
logtanga  calculé  par  a,         répond  à  a  =  2®  —  o",ooo83  36. 

Je  répète  la  même  épreuve  sur  les  deux  dernières  séries ,  en  pre- 
nant alors  pour  données  les  valeurs  exactes  de  logsin  a  et  de  sin  a, 
ou  de  logtanga  et  de  tanga,  telles  que  les  Tables  les  donnent;  je 
trouve  ainsi  : 

loga  calculé  par  sin  a,        répond  à  a=  2^  —  o'',ooo65  i5; 
log  a  calculé  par  tang  a ,       répond  à  a  =  2**  —  o",oo  1 54  34* 


* 

; 


leur  premier  terme,  il  n'y  a  qu^à  remplacer,  dans  ceux-ci,  ^  par  sini 

auquel  il  est  équivalent  dans  les  mêmes  limites  d^approximation ,  et  Ton 
aura  les  expressions  annoncées.  Comme  on  en  fait  un  fréquent  usaj^e  dans 
les  applications  y  je  n'ai  pas  cru  inutile  de  démontrer  le  principe  sur  lequel 
elles  reposent;  mais  fy  conserverai  plus  habituellement  le  jayon  K"  en  évi- 
dence, pour  mieux  rappeler  le  vrai  sens  des  rapports  oniployés. 
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Je  montre  en  note  le  détail  de  ces  vérifications  par  un  exempîe(*)  : 
ôr,  les  observations  les  plus  précises  d'angles  ne  peuvent  jamais 
atteindre  les  millièmes  de  seconde.  Nos  quatre  expressions ,  ainsi 
restreintes ,  seront  donc  toujours  parfaitement  suffisantes  lorsque 
Tare  a  ne  dépassera  pas  a*^.  Les  deux  premières   fournissent 


(*)  Je  suppose  que  Ton  veuille  Térifier  le  degré  d^exactitude  de  Texpres- 
sioD  (i)  pour  on  arc  de  2^  ;  cette  expression  est 

k  a* 
log  sin  a  =—  log  R"  -i-  log  «  -  gg^jj; 

a  devra  y  être  remplacé  par  7200.  Je  prends  le  logarithme  de  ce  nombre  avec 
dix  décimales ,  et,  restreignant  celui  de  R''  de  la  même  manière,  le  calcul 
t'achèvera  comme  il  suit  : 

]og7aoo  =       3,8573324^64 
—  logR"  =—  5,31442  5i332 

ïog^^j  =      2,5429073632  ^^s(^)  =  3,o858i47a64 

k  a'  /k\  - 

""  6R*«  '^■"  <*»<^^^<^^'958  log  (g)     =  2,8596330609 

]og8iDa=:       2,5428191674  .  5,9454477873 

-  k  a* 

log8in20  =       2,5428191639  6R^  ~  0,0000881958 

Ëxeès  de  la  formule. . .  -(-35 

Le  logarithme  exact  de  sin  2^,  ici  rapporté  comme  élément  de  comparaison , 
Qst  pris  dans  les  Tables  de  Briggs  intitulées  :  Trigonometria  Britannica,  Les 
trente- cinq  unités  d'excès ,  dans  les  derniers  chiffres  du  logarithme  calculé 
par  notre  formelle  restreinte,  répondent  à  un  excès  d^arc  égal  à  o'',oooo582o6. 
Il  en  résulte  donc  que  le  log  sin  a ,  ainsi  conclu  des  deux  premiers  termes 
de  nos  séries ,  ne  se  trouve  pas  être  exactement  celui  de  2<>  ^  mais  de 
20+0'', 000068206,  comme  je  Pal  dit  dans  le  texte.  Les  limites  d^exuelitude 
des  trois  autres  expressions,  qui  donnent  log  tang  a  et  log  a,  s^obtiennent  ' 
par  un  calcul  absolument  pareil. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  reproduire  ici  une  conséquence  que  Ton  a  fré- 
quemment  occasion  d'appliquer,  mais  de  laquelle  ceux  qui  remploient  ne 
se  rendent  pas  toujours  un  compte  exact.  Supposons  qu''au  lieu  de  prendre 
Tare  a  égal  à  2^ ,  on  le  Cssse  seulement  égal  à  1  seconde.  En  appliquant 
à  ce  cas  nos  expressions  approchées  de  log  sin  «  et  de  log  tang  a ,  il  faudra 
remplacer  Tare  a''  par  i  ;  et ,  en  se  bornant  encore  à  dix  décimales ,  on  aura 
T.   m.  5 


l 
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un  moyen  très-commode  pour  obtenir  le  Ic^arithme  du  sinus  ou 
de  la  tangente  d'un  arc  borné  à  cette  limite ,  et  dont  la  valeur 
donnée  contiendrait  plusieurs  décimales  de  seconde  que  Ton  eroi" 
rait  occasionnellement  ne  pa$  devoir  négliger.  Car  on  obtiendra 
ainsi  ces  logarithmes  plus  exactement,  et  plus  aisément,  que  si  on 
les  déduisait  des  Tables  par  les  parties  proportionnelles. 

Veut-on  connaître  les  valeurs  linéaires  que  représentent  les  quatre 
erreurs  que  nous  venons  de  calculer,  en  supposant  que  l'arc  de 
tP  qu'elles  afTectent  soit  pris  sur  le  contour  d'un  grand  cercle  de  la 
terre  supposée  sphérique?  Pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à  se  donner,  par 
anticipation ,  la  valeur  moyenne  d'un  degré  terrestre,  que  nous 
trouverons  bientôt  être  570i4>S  toises,  de  l'ancien  étalon  adopté 
par  l'Académie  des  Sciences.  Alors  la  soixantième  partie  d'un  degré, 
ou  i',  sera  95o'^,24]7;  et  la  soixantième  partie  de  cette  minute, 
ou  i"^  sera  15*^,83736.  Multiplions  maintenant  parce  nombre  la  plus 
grande  erreur  de  nos  séries,  qui  est  o'',ooi5434  pour  un  arc  de 
2P\  le  produit  sera  0^,02444^9  ^^'  ^^  lignes,  21^,119.  Cette 
quantité  serait  beaucoup  trop  faible  pour  qu'on  pût  espérer  de  la 
saisir,  sur  la  longueur  d'un  si  grand  arc.  Et  l'erreur  d'évaluation 

d'*abord,  pour  leur  premier  terme, 


log  I  =       0,0000000000 
-logR''  =-  5,31442 5i332 

log^-~)=:      6,68557  48668 


A  a*  ko} 

Alors  les  termes  correctifs  —  ^  -^ ,    -f-  -  ■—  ,    qui  complètent  log  sin  a 

et  log  tang  a ,  se  trouvent  avoir  leur  premier  ohiffre  significatif  dans  le 
treizième  ordre  de  décimales  seulement  ;  de  sorte  qviUls  ne  changent  rien  aux 

dix  premiers,  qui  sont  donnés  immédiatement  par  log  ^.  Les  termes  ulté- 
rieurs des  deux  séries,  si  Ton  avait  voulu  Les  conserver,  auraient,  sur 
Texpression  totale,  des  influences  progressivement  moindres.  Le  log  (777-) 

trouvé  ici  représente  donc  log  sin  i''  et  log  tang  1%  jusque  ilans  les  dix 
premières  décimales  de  leurs  valeurs,  ce  qui  permet  de  le  prendre  comme 
leur  étant  équivalent,  quand  on  ne  veut  pas  aller  au  delà. 
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qu'elle  représente  deviendra  encore  plus  petite ,  dans  la  proportion 
des  amplitudes,  pour  des  arcs  moindres 9  comme  sont  toujours 
ceux  auxquels  on  a  occasion  d'appliquer  les  expressions  précé- 
dentes. On  pourra  donc  la  négliger  sans  hésitation. 

6i.  On  peut  représenter  par  des  développements  analogues 
toute  fonction  de  Tare  a  dont  la  forme  serait  donnée.  Supposons, 
par  exemple ,  que  Ton  veuille  exprimer  ainsi  les  relations  de  la 
corde  avec  Tare  qu*elle  soutend.  On  aura,  par  définition, 

côrdea=:2sin|a. 

Rapportons  d'abord  Tare  a  au  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  de 
longueur.  Si  Ton  veut  avoir  la  corde  en  fonction  de  Tare ,  il  faudra 
développer  sin  |  a  suivant  les  puissances  de  y  a.  Si  Ton  veut ,  au 
contraire ,  Tare  en  fonction  de  la  corde ,  il  faudra  développer 
l'arc  y  a  en  fonction  de  son  sinus  qui  est  y  corde  a.  Effectuant  donc 
ces  opérations,  et  faisant  ensuite  disparaître  le  dénominateur 
commun  2 ,  on  trouvera  d'abord 

corde  a=a--^a3-+..pi^a*...  ; 
et  a  =  corde  «  +  tt  (corde  a)^  -f-  —j  (corde  a)^ . . . 

La  petitesse  des  fractions  7777 ,  ^,  qui  multiplient  les  puissances 
cinquièmes ,  montre  d'avance  qu'on  pourra  toujours  négliger  ces 
termes,  pour  des  arcs  moindres  que  2°.  Alors,  en  prenant  les  loga- 
rithmes tabulaires  des  deux  membres  de  chaque  égalité ,  et  res- 
treignant les  développements  à  leurs  deux  premiers  termes ,  on 
trouvera 

k  h 

log(cordea)=loga ^a%      loga=log(cordea)-|-— ^(cordéa)»  ; 

ou ,  si  l'on  veut  exprimer  l'arc  a  en  secondes  de  degré  ,  hors  des 
signes  trigonométriques , 

k    0} 
logcordea  =  —  logR"  H-loga—  ~  — , 

log  a  =r  logR"  -{-log  (corde  a)  -\-  -j  (corde  a)^ 

24. 

5.. 
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6S.  Dans  les  applications,  il  arrive  souvent  que  Tatc  a  n'est 
pas  donné  par  sa  valeur  angulaire ,  mais  par  la  longueur  A  qu'il 
occupe  sur  un  grand  cercle  de  la  sphère  où  il  a  été  mesuré  linéai- 
rement. Alors  on  peut  vouloir  connaître ,  sur  ce  même  cercle ,  les 
longueurs  absolues  de  son  sinus ,  de  sa  tangente  et  de  sa  corde , 
que  je  représente  respectivement  par  sin  A ,  tang  A,  corde  A.  Or, 
elles  se  déduisent  également  de  nos  formules  approximatives,  en 
supposant  toujours  que  l'arc  A  n'occupe  pas ,  sur  son  cercle ,  un 
arc  qui  dépasse  2®.  En  effet,  désignons  par  R  le  rayon  de  ce 
cercle,  exprimé  dans  la  même  espèce  d'unité  de  longueur  que 
l'arc  A.  Si  l'on  nomme  a  l'arc  qui  sou  tend  le  même  angle  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  i ,  la  proportionnalité  des  lignes  homo- 
logues ,  dans  les  figures  semblables ,  donnera  évidemment 

À=:Ra,         sinA=:Rsinay         tang  A  =  R  tang  a , 

corde  A  =  R  corde  a. 

Tirez  donc  de  ces  égalités  les  valeurs  de  a ,  sin  a ,  tang  a ,  corde  a, 
et  celles  de  leurs  logarithmes  tabulaires ,  puis  substituez-les  dans 
les  développements  que  nous  avons  formés,  en  les  bornant  tou- 
jours à  leurs  deux  premiers  termes  que  nous  avons  reconnu  de- 
voir toujours  suffire  pour  un  arc  d'une  telle  amplitude.  Il  en  ré- 
sultera l'ensemble  des  formules  approximatives  suivantes  : 

I  A^  I  A* 

sinA=:A  — g-,  tangA  =  A-f.--, 

A       .•    A_L_**"^'^  A       .        A       itang^A 

A  =  smA-+-^  -FT"'  A=rUngA  — - — ^ 

6    R'  ^  3      R 


7        ' 


I   A* 
-7^9  A=:coraeA-| j- — — 

24  R  24      R= 


cordeA  =  A -751'  A=:cordeA-|-    '  \^^^  ^    L 


logsinA=:logA  — g- ,  log  tang  A  =  log  A -h  -  ~ , 

1       .     .       A  sin'A  ,  kxskup^k 

log  A  =  logsin  A  +  g  -^ ,  log  A  =  logUng A- 1  ^^^ , 

log  corde  A  =  I«g  A  -  ^  =-' ,  log  A  =  log  (corde  A)  +  -1  (S^ï^ 
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pù  il  faut  toujours  se  rappeler  que  l'on  a ,  en  se  bornant  à  dix  do- 
ci  maies  ^ 

^=0,4342944819,      log^=r  1,6377843113. 

On  peut  remplacer  le  rayon  R  par  sa  valeur  en  fonction  du  de- 
gré sexagésimal,  mesuré  sur  le  cercle  auquel  Tare  A  appartient. 
Car,  soit  D(**)  la  longueur  de  ce  degré  exprimé  dans  la  même  espèce 
d'unités  linéaires  que  A.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  la 
page  42  (note) ,  si  Ton  fait,  par  abréviation , 

180 
u 
on  aura 

R  =  mD<«)       et       logw=  1,75812  26324- 

Toutes  ces  expressions  ont  été  données  par  Delambre  dans  le  tome  II 
de -l'ouvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique  décimal.  liCur 
principal  avantage  consiste  en  ce  que ,  lorsqu'on  veut  calculer  leur 
premier  membre ,  par  Télément  du  second  qui  se  trouve  actuelle- 
ment donné,  la  partie  principale  de  la  valeur  cherchée  s'obtient 
immédiatement  par  celle  de  cet  élément  même,  et  le* rayon  R 
n'entre  que  dans  les  termes  correctifs,  toujours  très-pelîts.  Ainsi 
la  longueurlinéaire  de  ce  rayon,  ou  du  degré  DC**^  qui  le  représente, 
n'a  pas  besoin  d'être  connue  avec  la  dernière  rigueur,  mais  seule  - 
ment  par  une  évaluation  approximative.  Gela  est  rendu  évident 

par  la  petitesse  du  facteur  —  ou  —  qui  affecte  tous  ces  termes,  et 

qui  atténue  ainsi  les  erreurs  que  l'on  aurait  pu  commettre  dans 

A 

l'appréciation  du  degré  D("),  le  rapport  --r-:  devant  être  toujours 

moindre  que  2.  Alors,  quand  on  applique  ces  formules  à  des  me- 
sures d'arcs  méridiens ,  effectuées  dans  une  région  quelconque  de 
la  terre,  on  pourrait,  comme  première  approximation,  calculer 
les  termes  correctifs,  en  donnant  au  rayon  R  la  valeur  que  Ton 
conclur^ut  de  ces  mesures  mêmes ,  en  faisant  d'abord  abstraction 
de  ces  termes;  sauf  à  les  recalculer  de  nouveau  plus  exactement 
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lorsque  rensemble  de  tous  les  résultats  aurait  fait  mieux  connaître 
la  valeur  locale  qu'il  convient  de  lui  attribuer.  Mais,  dans  Tétat  ac- 
tuel de  la  géodésie,  ces  valeurs  du  rayon  R,  très-peu  différentes  les 
unes  des  autres ,  sont  déjà  connues  partout  assez  approximative- 
ment par  les  opérations  déjà  faites,  pour  qu'on  puisse  les  employer 
de  prime  abord  dans  le  calcul  des  termes  correctifs ,  sans  passer 
par  le  détour  de  la  première  évaluation  que  l'on  obtiendrait  en  les 
négligeant  ;  et  cette  conception ,  qui  ne  fait  que  prévenir  les  con- 
séquences d'une  rectification  ultérieure ,  permet  d'arriver  directe- 
ment aux  résultats  locaux  définitifs,  sans  avoir  l'inconvénient  d'un 
cercle  vicieux. 

69 .  Il  n'y  a  que  deux  cas  où  il  devient  indispensable  d'avoir  les 
valeurs  locales  de  E  ou  de  D(°^  avec  une  plus  grande  exactitude. 
C'est  lorsque^  Tare  A  étant  donné  en  mesures  linéaires,  on  veut  en 
conclure  Tangle  au  centre  correspondant  a  en  secondes ,  par  son 

A 

expression  algébrique  ol  =  -  R'^,  sans  le  déterminer  astronomie 

R 

quement  par  la  mesure  de  l'angle  céleste  compris  entre  les  normales 

qui  le  contiennent;  ou,  réciproquement,  lorsque  a  étant  ainsi 

donné .  on  veut  en  conclure  rare  A  par  rexpression  inverse  A=î^. 

R 

Alors,  pour  effectuer  exactement  de  pareilles  conversions,  où  le 
rayon  local  R  entre  avec  toute  sa  valeur,  il  faut  avoir  préalable- 
ment déterminé  la  figure  générale  de  la  terre,  avec  assez  d'univer- 
salité ,  comme  de  précision ,  pour  pouvoir  assigner  théoriquement 
la  longueur  absolue  du  rayon  R  en  un  point  donné,  par  exemple 
au  pôle ,  ainsi  que  les  lois  de  ses  variations  à  partir  de  ce  point. 
Mais  on  verra,  dan^  les  sections  suivantes,  que  l'on  arrive  à  ces 
deux  résultats  sans  avoir  besoin  d'effectuer  des  conversions  pa- 
reilles ;  ce  qui  les  ramène  à  n'être  que  des  applications  finales^  et 
exclut  tout  cercle  vicieux  dans  la  marche  par  laquelle  on  y  par- 
vient. €'est  ce  que  j'ai  voulu  faire  pressentir,*  de  peur  ijue  cette 
idée  ne  s'o^e  à  l'esprit  du  lecteur. 

64.'  Après  ces  préparations  générales,  je  reviens  à  l'opération 
de  Pensylvanie;  et,  avec  le  secours  des  formules  que  nous  venons 
d'établir,  je  vais  calculer  la  correction  qu'il  faut  faire  à  l'arc  oblique 
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S,  S,  de  \aLjig.  1 1 ,  pour  obtenir  Tare  M,  S2  du  méridien  de  la  der- 
nière station  qui  est  compris  entre  les  mêmes  parallèles  terrestres. 
Cette  recherche  nous  sera  ultérieurement  très-utile.  Car  un  calcul 
exactement  pareil  se  représente  dans  toutes  les  opérations  analo- 
gués  que  nous  aurons  à  considérer,  non-seulement  quand  on  ar- 
rive à  leur  terme  final ,  mais  même  pour  projeter  sur  le  méridien 
les  diverses  portions  d'arcs  sphériques  qui  les  composent ,  lesquels 
sont  toujours  plus  ou  moins  obliques  à  cette  direction. 

Pour  éviter  les  confusions  de  lignes ,  je  reproduis  séparément 
ici  ce  système  d'arcs  dans  la^f^.  12,  en  Y  y  plaçant  sur  la  même 
sphère  locale  dont  le  rayon  polaire  est  CP,  J*y  ajoute  cette  spécifi- 
cation de  localité  par  anticipation ,  puisque  y  dans  cette  première 
épreuve ,  qui  ne  sera  qu'approximative  ,  nous  pourrions  considé- 
rer la  surface  terrestre  régularisée  comme  étant  absolument  sphé- 
rique,  et  décrite  avec  un  rayon  constant.  Mais  il  n'en  coûtera  pas 
plus  de  nous  mettre,  dès  à  présent,  dans  Thypothèse  plus  géné- 
rale d'une  sphère  osculatrice  variable,  sauf  à  voir  si  nous  pour- 
rons déterminer  son  rayon  local  avec  une  approximation  suffisante 
pour  Fusage  que  nous  en  voudrons  faire ,  on  si  nous  devrons  nous 
résoudre  à  négliger  d'abord  cette  modification  de  localité.  Ici,  cette 
sphère  sera  caractérisée  par  la  condition  de  se  confondre  sensible- 
ment avec  la  surface  terrestre  dans  la  petite  étendue  superficielle 
où  l'on  a  mesuré  l'arc  Si  Sa ,  et  d'avoir  son  rayon  polaire  CP  pa- 
rallèle à  l'axe  de  rotation  du  ciel.  Alors  ce  sera  sur  sa  superficie 
que  nous  construirons  le  triangle  sphérique  Si  S^Mi,  dont  le  côté 
S,  Mt  représentera  la  direction  du  méridien  de  Si,  avec  lequel  l'arc 
Si  Ss  forme  l'angle  observé  /.  Quel  que  puisse  être  le  rayon  de  cette 
sphère  osculatrice ,  je  le  représente  par  R ,  en  le  concevant  ex- 
primé dans  les  mêmes  espèces  d'unités  de  longueur  qu'on  a  em- 
ployées pour  mesurer  l'arc  S,  Sj. 

Maintenant,  du  point  Si,  le  plus  boréal  de  l'oblique  S. S,,  je 
mène ,  sur  notre  sphère ,  un  arc  de  grand  cercle  S 1 N ,  perpendicu- 
laire au  méridien  S3M1.  Le  triangle  polaire  PS|N  ayant  FSi  pour 
hypoténuse,  PN  sera  moindre  que  PS  1 ,  parce  que  l'angle  en  P  est 
nécessairement  très-p«tit  ;  et  comme  PMi  est  égal  à  PS| ,  par  con- 
struction ,  puisque  les  points  Si ,  M|  doivent  appartenir  à  un  même 
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parallèle  terrestre ,  MiN  sera  situé  sur  le  prolongement  de  S3M1 , 
en  se  rapprochant  du  pôle,  ainsi  qti'.on  l*a  représenté  dans  la 
%are.  Gela  posé,  je  vais  d'abord  calculer  Tare  total  S2N.  Je  dé- 
terminerai ensuite  la  longueur  de  Tare  Mi  N ,  par  la  oonditioB  que 
les  deux  points  Mi ,  S|  soient  également  distants  du  pôle  sur  leurs 
méridiens  respectifs.  Alors,  S3N  —  M|  N  sera  la  longueur  cherchée 
de  l'arc  méridien  S  3  M 1 . 

Les  trois  arcs  de  grands  cercles  S,  S3,  SiN,  S2N,  forment  sur 
notre  sphère  ,  dont  le  rayon  est  R ,  un  triangle  sphérique ,  rec- 
tangle en  N ,  dans  lequel  on  connaît  Thypoténuse  Si  S3 ,  que  je 
nomme  A ,  avec  l'angle  adjacent  SiSaN  égala  3** 43'  3o",. que  j'ap- 
pellemi  /.  On  cherche  le  côté  S2N  que  je  désignée  par  A',  et  lo  côté 
S|N  que  je  désigne  par  â'.  Pour  ne  pas  introduire  explicitement 
dans  le  calcul  l'espèce  particulière  d'unités  lii^éaires  dans  lesquelles 
l'arc  A  est  exprimé ,  et  qu'il  faudrait  aussi  appliquer  au  rayon  R ,  je 
mène  idéalement ,  à  partir  du  centre  G ,  trois  rayons  9  ou  verticales, 
dirigées  aux  points  S| ,  S, ,  N  ;  puis  je  les  coupe  par  une  sphère  con- 
centrique à  la  première ,  et  décrite  d'un  rayon  égal  à  i .  Joignant 
les  trois  points  d'intersection  par  des  arcs  de  grands  cercles ,  je 
forme  ainsi^  sur  cette  sphère  centrale,  un  triangle  sphérique  sem- 
blable à  Si  Sa  N,  dont  je  désigne  les  côtés  respectivement  homolo- 
gues par  oc,  a',  S\  l'angle  i  étant  commun.  Lorsque  a'  et  S'  seront 
connus  en  a  et  / ,  sur  la  sphère  centrale ,  la  proportionnalité  des 
lignes  homologues ,  dans  les  figures  semblables ,  donnera  évidem- 
ment 

(S)'  A  =  Ra,        A'  =  Ra',        A'  =  R^'. 

Alors,  pour  obtenir  A'  et  A'  en  mesures  linéaires,  il  ne  i*estera 
plus  qu'à  connaître  le  rayon  R  dans  ces  mêmes  unités  de  mesures, 
soit  exactement ,  si  cela  est  indispensable,  soit  avec  une  approxi- 
mation suffisante,  si  nous  pouvons  limiter  son  influence  à  de  petits 
termes  correctifs ,  en  l'éliminant  des  parties  principales  de  A'  et 
de  A',  par  sa  relation  avec  l'arc  A  qui  est  connu.  Or,  ce  dernier 
cas  est  heureusement  celui  que  notre  calcul  va  réaliser. 

68.  La  résolution  du  triangle  central  reptre  dans  le  troisième 
cas  des  triangles  sphériques  rectangles ,  que  Legendre  a  considérés 
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dans  son  Traité  de  Géométrie,  En  y  adapUnt  les  formules  qu'il 
donne,  on  trouve 

{s)  tang  a'  ;=  Ung  a  cos  / ,       sin  ^  '  =  sin  a  sin  i. 

Si  Ton  voulait  résoudre  immédiatement  ces  équations  par  les 
Tables  de  sinus  et  de  tangentes,  il  faudrait  y  remplacer  l'arc  a  de 
la  sphère  centrale  par  sa  valeur  angulaire ,  qui ,  exprimée  en  se- 

condes,  serait—  R".  Cela  exigerait  donc  déjà  la  connaissance 

exacte  du  rayon  R  pour  l'employer  comme  diviseur  dans  cette 
conversion.  Lorsque  les  arcs  a',  ^'  seraient  ainsi  connus  en  valeurs 

angulaires ,  il  faudrait  former  leurs  valeurs  abstraites  ^,9—^,9  puis 

R     R 

les  multiplier  par  R  pour  avoir  A'  et  A',  ce  qui  donnerait  à  l'éva- 
luation de  R  une  influence  inverse  dans  ces  deux  calculs.  Il  est 
donc  très-désîrable  d'éluder  les  erreurs  que  l'inexactitude  de  cette 
évaluation  produirait  dans  ces  opérations  réciproques;  et  cela  doit 
être  au  moins  essentiellement  possible  pour  de  petits  arcs  tels  que 
ceux  que  nous  considérons,  puisque,  s*ils  étaient  si  petits  qu'on  pût 
les  considérer  comme  proportionnels  à  leurs  sinus  et  à  leurs  tan- 
gentes, le  rayon  R  disparaîtrait  évidemment  tout  à  fait  de  leurs 
relations  mutuelles.  Or,  en  effet,  ce  caractère  spécial  de  petitesse 
permet  de  dégager  la  partie  principale  de  A'  et  de  A',  qui  est  indé- 
pendante de  sa  valeur. 

66.  Pour  cela,  les  arcs  a,  a',  5'  devant  toujours  être  ici  moin- 
dres que  2  degrés  ou  7200  secondes ,  je  leur  applique  les  déve-  * 
loppements  restreints  que  nous  avons  établis  dans  la  page  60. 
J'exprime  ainsi  d'abord  l'arc  a'  par  sa  tangente  qui  est  donnée  dans 
la  première  des  équations  {s) ,  et  j'obtiens 

a'  =  tang  a  cos  /  —  \  tang^  a  cos^  1. 

Maintenant,  dans  le  second  membre  9  je  remplace  tang  a  par  son 
développement  en  a,  qui,  restreint  de  même  à  ses  deux  premiers 
termes,  est 

tanga  =  a-|-|a3; 

et ,  en  bornant  cette  substitution  aux  puissances  de  a  qui  jn'ex- 
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cèdent  pas  la  troisième ,  pour  rester  dans  les  mêmes  limites  d'ap- 
proximation, j*ai  finalement 

a'  =  a  <JoS  I  +  j  a^  cos  i  sin^  i . 

Opérant  de  même  sur  la  deuxième  des  équations  (s) ,  j'exprime 
d^abord  Tare  9'  par  son  sinus  qui  est  donné,  et,  en  me  bornant 
toujours  aux  deux  premiers  termes  du  développement,  j'ai 

9'  =  sin  a  sin  I  -+-  -J-  sin'  a  sîn^  /  ; 

alors  je  remplace  sin  a  par  son  développement  en  et  qur  est  dans  les 
mêmes  termes 

sin  a  =  a  —  ^  a'  ; 

et ,  en  me  restreignant  toujours  à  la  même  limite  d'approximation, 
j'obtiens  finalement 

5'  =  a  sin  i  —  -J  a^  sin  «  cos'  i. 

Maintenant,  pour  reporter  ces  résultats  sur  notre  sphère  oscula- 
trice,  dont  le  rayon  est  R,  il  faut  y  remplacer  les  arcs  a,  a',  S', 

par  leurs  valeurs  --9  r^^  —•  Alors  un  .des  facteurs  ~  disparaît  des 

R     R    R  R 

deux  membres  de  chaque  égalité  comme  leur  étant  commun  ,  cl 

l'on  a 

I  A^  1  A^    . 

A'  =  A  cos  '  -H  5  —  cos  i  sin'  /  ;     A'=:  A  sin  1  —  g  —  sin  i  cos^  i- 

Les  premiers  termes  de  ces  expressions,  qui  forment  la  portion 
principale  des  valeurs  cherchées,  sont  évidemment  ceux  que  l'on 
obtiendrait  si  l'on  résolvait  le  triangle  terrestre  SiS,N  comme  s'il 
était  rectiligne.  C'est  ce  qu'a  fait  l'astronome  anglais  Maskelyne ,  en 
calculant  cette  opération,  se  fondant  sans  doute  sur  rextrême 
petitesse  de  l'angle  i.  D'après  notre  calcul ,  plus  général  i  on  voit 
que  ces  prertiiers  termes  sont  seuls  indépendants  du  rayon  R, 
dont  le  carré  reste  comme  diviseur  dans  ceux  qui  leur  sont  asso- 
ciés. Mais  lorsque  les  amplitudes  des  arcs  A  sont  aussi  restreintes 

A' 
que  nous  le  supposons,  l'excessive  petitesse  du  rapport  —  fait 
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que  ces  derniers  termes  peuvent  être  calculée  avec  toute  la  pré- 
cision nécessaire,  d'après  la  connaissance  approximative  que  Ton 
a  toujours  du  rayon  B.  Ici,  en  particulier,  la  petitesse  de  ce  rap- 
port est  telle ,  qu'on  peut  le  calculer  sans  erreur  appréciable  avec 
la  valeur  de  R  qui  se  déduirait  du  degré  D(®),  immédiatement  éva^ 
lue  en  résolvant  le  triangle  S1S3M1  comme  rectiligne ,  et  supposant 
que  le  côté  S,  M,  se  confond  avec  la  perpendiculaire  S|  N.  D'après 
ce  que  j'ai  montré  dans  la  note  annexée  à  la  page  55,  cette  déter- 
mination approximative  donnerait,  en  pieds  anglais,  D^^)  égal  à 
36878  iP^,8i  ;  et  de  là  on  déduit ,  dans  Ja  même  espèce  de  mesures, 

R=:wDCO;  donc,  logR  =  logw-+-logD(°)  =  7,3189636. 

Malgré  la  petite  inexactitude  qui  peut  affecter  cette  expression  de 
R,  elle  nous  suffira  parfaitement  pour  calculer  nos  petits  termes 
correctifs ,  comme  je  le  prouve  matériellement  ici  en  note  (*).  En 


(*)  Pour  confirmer  matériellement  Tassertion  ioi  émise  dans  le  texte,  je 
vais  calculer  les  termes  correctifs  de  A'  et  de  A',  en  attribuant  à  D(o)  la  va- 
leur finale  36377 iP*^^,  qui  se  déduit  de  la  mesure  des  arcs,  après- les  réduc- 
tions eiactement  faites.  Je  montrerai  ensuite  que  ces  mêmes  termes  s'ob- 
tiendraient sans  différence  appréciable ,  dans  Tordre  de  décimales  qu'on  y 
conserTe,  si  on  les  calculait  en  prenant  pour  D(o)  la  première  évaluation 
approximative  36378iP^,8i  ;  cela  suilira  pour  faire  disparaître  toute  appa- 
rence de  cercle  vicieux.  Mais,  en  général,  dans  cette  question  comme  dans 
tottteantre,  où  Ton  craindrait  qu'une  évaluation  imparfaite  de  D(«)  ne  pût 
entraîner  quelque  erreur  dans  l'appréciation  de  termes  correctifs ,  comme 
ceux  que  nous  avons  ici  à  considérer,  on  appliqueraitd'abord  aux  arcs  ob- 
servés les  corrections  obtenues  avec  cette  valeur  imparfaite,  ce  qui  condui- 
rait à  une  seconde  évaluation  de  D(^  beaucoup  moinfl  fautive,  avec  laquelle 
on  calculerait  de  nouveau  ces  mêmes  corrections  ;  et  si  elles  différaient  sen- 
siblement des  premières  qne  Ton  avait  obtenues,  on  recommencerait  un 
troisième  calcul  pareil,  puis  un  quatrième,  jusqu'à  ce  qu'on  n'y  trouvât 
plus  que  des  variations  négligeables.  Ici  ces  détours  sont  inutiles ,  comme  on 
va  le  voir,  à  cause  de  la  petitesse  de  l'angle  t,  qui  rend  la  première  approxi- 
mation très-suffisante  ;  et  je  n'y  emploie  la  valeur  exacte  de  D(o>  que  pour 
présenter  le  calcul  définitif  tel  quVn  l'effectuerait,  par  une  approximation 
finale,  dans  d'autres  ces  où  Ton  en  aurait  reconnu  la  nécessité. 

Les  données  du  calcul  numérique  seront  donc  ici 

A=  43401  iPds,6,    I  =  3o43'3o%    0(0)  =  363771,    log  d  =  i ,7581226324. 
l'our  pouvoir  l'effectuer  avec  les  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales,  je 
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rappliquant  à  nos  deux  formules,  et  effectuant  aussi  le  calcul  di- 
rect de  leurs  premiers  termes  avec  les  valeurs  dç  A  et  de  i  qui  sont 
données ,  on  trouve 

A'  =  433o94p*»,692^-oi^  ,264=433o94p*%956; 
A'=r   281961^,747  —  2i^%o29=  28i94p*",7i8. 

change  cos  i  en  1  —  asin*  \  i  dans  le  terme  de  A'  où  ce  cosinus  a  pour  fac- 
teur Parc  A  ;  alors  les  formules  à  évaluer  sont 

I     A'  *  I     A" 

A'=A— aAsin*{»-*-ô— îfw:;rï«08i8in%         A'=A8in<— 5— -;r— -rsinîcos'j. 

Voici  le  type  des  opérations,  avec  des  logarithmes  à  sept  décimales  : 

lo.  Calcul  de  A', 

'logA  =  5,6376013  logA*  =i6y9ia5o39  log  3  =  o,477i3i3 

loga  =  o,3oio3oo  logcosi  =1,9990815  ^^^*  =  3,5160453 

logsiuHê  =  3,o2379J4  logsinn  =  3,6a53954  logD(o)«  =  ir^i2^ 

3,9623^57  14,5369808  i5,ii5om8 

pdf                        i5,ii5oa28 
aAsin*|i...        916,908  , 

A 434011 ,6  r,4!ii958o 

Acosi 433oq4,6q2  i      A*         ....     «t    *•/ 

t    ^^'^  -^cosisin'i.  oP'',2642i. 

Terme  corr.      -f-  0,264  3w"  D(»)»  '     ^ 

A' 433094,966        ^"  trouverait,  pour  ce  terme,  ol^ ,26420  si  oa 

le  calculait  en  donnant  à  DC^)  la  vaUuir  ap- 
proximative 36378iP*^»,8i. 

*  2*.   Calcul  de  A'. 

log  A  =  5, 637501 3       log  A'  =16,9126039    log3w»DW  =  i 5,1 160228 

logsin  £  =  2,8126977    log  sine  =  2,8126977  log  2=  o,3oio3oo 

4,4601990    logcos'i  =  r,998i63o  1 5, 4160618 

...         nJl^%  15,7233646 

Asmt...  28196,747  x5,4i6o528 

Terme  corr. .     —  2 ,029  

.     ■— — ' 0,3073118 

^ 28194,718  ' 

On  trouverait,  pour  ce  terme,  2P***, 02902,  si 
on  le  calculait  en  donnant  à  D(^)  la  valeur 
approximative  36378 iP***,8i. 
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La  petitesse  excessive  de  ces  termes  correctifs  justifie  ainsi  tou- 
tes nos  prévisions. 

67.  L*arc  A'  ou  Sa  N  de  la  fig.  1 2  étant  connu,  il  reste  à  trouver 
M,N  qu'il  faut  en  soustraire.  Pour  cela,  je  remarque  que  le  point 
M|  devant  être  sur  le  parallèle  de  S,,  par  définition,  Tare  PM,, 
compté  du  pôle  P  sur  notre  sphère  osculatrice,  est  égal  à  PS»,  qui 
représente,  sur  cette  même  sphère,  la  distance  du  point  Si  au 
pôle  P.  Gomme  la  condition  de  tangence  est  supposée  sensible- 
ment remplie  dans  la  petite  étendue  superficielle  du  triangle  Si  NS2, 
le  rayon  CS|  de  la  sphère  tangente  coïncide  avec  la  normale  terrestre 
en  Si ,  et  se  dirige  ainsi  extérieurement  au  zénith  de  ce  point.  En 
outre,  le  rayon  CP  de  cette  sphère  est  censé  dirigé  au  pôle  de  rota- 
tion de  la  sphère  céleste.  Ainsi ,  à  cause  de  la  petitesse  infinie  de 
la  terre ,  la  distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith ,  qui  s'ob- 
serverait en  Si ,  et  que  je  désignerai  par  d',  est  égale  à  Tangle 
S|CP,  que  Tare  PSi  soutend  au  centre  de  la  sphère  tangente.  A  la 
vérité ,  Tangle  d'  n'est  pas  ici  connu  par  des  observations  astrono- 
miques, qui  auraient  été  faites  précisément  en  Si.  Mais  je  montrerai 
tout  à  l'heure  qu'on  peut ,  avec  une  approximation  suffisante,  le 
déduire  des  observations  de  ce  genre  effectuées  à  la  station  la  plus 
boréale  S ,  J!g,  1 1 ,  en  les  combinant  avec  la  longueur  de  Tare  me- 
suré entre  S  et  Si ,  suivant  la  direction  S  Si  du  méridien  même. 
D'après  cela,  nous  pourrons  considérer  d'  comme  donné,  et  le 
supposer  représenté  par  sa  valeur  abstraite  exprimée  en  parties 
du  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  de  longueur.  Alors  Kd'  expri- 
mera la  longueur  de  l'arc  homologue  PS|,  sur  la  sphère  osculatrice 
que  nous  considérons.  Je  représenterai  cet  arc  par  D',  et  je  dési- 
gnerai par  n'  l'arc  P  N ,  qui  est  sa  projection  sur  le  méridien 
PM,Sj.  Nous  venons ,  en  outre,  de  déterminer  l'arc  perpendicu- 
laire Si  N ,  que  nous  avons  nommé  A'.  Si,  avec  ces  éléments,  on 
parvient  à  déterminer  P  N ,  on  aura,  par  différence,  MiN  égala 
PS, —  PN  :  ce  sera  l'inconnue  cherchée. 

68.  Les  trois  arcs  D',  II',  A'  forment  sur  la  sphère  osculatrice 
un  triangle  sphérique  rectangle  en  N.  Si  donc,  comme  tout  à 
l'heure ,  on  conçoit  trois  verticales  menées  du  même  centre  C  aux 
points  S|,  N  et  au  pôle  P  ,  elles  couperont  la  sphère  dont  le  rayon 
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est  1 9  en  trois  points  correspondants,  qui  formeront ,  sur  ceUe^l, 
un  triangle  sphérique  rectangle  dont  je  désigne  parrf',  ir',^',  les 
côtés  respectivement  homologues  à  IV,  n',  â'.  Alors ,  en  nommant 
toujours  R  le  rayon  de  notre  sphère,  on  aura  encore,  par  propor- 
tionnalité , 

D'  =  R^';     n'  =  Rir';     A'  =  R^. 

Si ,  par  la  résolution  du  triangle  central,  on  obtient  ir'  en  fonction 
de  ^'  et  de  S'  qui  sont  connues,  on  en  conclura,  par  Téliminationj 
les  valeurs  de  n'  en  fonction  de  D'  et  de  A',  quantités  dont  la  se- 
conde est  déjà  trouvée,  et  dont  la  première  se  déduirait  ded'  si  Ton 
avait  la  connaissance  exacte  du  rayon  R.  Maison  va  voir  qu'ici, 
comme  dans  l'exemple  précédent,  la  quantité  M|  N  ou  n' —  D',  que 
nous  avons  seule  besoin  d'évaluer,  pourra  se  déduire  de  ces  don- 
nées, sans  exiger  autre  chose  que  l'évaluation  approximative  de  ce 
rayon,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage. 

69.  Or,  l'hypoténuse^'  du  triangle  central  étant  supposée  con- 
nue ainsi  que  ^',  on  tombe  sur  le  premier  cas  des  triangles  sphéri- 
ques  rectangles,  que  Legendre  considère  dans  sa  Géométrie,  Donc, 
en  désignant  aussi  par/?  Tangle  polaire  NPSt  qui  est  commun  au 
triangle  central  et  au  triangle  terrestre ,  on  aura 

,        cosrf'  sin  ^' 

cos  tt'  =r    —  •  sm/?  =  -: — -. 

cos  5'  '^        sm  fV 

^ou&  venons  de  reconnaître  que  A'  est  un  arc  terrestre  de  peu  de 
longueur;  ^'  sera  donc  aussi  un  petit  arc  de  la  sphère  centrale. 
Cette  circonstance  se  représente  dans  toutes  les  opérations  de  ce 
genre;  c^r,  autant  que  les  localités  le  permettent,  on  tâche  de 
prendre  la  station  extrême ,  ainsi  que  les  intermédiaires ,  peu  dis- 
tantes du  méridien  primitif,  afin  qu'on  puisse,  avec  assez  d'ap- 
proximation ,  les  supposer  comprises  sur  les  sphères  qui  sont  suc- 
cessivement osculatrices  aux  diverses  parties  de  ce  mendia .  ^' étant 
ainsi  toujours  un  petit  arc,  rr'  diffère  peu  de  d'.  C'est  pourquoi , 
au  lieu  de  chercher  la  valeur  absolue  de  W  par  son  connus ,  il  est 
préférable  de  chercher  l'excès  de  d^  sur  w'  qui  répond  précisé- 
mept,  p^  proportionnalité,  à  Tare  M.N  que  Ton  veut  connaître  j 
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et  la  petitesse  de  $^  permet  de  l'obtenir. par  une  approximation 
aussi  exacte  que  facile.  Pour  le  mettre  en  évidence,  faisons 

ir'  =  c/'  —  x; 

a:  sera  l'excès  cherché.  Alors ,  en  formant  cos  7t'  d'après  cette  ex- 
pression ,  et  le  substituant  dans  l'équation  qui  donnait  sa  valeur, 
elle  devient 

/  \                           if             .     •     j/    •             cosd' 
II)  cos  a'  cos  X  -f-  sin  a'  sin x  = ^' 

^  '  cos  o' 

Il  faut  madnteiiant  dégager  l'inconnue  x  qui  se  trouve  enveloppée 
à  la  fois  sous  les  signes  de  sinus  et  de  cosinus ,  circonstance  que 
Ton  a  très-souvent  occasion  de  rencontrer  dans  les  applications  de 
l'astronomie.  Cette  opération  conduit  nécessairement  à  une  équa- 
tion du  second  degré  en  sin  x ,  ou  tang  y  x ,  que  l'on  résout ,  soit 
avec  rigueur,  par  une  extraction  de  racine ,  soit  approximative- 
ment ,  par  des  séries  qui  peuvent  atteindre  une  exactitude  indéfinie. 
Je  rejette  ces  détails  dans  une  Note  placée  à  la  fin  de  la  présente 
section;  mais  j'exposerai  ici  un  raisonnement,  applicable  à  tous 
les  cas  de  ce  genre,  et  par  lequel  on  obtient,  sans  peine,  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  l'inconnue  x ,  ce  qui  suffit 
presque  toujours  dans  les  évaluations  que  l'on  veut  en  faire. 

Ce  raisonnement  se  fonde  sur  la  petitesse  prévue  de  l'arc  Xy 
par  conséquent  de  sin  a:,  laquelle  résulte  de  la  petitesse  de  l'arc ^^ 
Or  on  a,  en  général , 

cos X  =  (i  —  sin' x)^  =  i  —  -y  sin*  x  —  \  sin*  x,.,  ; 

cos  X  ne  diffère  donc  de  funité  que  par  des  termes  de  Tordre  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  de  sin  j;,  lesquels  sont  d'autant 
plus  petits  que  l'ordre  de  leur  puissance  est  plus  élevé.  D'après 
cela,  on  obtiendra  une  première  évaluation  approchée  de  sin  x ,  en 
faisant  cos  x  égal  à  l'unité  dans  l'équation  (i).  Effectuant  donc 
cette  substitution ,  et  dégageant  sin  x ,  on  obtiendra  d'abord 

.       _  cosd'   /  I  —  cos  ^^\  _      2sinH^'      . 
**"  "^  ~  sin  d'  \     cos  $'     /  "*  tang  d'  cos  9'  ' 
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et  par  suite ,  dans  le  même  ordre  d'approximation , 


2sin*|5' 

COS  X  =  i  — 


tang*  cf'cos'  5' 

Alors,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  ces  x  au  lieu  de  l'unité  dans 
l'équation  (i) ,  et  que  l'on  dégage  de  nouveau  sin  j:,  on  en  obtien- 
dra une  seconde  évaluation  plus  approchée ,  qui  sera 

2sin»|^'  2sin«{5' 

sm  X  = TT sr  -H 


tang  <f '  cos  S'       tang*  d*  cos*  5' 

Je  bornerai  cette  expression  aux  quatrièmes  puissances  de 
sin  y  ^',  ce  qui  sera  toujours  plus  que  suffisant  pour  les  applica- 
tions ,  et  même  j'expliquerai  tout  à  l'heure  pourquoi  je  la  pousse 
si  loin.  Alors  il  faudra  faire  cos  ^'  égal  à  i  dans  le  dénominateur 
de  son  second  terme  qui  est  déjà,  par  son  numérateur,  de  l'ordre  de 
petitesse  auquel  on  veut  s'arrêter.  Mais,  dans  le  premier  terme, 
qui  est  seulement  de  l'ordre  sin'  7  ^  ',  il  faudra  développer  le  fac- 
teur-  rr  en  sin  T  <î  '  de  la  manière  suivante  : 

cos  ^'  ' 

=  1  -f-  2  sin»  ^5'  H-  4  sin*  |^,  etc. 


cos  5'         I  —  2  sin*  y  ^' 

Mais  il  faut  s'arrêter  aux  deux  premiers  termes ,  puisque  celui  au- 
quel le  développement  doit  s'appliquer,  comme  facteur,  est  déjà  de 
l'ordre  sin*  |  ^'.  On  aura  donc  ainsi  finalement 

2  sin*  15'        ,/  I       \sin*|5' 

*^"*g  "  \         2tang*fl7  tang  a' 

Pour  revenir  de  sin  x  à  l'arc  x ,  on  peut  employer  le  rapport 
d'égalité  ;  car  la  différence  est  de  l'ordre  sin*  x  qui  répondaient  à 
des  termes  de  l'ordre  sin"  t  ^'9  lesquels  dépasseraient  les  limites 
de  notre  approximation  actuelle.  Par  le  même  motif,  on  peut 
remplacer  sin*  -j^  5'  et  sin*  y  5'  par|  5'*  et  -—  5'*.  On  aura  alors 

„  ,       I      5'*  I  /  1        \     5'* 

X  •=.  a'   —  TT    ; 


^"^4  V  "^atang'df'/ 


2  tang  rf'       4  \         ^  tang*  c?'/  tang  d' 
précisément  comme  on  l'obtiendrait  par  les  séries  générales ,  déve- 
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loppéès  en  note  à  la  fin  de  cette  section ,  en  les  limitant  aux  termes 
de  même  ordre.  Or,  nous  avons  trouvé  plus  haut,  page  74» 

^'  =  a  sin  «—  I  a^  sini  cos*  1  ; 

en  remplaçante'  par  cette  expression,  et  s'arrétant  aux  qua- 
trièmes puistonces  de  Tare  a  ,  on  trouve  finalement 

,,         ,       I    a'sin»!        I  /        ,       ,.  sin*j     \a*sin»i 

2  tangé/'        4  \  2tang»rf7  tangrf' 

Pour  transporter  ce  résultat  de  la  sphère  centrale  à  la  sphère  oscu- 

latrice,  dont  le  rayon  est  R ,  il  faut  y  remplacer  les  arcs  a,  d\  tt', 

A   D'    n' 
par  leurs   expressions   équivalentes   -?  —  ?  — —  La  valeur  de 

B.    B.      R. 

W  —  n  ',  ainsi  obtenue ,  exprimera  la  longueur  de  Tare  terrestre 
M,N,  que  nous  voulions  évaluer  dans  la  fig,  12.  C'est  la  dis- 
tance comprise,  sur  le  méridien  PS2,  entre  le  parallèle  de  la  sta- 
tion Si  et  Tare  Si  N,  mené  de  S|  perpendiculairement  à  ce  même 
méridien.  Toutefois  il  convient  de  laisser  d^  exprimé  par  sa  valeur 
angulaire  sous  le  signe  tang ,  parce  qu'il  se  présente  sous  cette 
forme  dans  le  calcul  numérique;  Après  cette  élimination,  un  des 

facteurs  -  disparaît  encore,  comme  commun  atix  deux  membres 

de  l'égalité ,  et  il  reste 

il  *T    ^/      w/      I    A'sin*!         1/         ^  siii^i    \     A*sin'i 

•  »     2Rtange/'      4\         '  2 tang» fi?7  Rotang </' 

Pour  l'application  particulière  que  nous  avons  ici  en  vue ,  le  pre- 
mier terme  de  cette  expression  donnera  une  évaluation  parfaite- 
ment suffisante.  On  s'y  est  même  généralement  borné  pour  les 
réductions  de  ce  genre  qui  se  présentent  dans  toutes  les  mesures 
d'arcs  méridiens.  Mais  il  ne  serait  pas  hors  de  possibilité  que  le 
second  terme  devint  nécessaire,  si  la  station  Si,  d'où  l'on  mène  Tare 
perpendiculaire ,  était  fort  rapprochée  du  pôle ,  ce  qui  donnerait 
à  tang  d'  une  valeur  fractionnaire  qui  agrandirait  les  termes  oiV 
elle  entre  comme  diviseur,  de  manière  à  rendre  sensibles  ceux  qui 

T.    III,  *  .  6 
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A* 
affectent  —  •   On  pourrait  même  concevoir  mathématiquement 
R 

des  valeurs  de  d' assez  petites  pour  que  la  série  qui  forme  le  déve- 
loppement de  sin  x devint  divergente,  9'  étant  donné.  Mais  les  me- 
sures d'arcs  méridiens  ne  pourront  jamais  être  faites  assez  près 
du  pôle  pour  que  ce  cas  se  réalise  ;  et  y  dans  les  opérations  habi- 
tuelles, il  sera  toujours  facile  de  constater  par  notre  formule  si  le 
terme  en  A*  est  sensible  ou  négligeable.  C'est  pour  ce  motif  théo- 
ricpie  que  j'ai  poussé  le  développement  jusque-<ià;  car,  dans  l'ap- 
plication particulière  que  nous  allons  en  faire ,  il  serait  complète- 
ment inutile  d'aller  jusqu'aux  A^ 

70.  Pour  réduire  le  second  membre  de  cette  formule  en  nom- 
bres, nous  pouvons,  comme  dans  l'évaluation  de  l'arc  A'  ou 
NS3 ,  attribuer  à  R  la  valeur  de  o^DC")  qui  nous  a  servi  alors,  et 
dans  laquelle  D  (**)  représente  la  longueur  locale  du  degré  du  mé- 
ridien déterminée  par  notre  pi^emière  approximation ,  ce  qui  nous 
a  donné,  en  pieds  anglais,  page  75, 

logR=  7,3189636; 

A 

car,  à  la  petitesse  du  rapport  :^ ,  se  joint  encore  ici  celte  du  fac- 

R 

teur  sin^i  qui  multiplie  les  termes  que  nous  voulons  évaluer. 
Mais  il  faut  aussi  connaître  l'angle  d'y  qui  est  la  distance  du  pôle 
au  zénith ,  dans  la  station  d'où  Ton  a  mené  l'arc  A'  perpendiculaire 
au  méridien  éloigné.  Or,  en  revenant  à  la^^.  12,  où  cette  sta- 
tion est  désignée  par  S| ,  on  n'y  a  pas  observé  l'angle  d'  ;  mais 
on  peut  le  conclure  ici ,  avec  une  approximation  suffisante ,  des 
observations  faites  à  la  station  plus  boréale  S ,  fig.  1 1 ,  puisque 
l'on  connaît  la  longueur  de  l'arc  méridien  SSi  qui  l'y  rattache. 
Eq  effet,  par  une  mesuration  directe,  cette  longueur  a  été  trouvée 
égale  à  io4988p^,4;  mais  il  faut  y  ajouter  aP^,2  ,  partie  pfopor* 
tionuelle  des  ioP^*,84  qu'on  doit  ajouter  à  l'arc  total  pour  ramener 
le  mesurage  à  la  température  de  i6®,25.  Elle  devient  ainsi 
1 04990  P^S6.  Alors,  sa  proportion  au  degré  local  £^proximatif  D^*"^ 

donnera  sa  valeur  angulaire  égale  à  1°    ^^^^^     ,  ou  o®  17'  19", 

000701 501  ^ 


PHYSIQUE.  ♦  83 

dont  la  station  Si  sera  plus  'éloignée  du  pôle  que  Li  station  S. 
Donc,  la  distance  du  pôle  au  zénith  en  S  étant  5o**3'4i"  par 
observation ,  elle  sera,  en  S, ,  plus  grande  de  cette  quanti  té,- c'est- 
à-dire  égale  à  5o**2i'o".  Telle  sera- donc  la  valeur  de  d'  dans 
t'es^ression  de  D' —  n'  ou  M|N.  11  est  facile  de  constater  par  le  cal- 
cul arithmétique  qu'une  petite  incertitude  sur  cet  élément  n'au- 
rait ici  qu'une  influence  inappréciable  sur  l'évaluation  de  Mi  N , 
à  cause  de  la  petitesse  de  A  et  de  sin  i ,  ce  qui  nous  soustrait  à  la 
nécessité  de  connaître  le  rayon  R  aussi  rigoureusement  que  cela  est 
nécessaire  en  général  pour  des  conversiions  pareilles  >  comme  nous 
l'avons  expliqué  plus  haut,  page  7 5. 

71.  D'après  cela,  dans  l'application  particulière  que  nous  avons 
en  vue ,  les  données  du  calcul  seront 

A  =  434oiiPd%6,       /=  3»43'3o",      d'  =  5o«2i'o"; 

et,  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  formule  qui  est  le  seul 
appréciable ,  on  trouve 

A*  .     .  . 

Le  terme  en—  serait  ici   complètement  insensible.  MiN  étant 

connu ,  on  le  retranchera  de  NS>  ou  A'  que  nous  avons  calculé 
tout  à  l'heure ,  ce  qui  donnera  MiS^.  Alors  l'arc  méridien  total, 
MM1S2 ,  fig^  1 1  ,  compris  entre  les  parallèles  des  stations  ex- 
trêmes S,  Si»,  s'obtiendra  définitivement  comme  il  suit  : 


• . 


6., 
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« 


Arc  méridien  compris  entre  la  station  Sj, 

et  rintersection  du  grand  cercle ,  mené 

de  Si  perpendiculairement  au  méridien  p^, 

de  S, S,N  =  433094^96 

Réduction  au  parallèle  de  la  station  Si , 

soustraçtive MiN  =  i5,8i 

Portion  de  l'arc  méridien  compris  entre 

les  parallèles  de  Si  et  de  S} S2M,  =  433079,  i5 

Première  portion  d*arc  méridien  ,  mesuré 

directement  de  S  à  S| ,  transportée  sur 

le  méridien  de  S2 « MMt  ::=  104988^4^ 

Longueur  totale  de  l'arc  méridien  compris 

entre  les  parallèles  de  S  et  de  S3 MSi    =  538067 ,55 

Correction  additive  pour  ramener  le  mesu- 

rage  à  la  température  de  16% 25 10,84 

Arc  méridien  total  évalué  en  pieds  anglais,    . 

à  la  température  centésimale  de  1 6°,  25 .      .  53807  8 ,  Sg 

C'est  le  nombre  que  j'ai  rapporté  par  anticipation  dans  la  page  56. 
En  le  combinant  avec  l'amplitude  céleste  i°28'45",  comprise  entre 
les  normales  qui  le  limitent ,  on  en  tire  la  longueur  du  degré  D° 
égale  à  3637711^, 3  que  j'ai  restreinte  à  3637711^  en  nombres 
ronds.  La  différence  n'a  aucune  importance,  étant  fort  au-dessous 
des  incertitudes  que  le  mesurage  de  Tare  total  comportait;  et  je 
n'ai  rapporté  tous  les  détails  de  ces  calculs  avec  tant  de  soin,  que 
pour  offrir  l'exemple  des  réductions  que  de  pareilles  opérations 
nécessitent  toujours,  même  dans  un  cas  de  mensuration  directe , 
tel  que  celui-ci. 

72.  Pour  compléter  Fexposé  des  particularités  qui  s'y  ratta- 
chent ,  il  resterait  à  considérer  l'équation 


sin^' 


sm  d^ 
laquelle  donne  l'angle  au  pôle  P  compris  sur  la  sphère  tangente , 
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entre  kl  méridien  de  S2  et  le  méridien  d*une  autre  station  Si  séparé 
de  celui-là,  par  un  arc  de  grand  cercle  StN  oh  A'  qui  lui  est  p«r- 
pcndiculaire.  Te^pliquerai  plus  loin  Fnsage  général  qu'on  fait  de 
celte'  formule  pour  définir  les  positions  relatives  des  poims  de 
la  surface  terrestre ,  par  des  coordonnées  de  ce  genre  A'  et  p. 
En  ee  moment  je  veux  seulement  faire  remarquer  que,  lorsqu'on 
veut  tirer  d'une  pareille  équation  la  valeur  de  l'angle  p  en  parties 
de  la  graduation  du  cercl6 ,  par  Temploi  des  Tables  de  sinus  9  il 
faut  y  exprimer  les  arcs  ^'  et  ^'  de  la  sphère  centrale ,  en  parties 
de  cette  même  graduation ,  et  non  pas  en  parties  du  rayon  de  cette 
sphère.  Ici  d' nous  est  déjà  donné  ainsi  par  les  observations  astro- 
nomiques transportées  de  S  en  Si ,  et  nous  venons  de  le  trouver 
égal  à  So^-âi'o*.  Pour  avoir  ^'  sous  la  même  forme  ,  il  faut  con- 
sidérer qu'il  occupe ,  sur  la  sphère  centrale ,  le  même  arc  de  gra- 
duation que  A',  sur  la  sphère  locale  dont  le  rayon  est  R.  Or,  on 
connaît,  pour  celle-ci,  l'arc  D^**)  qui  occupe  un  degré  de  la  graduation 
sexagésimale  d'un  de  ses  grands  cercles  ;  et  nous  trouvOQ0  sa  lon- 
gueur égale  à  363771  pieds  anglais.  Ayant  donc  aussi  l'arc  A' 
exprimé  dans  la  même  espèce  d'unités  de  longueur,  et  l'ayant 
trouvé  égal  à  28194^*^,718,  page  76,  sa  valeur  A°,  en  parties  du 
degré  sexagésimal ,  sera  proportionnellement 

A(«'  =  '°''^3^^7'^  =  o%  0775068  =  4'  39",  0*4  ; 

ce  sera  donc  aussi  la  valeur  de  ^  exprimée  sous  la  môme  forme. 
Alors,  en  la  combinant  avec  celle  de  ^',  et  achevant  le  calcul  par  les 
Tables  de  sinus ,  on  trouvera 

y>=z6'i'S359. 

75.  Quoique  cette  évaluation  de  l'angle  p  ne  nous  fût  pas  ici 
particulièrement  nécessaire,  j^ai  jugé  utile  de  la  donner  comme  un 
exemple  numérique  de  ces  conversions ,  dont  la  nécessité  se  re- 
produit fréquemment.  Pour  éviter  les  ambiguïtés  qu'elles  pour- 
raient faire  naître,  et  qui  ont  occasionné  plus  d'une  fois  des 
erreurs  numériques,  je  les  caractériserai  désormais  par  l'indice  (°^, 
affecté  en  exposant  à  l'arc  quelconque  auquel  elles  s'appliquent  ; 
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de  Kirte  que  A^*"^  représentera  généralement  l'arc  A ,  transformé 
en  degrés  sexagésimaux  du  cercle  quelconque  auquel  il  appartient. 
Je  ne  ferai  d'exception  à  cette  règle  que  pour  Texpression  D  (**)  par 
laquelle  je  continuerai  de  désigner  Tare  qui  occupe  un  degré  de  la 
graduation  sexagésimale ,  sur  les  graads  cercles  de  la  sphère  locale- 
ment osculatrice  à  la  surface  terrestjce ,  dans  le  sens  du  mérîdien , 
en  chaque  lieu  que  Ton  voudra  considérer.  Alors ,  si  A  est  aussi 

•  A 

un  al*t  de  grand  cercle  appartenant  à  cette  même  sphère ,  —— r? 

ou  A(^^,  sera  la  valeur  angulaire  de  l'arc  A,  exprime  en  parties  de 
la  même  graduation. 

74.  Le  calcul  de  l'angle  p  que  je  viens  d'exposer,  me  fournit 
l'occasion  de  justifier  une  particularité  que  j*ai  annoncée  plus 
haut  comme  étant ,  non  pas  indispensable ,  mais  très-udle  à  éQiblir 
dans  la  distribution  définitive  des  centres  de  nossphèresp  tangentes. 
Pour  la  considérer  dans  les  réalités  anx<piel]es  elle  $e  rattache, 
admettons  d'aivance  que  la  surface  générale  de  la  terre  pourra  ^  dans 
ce  qu'elle  a  de  régulier,  être  représentée,  avec  toute  l'exactitude  que 
l'on  peut  atteindre,  par  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  polaire 
coïncide  avec  l'axe  polaire  de  la  sphère  céleste ,  ce  que  Ton  verra 
plus  loin  être  en  effet  le  résultat  final  où  l'on  est  conduit.  Nous  venons 
de  diriger  ici  le  rayon  polaire  CP  de  notre  sphère  tangente  vers  les 
pôles  célestes.  Il  sera  donc  parallèle  à  l'axe  polaire  de  l'ellipsoïde 
par  cette  condition.  Mais  si  le  centre  G  de  la  sphère  est  placé  en  quel- 
que point  que  ce  soit,  hors  de  ce  même  axe ,  le  pôle  sphérique  P 
lui  sera  aussi  extérieur;  et  alors  les  méridiens ^hériques  mené$  de 
ce  pôle  aux  points  S| ,  S2  différeront,  comme  plans,  des  méridiens 
elliptiques  menés  à  ces  mêmes  points.  Donc ,  quand  on  aura  calculé 
l'angle  polaire/?  sur  la  sphère  tangente,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  il  faudra,  pour  avoir  l'angle  analogue  compris  entre  les  méri- 
diens eljiptiques,  appliquer  à  p  des  rédlidHons  dépendantes  del'é- 
oartement  des  pôles  des  deuxsnrfacjes,  réductions  qui  devront  varier 
avec  la  position  absolue  de  la  sphère  tangente  que  l'on  considérera 
'  actuellement»  On  évite  ces  difficultés  en  plaçant  tous  les  centres 
des  sphères  tangentes  sur  l'axe  même  deTellipsoïde,  ce  qui  rend 
leurs  rayons  polaires  physiquement  coïncidents  avec  lui,  puisqu'ils 
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se  dirigent  d'ailleurs  comme  lai  aux  pôles  de  la  sphère  céleste  situés 
sur  son  prolongement  rectiligne.  Alors  les  méridiens  elliptiques  et 
les  méridiens  sphériques ,  menés  aux  mêmes  points  S|  ^  S3  de  la  sur- 
face terrestre»  coïncident  comme  plans ,  et  comprennent  ainsi  le 
même  angle  dièdre  p  ;  de  sorte  que  cet  angle  se  trouvé  connu  pour 
l'ellipsoïde ,  lorsqu'il  a  été  déterminé  sur  la  sphère  tangente  par  le 
calcul  que  nous  venons  d'exposer.  Cette  distribution  des  centres  de 
toutes  l<es  sphères  locales  sur  Taxe  polaire  de  Tellipsoïde  ofTre 
plusieurs  autres  avantages  qu'il  est  aisé  de  pressentir,  et  que  nous 
aurons  l'occasion  de  reconnaître.  II  reste  donc  à  examiner  si  ces 
sphères,  ainsi  définies,  peuvent  avoir  avec  la  surface  de  l'ellip- 
soïde des  contacts  assez  intimes  9  comme  assez  prolongés ,  pour 
s^assimiler  successivement  à  lui,  avec  une  suffisante  précision,  dans 
une  petite  amplitude  conique  de  i  ou  2  degrés  autckir  de  leur  point 
de  tangence.  Or  c'est  ce  que  nous  constaterons  par  des  épreuves  nu^ 
mériques  indubitables. 


NOTE 

RF.LATIVF.    A    LA    PAGE    ^Q. 

Sur  la  résolution  des  équations  où,  le  sinus  et  le  cosinus 
d'une  inconnue  que  l'on  sait  être  fort  petite  entrent  Vun 
et  Vautre  y  seulement  à  la  première  puissance. 

Soit  X  rîDconnue  ;  réquation  proposée  sera  de  cette  forme  : 

(1)  Acosx-f-B  sînx  =  C, 

Â,  B,  C  étant  trois  coefficients  donnés,  indépendants  de x,  ÂppIiquons-lui 
d^abord  le  mode  de  raisonnement  que  nous  avons  employé  dans  le  texte; 
sin  X  étant  supposé  tfne  fhiction  du  premier  .ordre  de  petitesse,  cos  r  ne  dif- 
férera de  l*unité  que  par  des  termes  de  l'ordre  du  carré  de  cette  fraction . 
Ainsi  on  obtiendra  une  première  évaluation  approchée  de  sin  x  en  faisant, 
dans  notre  équation,  cos  x  égal  {i  i,  ce  qui  donne 

,  C-A 

sînx  =  —g—; 
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«t  par  ftuiU,  daii8  le  même  ordre  d^approiimation , 

i(C-l;» 

C08  X  =  I 


Alors,  si  ron  substitue  cette  valeur  de  eos  x  au  lieu  de  l'unité  dans  Téqua- 
tion  primitive  (i),  et  que  Ton  dégage  sin  x,  on  en  obtiendra  une  éraluation 
plus  approchée  qui  sera 

..                                 .            (C-A)        i  A(C-A)' 
(a)  8inx  =  i-j— '-f- gl— i-. 

On  voit  que  la  petitesse  supposée  de  sin  x  exige  d'abord  que  le  rapport  — ^ 

soit  une  fraction  moindre  que  Tunité,  et  ensuite  que  le  coefficient  A  ne  soit 
pas  très-considérable. 

Pour  étendre  indéfiniment  Papproximation,  il  faut  développer  sin  x  en  sé- 
rie continue.  On  peut  le  faire  de  deux  manières  que  j'exposerai  successive- 
ment,  et  je  montrerai  que  les  expressions  de  sin  x  auxquelles  elles  condui- 
sent s'accordent  avec  les  précédentes  dans  les  termes  qui  dépendent  des  deux 

premières  puissances  de  — ^ — • 
A  cet  effet,  je  mets  d'abord  l'équaiion  (i)  sous  ces  deux  formes 

(3)  Bsiqx  =  C  — Acosx,  (4)   Acosx  =  C  — Bsinx. 

J'élève  les  deux  membres  de  (3)  au  carré ,  et  je  remplace,  dans  le  second,  cos*^ 
par  son  expression  équivalente  i  —  sin' x;  j'ai  ainsi 

(A*  -+-  B«)  sin»  X  =  A«  -4-  O  —  2AC  cos  x  j 

alors  j'élimine  A  cos  x  par  sa  valeur  tirée  de  (4)»  et,  en  réunissant  les  termes 
semblables,  j'obtiens 

(A«  -+■  B«)  sin»  X  -  aBC  sin  x  =  —  (C*  -  A»). 

Cette  équation  résultante,  étant  résolue  relativement  à  son  unique  incon- 
nue x,  donne 


smx  = 


BC      (  r        (A'4-B»)(C'-A»)r 

»4-BM         L  B«C«  J 


Le  signe  négatif  que  j'attribue  au  radical  est  seul  admissible,  parce  que 
la  valeur  de  sin  x,  que  nous  voulons  tirer  de  l'équation  primitive  (1),  est 
celle  qui  devient  nulle  quand  G  —  A  est  nul. 

Si  l'on  voulait  effectuer  numériquement  le  calcul  du  second  membre,  on 
obtiendrait  la  valeur  exacte  de  sin  x  pour  chaque  cas  particulier  que  l'on 
considérerait.  Si  l'on  veut  développer  l'expression  générale  de  x  sous  forme 
de  série ,  il  faut  se  rappeler  qu'en  désignant  par  z  une  fraction  moindre  qu« 
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Funité,  on  a ,  par  ]a  formule  <iu  binAme, 


I 


(i-r)«=i~{«-|««-^*«..., 
Mettant  donc  ici  j>our  s  sa  vaïeur  i wh*^ '  ^°  obtiendra 

« 

'    Bc       '         B'c'  bm:»         •■•' 

et  le  second  meml^re  pourra  être  continué  aussi  loin  que  Ton  voudra ,  puisque 

la  loi  du  développement  infini  d^un  binôme  est  connue. 

Quoique  cette  série  se  présente  sous  une  forme  différente  de  TexpreS' 

sion  (a) y  elle  s^accorde  cependant  avec  eTle  dans  les  termes  qui  contiennent 

C  —  A 
seulement  lés  deux  premières  puissances  de  — rr — .Pour  en  avoir  la  preuve, 

représentez  isolément  ce  rapport  par  u,  ce  qui  donnera 

C  =  Ah-Bm; 

puis ,  avec  cette  expression ,  éliminez  C  du  second  membre  de  la  série ,  ^t 
développer  ses  différents  termes  suivant  les  puissances  de  u ,  en  négligeant 
celles  qui  sont  supérieures  à  u*.  Cela  reproduira  exactement  Texpression  (a) 
trouvée  d^abord  pour  sin  x  par  une  voie  plus  simple. 

La  seconde  méthode  de  développement  consiste  à  remplacer  sin  x  etcos  x, 
dans  Téquation  primitive,  par  leurs  valeurs  rationnelles  eu  tang^x,  qui 

sont  • 

2tang'j:  I  — tang'ij: 

8iujr= "  \,     >  cosj:= — î— — 

I  -H  tang* j  X  I  H-  tang*  {  x 

Après  cette  substitution,  en  ramenant  i  +  tang*^x  en  numérateur,  elle 
prend  la  forme  suivante 

(C  -h  A)  tang*ix  —  aB  tang  i«  =  —  (C  —  A). 

En  la  résolvant,  et  se  bornant  à  la  seule  racine  qui  devient  nulle  en  même 
temps  que  C  —  A ,  elle  donne 

et,  après  avoir  développé  le  radical  par  la  formule  du  binôme,  il  reste 
.       .  ./    ^    \  rC:-A»  /C'-A»\»         /C»-A«\»        1 

ou ,  si  Ton  veut  effectuer  la  multiplication  par  le  facteur  commun  extérieur, 
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La  première  de  ces  deux  expressions  sera  généralement  la  plut  commode  peur 
le  calcul  numérique.  On  voit  que  la  convergence  plus  ou  moins  rapide  de  la 

série  dépendra  du  degré  de  petitesse  du  rapport  — ^ — ,  suivant  les  puis* 

sances  duquel  elle  procède.  Ainsi ,  on  devra  se  guider  sur  la  petitesse  de  ce 

rigpport  pour  la  prolonger  autant  qu^il  sera  nécessaire  dans  chaque  cas  par* 

ticulier. 

Ce  développement  est  toat  à   fait  analogue  à  notre  première  après - 

sioti  (2)  de  sin  x ,  et  il  s'ac^rde  exactement  avec  elle  quand  on  le  restreini 

Q ^ 

aux  deux  premières  puissances  de — = — .  En  effet,  dans  cette  limite  d^ap- 

proximation,  tangjx  équivaut  à  •^sinjr.  Si,  de  plus,  on  remplace  C  par  A 
dans  le  second  terme  de  la  série,  qui  a  déjà  pour  facteur  1  — - —  j  ,  le  résul- 
tat devient  identique  à  notre  expression  (1). 

Lorsque ,  par  Tune  des  deux  séries  précédentes ,  on  aura  trouvé  atn  x  ou 
tangyx  en  nombres,  avec  le  degré  d^approximation  auquel  on  aura  jugé 
pouvoir  se  restreindre,  si  Ton  veut  obtenir  Tare  x  en  parties  de  la  graduation 
du  cercle,  on  Pen  déduira  immédiatement  par  les  Tables  logarithmiques  de 
sinus  ou  de  tangentes.  Mais ,  si  Von  veut  obtenir  cet  aro  en  parties  du  rayon 
du  cercle  pris  pour  unité  de  longueur,  il  faudra  former  directement  sa  valeur 
par  les  séries  de  la  page  60  qui  donneront  : 

En  fonction  de  sinx, 

x=6inxH — sin  xH-  -•  sin  x...: 
en  fonction  de  tang^x,  ^ 

ix  =  tang ix  -  j  tang'  (Ix)  -h  1  tang'  ( -^x). . . . 

Diaprés  ces  expressions,  lorsque  Tare  x  sera  assez  petit  pour  que  Toi^  puisse 
négliger  les  termes  de  Tordr»  sin'x,  lang^jx,  et ,  à  plus  forte  raison ,  ceux 
des  ordres  supérieurs,  il  suiBra  de  prendre 

x=:8inx,  ou  xssatang'-x. 

L''arcx  sera  ainsi  connu  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  i.  Si  Ton  veut 
avoir  son  homologue  X,  qui  soutend  le  même  angle  au  centre  dans  an  cercle 
dont  le  rayon  serait  exprimé  par  R,  il  faudra  foire 

X  =  Rx. 

En  résumé,  lorsque,  pour  une  application  êp^ialequi  ser;^  tocgours  très- 
rare  ,  on  voudra  obtenir  une  expression  particulièrement  approcbéo-de  Tin- 
connue  X  dans  une  équation  de  la  forme  que  nous  venons  de  considérer,  on 
emploiera  celle  des  deux  séries  générales  que  la  forme  des  coeffîcieiSts  A, 
B,  C  fera  reconnaître  comme  la  plus  commode.  Mais ,  dans  presque  toutes  U's 
réductions  que  Tastronomic  nécessite,  notre  expression  (2)  snflira,  et  uloi» 
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il  sera  toujours  très-facile  de  la  former  directemenl  par  le  raisonnement 
très-simple  dont  nous  avons  fait  usage,  sans  prendre  la  peine  d^identifier  les 
valeurs  des  coefficients  à  leurs  expressions  générales  A,  B,  G,  pour  les 
introduire  dans  les  séries  indéfinies  que  nous  venons  de  former. 

Section  II.  —  Mensuration  effectuée  par  triangulation. 
Formation  et  calcul  des  triangles  sphériques  établis 
tangentiellement  à  une  petite  portion  de  la  surface  ter- 
restre  régularisée, 

7i$.  Je  suis  entré  dans  tous  ces  détails  relativement  à  ropération  ' 
(le  Pensylvanie,  parce  que  lesproblèmes  géométriques  etanalyûques 
qu'elle  nous  a  donné  occasion  de  résoudre ,  pour  .des  énoncés  très* 
simples ,  se  représentent  dans  toutes  les  mesures  d'arcs  méridiens 
eiïectnées  par  des  procédés  plus  complexes.  De  sorte  que  les  for- 
mules que  nous  y  avons  appliquées  s'adapteront ,  sous  leur  forme 
littérale ,  à  toutes  les  opérations  de  ce  genre  que  nous  aurons  ulté- 
rieurement à  considérer.  Car  elles  ne  diffèrent  de  celle-4à  que  par 
les  difficultés  naturelles  qu'y  ajoutent  les  circonstances  moins  favo- 
rables des  localités.  On  conçoit,  en  effet ,  qu'un  procédé  de  men- 
suration directe,  qui  était  possible  dans  un  pays  inhabité ,  comme 
Tétait  alors  la  presqu'île  où  Mason  et  Dixon  opéraient ,  devien- 
drait complètement  inapplicable  dans  notre  Europe,  où  le  sol  est 
couvert  de  villes ,  de  villages ,  et  de  constructions  publiques  ou 
particulières.  Les  astronomes  ont  donc  été  obligés  de  parvenir  au 
même  but  par  une  méthode  différente.  Ils  ont  eu  recours  au  pro- 
cédé que  Ton  emploie  dans  le  levé  des  plans ,  pour  mesurer  la 
distance  des  objets  en  les  observant  des  deux  extrémités  d'une  base 
coDnue;  et  ils  s'en  sont  servis  pour  étendre ,  sur  la  surface  terres- 
tre ,  de  grandes  triangulations  dirigées  dans  le  sens  d'un  même 
méridieB.  Comme  ici  nous  entrons  dans  les  réalités,  il  faut  prenc]|re 
toutes  les  connaissances  antérieures  à  l'état  où  .elles  existent,  et 
s'en  aider  au  besoin.  Or,  déjà,  les.  cartes  géographiques  indiquent 
très-approximativement  la  suite  des  lieux ,  des  villes ,  des  monta- 
gnes, des  plaines,  qui  se  trouvent  sur  la  direction  du  méridien 
d'un  lieu  donné.  Ayant  donc  adopté  un  point  de  départ ,  on  choi- 
sit, sur  les  cartes  locales,  une  suite  d'autres  points  situes  des  deux 
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côtés  tlu  jnéridieD  de  eelui^à,  à  peu  de  distance,  tels  que  de 
chacun  d'eux  on  puisse  voir  un  certain  nombre  des  précédents  et 
des  suivants ,  dans  la  chaîne  de  triangles  que  l'on  veut  établir,  sauf 
à  rectifier  ces  premiers  aperçus  par  d^autres  choix ,  si  un  examen 
plus  immédiat  des  localités  faisait  reconnaître  des  difficultés  ou  des 
impossibilités  qu'on  n'aurait  pas- prévues.  Les  stations,  ainsi  adop- 
tées y  seront ,  par  leur  destination  même ,  des  sommets  de  monta- 
gnes, de  collines,  d'édifices  publics,  élevés  au-dessus  des  obstacles 
qui  pourraient  arrêter  la  vision  intermédiaire.  Il  faut  aussi  que  les 
droites  qui  les  joignent  ne  forment  pas  entre  elles  des  angles  trop 
aigus,  afin  que  les  côtés  des  triangles  qu'elles  sont  destinées  à  for- 
mer, et  qu'on  devra  conclure  les  uns  des  autres,  soient  exeînpts 
des  incertitudes  que  l'acuité  des  angles  y  introduirait.  Ce  plan 
arrêté ,  l'observateur  se  transporte  successivement  aux  trois  som- 
mets du  premier  triangle,  désignés  par  S,  S| ,  Sa,  ^g.  î3.  Il  y  éta- 
blit des  signaux  fixes  qui  sont ,  par  exemple ,  de  grands  disques 
blancs  à  centre  noir  ;  ou  encore,  des  lampes  à  courant  d'air  abri- 
tées sous  une  tente,  et  munies  de  réflecteurs  métalliques  posté- 
rieurs ,  que  l'on  tourne  successivement  vers  les  autres  stations  d'où 
l'on  veut  les  observer.  Ces  signaux  doivent  être  fixés  invariable- 
ment à  des  supports  solides,  et  l'on  détermine  avec  grand  soin  le 
pied  de  la  verticale  qui  passe  par  leur  centre  de  visibilité.  Cela  s'ef- 
fectue à  l'aide  d'un  fil-à-plomb ,  que  l'on  fait  descendre  de  ce  cen- 
tre sur  une  plaque  métallique  horizontale,  portée  par  un  pieu  en- 
foncé dans  le  sol  ;  et ,  sur  cette  plaque,  on  marque  le  point  précis 
auquel  la  vçrticale  du  centre  du  signal  vient  aboutir.  Ce  point 
s'appelle  le  centre  de  la  station  ;  et  l'on  y-  rapportetoutes  les  obser- 
vations des  signaux  comme  étant  un  sommet  fixe  du  premier 
triangle ,  ainsi  que  des  triangles  ultérieurs  auxquels  cette  station 
seva  commune.  Ces  préparations  faites,  l'observateur  s'établit  à  la 
première  station  S ,  avec  l'instrument  qui  lui  sert  à  mesurer  les 
angles  visuels.  Il  place,  s'il  le  peut ,  le  centre  du  limbe  dans  la  ver- 
ticale SN  qui  passe  par  le  centre  de  cette  station;  ou,  si  des  obsta- 
cles naturels  s'opposent  à  cette  coïncidence-précise ,  ce  qui  est  très- 
ordinaire  ,  il  y  supplée  par  de  prîtes  réductions  de  calcul  que 
j'expliquerai  en  leur  lieu;  de  sorte  que  les  observations  doivent 
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toujours  être  supposées  faites  dans  la  verticale  même  du  centre  S. 
Lorsque  l'instrument  employé  est  uh  cercle  répétiteur  portatif, 
Tobser/ateur  mesure  d'abord  Tangle  plan  a,  compris  entre  les  si- 
gnaux SiySjj  ou  plutôt  entre  leurs  images  réfractées  2i,  Z,,  telles 
qu'il  les  voit  à  travers  la  portion  de  Tatmosphère  interposée  ;  et , 
immédiatement  après  9  ou  dans  des  circonstances  atmosphériques , 
autant  qu'il  le  peut ,  semblables ,  il  mesure  aussi  les  distances  apps^- 
rentesziy  z,  de  ces  images,  à  son  zénith  Z.  Les  droites  Sli,  SSs, 
menées  de  S  à  ces  images,  sont  les  dernières  tangentes  des  trajec- 
toires lumineuses  qui ,  partant  des  points  Si ,  S3,  sont  amenées  dans 
l'œil  de  l'observateur  en  S  par  la  réfraction.  Elles  diffèrent  donc 
(les  droites  visuelles  directes  SSi ,  SSa ,  qui  seraient  menées  de  S  à 
ces  points  à  travers  le  vide.  Elles  sont  généralement  un  peu  plus 
élevées,  parfois  cependant  un  peu  moins,  élevées  que  ces  rayons 
directs.  Mais,  à  moins  d'accidents  très-rares,  qui  sont  toujours  in- 
diqués par  une  excessive  déformation  des  images,  et  pendant  les- 
quels on  a  soin  de  ne  pas  hasarder  les  observations,  les  deux  tra- 
jectoires lumineuses  parties  de  Si  et  de  S2  se  forment  dans  les  plans 
ZSSi,  ZSS2  qni  passent  par  ces  points  et  la  verticale  du  point  S;  de 
sorte  que  l'angle  oblique  2i  Sis»  ou  a,  compris  entre  les  tangentes 
extrêmes  S2|,  Slt^  est  alors  constamment  limité  par  ces  mêmes 
plans. 

76.  Pour  voir  l'emploi  que  l'on  peut  faire  de  ces  résultats,  sup- 
posons d'abord  que  les  distances  zénithales  z^  z^  des  deux  tan- 
gentes, et  l'angle  a  qu'elles  comprennent^  aient  été  mesurés  si- 
multanément, ou  dans  des  états  réguliers  et  rigoureusement 
identiques  de  la  portion  d'atmosphère  interposée,  ce  qui  aura 
les  mêmes  conséquences.  On  en  pourra  conclure  l'angle  dièdre  A 
compris  autour  du  zénith  de  S,  entre  les  deux  plans  SiSZ ,  S3SZ , 
menés  par  les  deux  signaux  et  par  la  verticale  de  ce  point.  £n 
effet,  du  point  S  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  dé- 
crivez idéalement  une  sphère,  qui  coupera  la  verticale  de  S  en  Z , 
et  en  (Ti,  ar,,  les  tangentes  finales  des  trajectoires  lumineuses,  sur  la 
direction  desquelles  se  voient  les  images  2,,  Z^.  Alors,  dans  le  trian- 
gle sphérique  Z  fix^^i  y  on  connaîtra  les  deux  cotés  verticaux  Z| ,  z^  9 
€tle  côté  oblique  a.  On  pourra  donc  en  déduire  l'angle  dièdre  A^ 
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formé  en  Z  ;  car  il  sera  lié  aux  trois  c^tés  Z| ,  Zj ,  a  du  triangle  par 
réqnatioti  générale 

(i)  cos»  =  ânz,  sinzj  cosA  -f-  coszi  cossj, 

ou  encore 

cosa  =  cos(«2  —  Zi)  —  2sinzi  sin  Zj  sin * -j  A. 

Remplacez,  dans  celle-ci,  cosa  et  cos  («j  —  z,)  par  leurs  valenrs 
équivalentes  i  —  2  sin  »  j  a  ,  i  —  2  sin»  f  (z,  —  z») ,  puis  dégagez 
sin'  Y  A ,  elle  donnera 

sin*|  rt —sin^i-f  z,  —  z,) 

Sin^f  A  = : : *, 

sinz,  smzs 

ou ,  en  transformant  le  second  membre  en  produits,  pour  le  rendre 
plus  propre  au  calcul  logarithmique , 

.    ..^        8in-ï(û  H-z, —  Zj)  sin-î:(fl  H- za  —  z,) 

sin*-5-A  = ^ : —    ,      ^ ^-^« 

smz,  smzi 

C'est  la  formule  déjà  rapportée,  tome  II,  page  4^1 9  pour  trouver 
directement  les  angles  d'un  triangle  sphérique  dont  on  connaît  les 
trois  côtés.  Mais  cette  manière  d'obtedir  l'angle  A  n'est  pas ,  ^  beau- 
coup près  s  la  plus  commode  pour  Fapplication  que  nous  avons  en 
vue,  parce  que  le  calcul  absolu  qu'elle  exige  devrsdt  être  fait  avec 
une  rigueur  qui  deviendrait  fatigante,  dans  la  succession  nom- 
breuse d'opérations  de  ce  genre  qu'exige  une  grande  triangulation, 
pr,  on  peut  arriver  au  même  but ,  avec  moins  de  soin  et  plus  de 
sûreté,  en  profitant  des  moindres  circonstances  spéciales  dans  les- 
quelles nos  triangles  sont  établis.  En  effet ,  les  deux  signaux  Si ,  S: 
étant  ^tués  comme  S,  sur  la  continuité  de  la  surface  terrestre,  à 
des  hauteurs  toujours  très-petites ,  comparativement  à  leurs  dis- 
tances mutuelles,  ils  sont  toujours  angulairement  très-près  du 
plan  horizontal  géométrique  de  cette  première  station,  œ  qui 
rend  leurs  distances  zénithales  Z| ,  t^  très-peu  différentes  de  90°. 
Ainsi ,  l'angle  dièdre  A  diffère  toujours  très-peu  de  l'angle  plan  a 
cpii  est  immédiatement  donné  par  Inobservation .  C'est  pour- 
quoi, au  lieu  de  chercher  la.  valeur  absolue  de  A  par  la  formule 
directe  que  nous  venons  d'établir,  on  en  déduit  plutôt  la  petite 
différence  A  —  a,  qui  s'obtient  très-aisément  y  et  avec  une  ejcacti- 
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tude  iDimitée,  par  un  développement  en  série,  que  j'expose,  plus 
loin ,  dans  une  note  spéciale.  A  —  a  s'appelle  la  réduction  à  V hori- 
zon. Pour  ne  pas  interrompre  la  chaîne  des  idées  que  je  veux  ici 
présenter,  je  me  bornerai  à  rapporter  le  premier  terme  de  son  ex- 
pression qui  en  renferme  la  parde  de  beaucoup  ia  plus  sensible,  et 
la  seule  presque  dont  il  faille  habituellement  tenir  compte.  Afin 
d'y  mettre  en  évidence  la  petitesse  des  élévations  ou  des  dépres- 
sions occasionnelles  par  lesquelles  les  distances  apparentes  Zi ,  z^ 
diffèrent  de  go®,  j'introduis  ces  différences  comme  additives  dans 
le  calcul,  sous  la  dénomination  de  Ai  et  ^3,  c'est-à-dire  que  je 
fais  généralement 

z,  =  gof  -f-  /*,  ;         3,  =  90®  -h  //j. 

Alors  si  l'on  s'ai^rétse  an  premier  terme  du  développement ,  qui 
suffit  lorsque  Ai  et  A,  sont  de  très-petits  angles,  comme  cela  a  lieu 
presque  toujours ,  on  a 

[sin^^fl  sin^j  (A,-f-A,)  —  cos^asin' j(A,— A,)]^'' 
(2)  A  =  «-f-  2 ' — — : '-. 

•  cosA,  cosAi  sm« 

Le  terme  correctif  de  a  est  ici  exprimé  en  secondes  de  degré, 
comme  l'annonce  le  facteur  R'^  La  petitesse  des  angles  ~  (A2-I-  Ai), 
7  (A2  —  Al)  rendant  les  carrés  de  leurs  sinus  de  très-petites  frac- 
tions, on  voit  que  ce  terme  entier  sera  toujours  de  l'Ordre  de  ces 
carrés,  pourvu  que  le  dénominateur  sin  a ,  qui  est  aussi  une  frac- 
tion, n'ait  pas  lui-même  des  valeurs  dont  la  faiblesse  leur  soit 
comparable.  Or,  c'est  ce  qu'on  a  toujours  soin  de  prévenir  en 
choisissant  les  trois  sommets  de  chaque  triangle,  dé  manière  qu'au- 
cun de  teurs  angles  a  ne  se  trouve  trop  aigu. 

77.  Lorsque  les  angles  A,,  A,  sont  tellement  petits,  que  l'on 
puisse  négliger  les  quatrièmes  puissances  de  leurs  sinus ,  dans  l'ex- 
pression du  terme  correctif  de  a ,  ce  qui  a  lieu  presque  toujours , 
elle  se  simplifie  notablement.  Car,  d^bord ,  dans  cette  limite  d'ap- 
proximation, les  facteurs  cosAs,  cosAi  du  dénominateur  peuvent 
être  remplacés  par  l'unité.  Puis ,  les  sinus  des  arcs  \  {hi  -f-  A,)  et 
\  (Aj  —  A,)  n'entrant  au  numérateur  qu'élevés  à  leur  deuxième 
puissance,  ils  peuvent  y  être  remplacés  par  les  rapports  de  ces 
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arcs  mêmes  au  rayon  réduit  en  secondes,  c'est-à-dire  par  j — ^^T" 

et  LilllIIpL.  Alors  R"  disparaît  une  fois  des  deux  termes  de  la 
R. 

fraction  comme  facteur  commun  ;  et  il  reste 

I  R/ta-f- A.)'sin»|^i  —  (A,—  h,Y  cos^g] 

(3)      A  =  d  -h  -  ^ ^V~^^ î 

ou  encore, 

Cette  formule  suffit  dans  la  généralité  des  applications  géodésiques. 
Les  valeurs  des  angles  Aj ,  A|  qu'on  y  introduit  doivent  être  évi- 
demment exprimées  en  secondes  de  degré.  Indépendamment  de  ses 
usages  pratiques,  elle  est  indispensable  pour  éclairer  plusieurs 
points  importants  de  théorie,  qui  resteraient  obscurs  sans  son 
secours.  *• 

78.  Je  vais ,  dès  à  présent ,  m'en  servir  pour  dissiper  un  soup- 
çon d'incertitude  que  pourrait  faire  naître  le  procédé  par  lequel 
on  détermine  les  éléments  qui  servent  à  la  calculer.  J'ai  supposé 
les  observations  effectuées  dans  un  état  atmosphérique  régulier , 
où  les  réfractions  s'opèrent  sans  déviation  azimutale  sensible. 
C'est  le  cas  le  plus  habituel ,  et  il  est  facile  d'éviter  les  circcm- 
stances  où  l'on  pourrait  soupçonner  qu'il  n'eût  pas  lieu.  Mais  j'ai 
supposé  aussi  que  l'angle  plan  a,  et;  les  angles  verticaux  A„  //j, 
étaient  mesurés  dans  des  circonstances  atmosphériques  simultanées 
ou  identiques ,  et  il  est  pratiquement  impossible  de  s'astreindre 
avec  rigueur,  ou  même  avec  certitude,  à  cette  condition.  Alors 
on  y  supplée  en  réitérant  les  observations  à  différents  jours ,  sur- 
tout celle  de  l'angle  a;  et  l'on  calcule  l'angle  dièdre  A  avec  la 
moyenne  des  éléments  ainsi  obtenus ^  ce  qui  les  ramène,  avec  une 
approximation  suffisante,  à  la  condition  idéale  de  simultanéité. 
Cela  se  voit  parla  formule  (2)  elle-même.  Caria  valeur  de  A,  ainsi 
calculée,  serait  tout  à  fait  exacte  si  les  valeurs  movennes  des 
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angles  Ai  y  ht  répondaient  au  même  état  atmosphérique  que  la 
moyenne  des  angles  a.  Admettons  y  comme  cela  arrivera  sans 
doute ,  que  cette  identité  d'état  moyen  ne  soit  pas  tout  à  fait  ri- 
goureuse; au  moins,  d'après  le  principe  des  compensations,  elle 
aura  lieu  approximativement.  Alors  les  valeurs  moyennes  de  hi 
et  de"  hi  ne  différeront  que  très-peu  des  véritables  ;  et  .comme 
leur  influence  absolue  sur  le  terme  correctif  est  extrêmement  pe- 
tite ,  dans  les  conditions  que  nous  avons  supposées ,  une  très-fai- 
ble altération  de  leurs  valeurs  ne  pourra  y  produire  que  des  chan- 
gements insensibles.  L'expérience  confirme  cette  induction;  car 
lorsqu'on  a  fiait ,  dans  une  même  station ,  un  grand  nombre  de 
mesures  des  angles  a  y  A„  A3,  avec  les  précautions  prescrites  ci- 
dessus  pour  éviter  les  cas  de  trop  grandes  perturbations  de  Pat- 
mosphère,  si  Ton  partage  les  résultats  en  plusieurs  moyennes  qui 
se  correspondent ,  et  qu'on  les  emploie  séparément  au  calcul  de 
l'angle  dièdre  A,  par  la  formule  (2),  on  ne  trouve  entre  ses  va- 
leurs que  des  différences  tellement  petites  et  accidentées ,  qu'elles 
rentrent  dans  les  limites  des  erreurs  dont  on  ne  peut  répondre 
dans  les  obser^'ations  faites  avec  le  plus  de  soin. 

79.  La  réduction  à  l'horizon  n'a  plus  besoin  d'être  calculée 
quand  on  observe  l'angle  entre  les  objets  avec  l'instrument  appelé 
théodolite,  dont  le  type  général  a  été  représenté  dans  le  tome  II , 
fig.  81.  Le  plan  de  son  limbe  porte  des  niveaux  croisés  rectangu- 
lairement,  dont  les  indications  servent  pour  le  rendre  horizontal. 
Les  deux  lunettes  adaptées  à  ce  limbe,  l'une  inférieure,  l'autre 
supérieure ,  peuvent  parcourir  son  contour  de  manière  à  embras- 
ser tous  les  angles  que  l'on  veut  mesurer  ;  et  elles  ont  aussi  cha- 
cune un  mouvement  de  course  peu  étendu  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  limbe,  qui  permet  de  les  pointer  sur  des  objets  situés  à 
peu  de  distance  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'horizon  ,  sans  qu'il 
cesse  lui-même  d'être  horizontal.  Quand  on  veut  prendre  l'angle 
compris  entre  deux  signaux  Si,  S3,  on  dirige  d'abord  la  lunette  in^ 
férieure  sur  un  objet  fixe  quelconque  qui  servira  de  point  de  re- 
père ,  et  on  la  fixe  elle-même  au  limbe  par  ses  pièces  d'attache  ;  de 
sorte  qu'on  prévient  tout  mouvement  horizontal  que  celui-ci  pour- 
rait prendre,  soit  en  constatant  qu'elle  reste  toujours  sur  son 
T.  III.  n 
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point  de  mire ,  soit  en  faisant  tourner  horizontalement  le  linibe 
avec  elle  pour  Vy  ramener,  si  l'on  trouvait  que  oe  point  n^est  plus 
sous  le  ]R1  vertical  de  son  réticule.  Cette  condition  d'immobilité 
étant  ainsi  toujours  assurée,  on  dirige  la  lunette  supérieure  sur 
rimage  réfractée  d'un  des  deux  signaux,  par  exemple  sur 2,, en 
la  faisant  mouvoir  dans  son  plan  vertical  p<mr  l'atteindre ,  et  on 
lit  sur  le  limbe  la  division  à  laquelle  le  vernier  de  son  alidade  cor- 
respond alors;  puis  on  la  détourne  vers  Tîmage  2,  du  signal  S3,  et 
après  ravoir  pointée  sur  elle  de  la  même  manière ,  on  lit  de  nou- 
veau la  division  à  laquelle  son  vernier  est  parvenu.  L*arc  parcouru 
ainsi  sur  le  limbe  est  évidemment  Tangle  dièdre  compris  entre  les 
verticaux  des  deux  objets.  C'est  donc  notre  angle  horizontal  A  qui 
est  ainsi  obtenu  sans  réduction.  Mais,  pour  se  procurer  cet  avan- 
tage, on  se  soumet  à  dépendre  de  l'exacte  horizontalité  du  limbe ,  et 
aussi  de  l'exacte  perpendicmlanté  du  mouvement  de  la  lunette  su- 
périeure relativement  à  son  plan.  A  la  vérité,  l'accomplissement 
de  ces  deux  conditions  peut  être  constaté  par  des  vérifications  fa- 
ciles à  imaginer  ;  mais  il  ne  faut  pas  se  dispenser  de  les  faîee.  Le 
théodolite  portatif,  tel  qu'il  est  représenté  y^'g^.  81  du  tome  II,  est 
aujourd'hui  fort  employé  en  France  pour  les  triangulations  se- 
condaires ;  oe  qu'il  doit  à  l'exactitude  des  procédés  de  division  et 
dfe  construction  propres  à  notre  excellent  artiste  M.  Gambey.  C'est 
aussi  avec  ce  même  genre  d'instrument  qu'a  été  effectuée  la  trian- 
gulation générale  de  l'Angleterre,  pour  laquelle  Ramsden  en  avait 
construit  un  d'une  grande  dimension,  et  d'une  exécution  admirable. 
Mais  les  opérations  géodésiques  de  France  et  d'Espagne  ont  été 
faites  en  mesurant  les  angles  obliques  a  avec  le  cercle  répétiteur, 
et  iléterminant  la  réduction  à  l'horizon  par  le  calcul,  d'après  les 
distances  zénithales  observées  des  signaux.  Ce  moyen,  plus  pénible, 
était  indispensable  dans  l'état  d'imperfection  où  se  trouvait  alors 
en  France  la  construction  des  instruments  astronomiques  ;  et  la 
sûreté  des  résultats  obtenus  malgré  ce  désavantage  ne  doit  pas 
faire  r^retter  qu'on  y  ait  eu  recours. 

80.  Lorsque  les  opérations  sont  terminées  à  la  station  S,  ^g,  1 3, 
l'observateur  va  en  faire  d'analogues  aux  deux  autres  stations  S„S„ 
qu'il  a  choisies  pour,  sommets  de  son  premier  triangle  terrestre.  Il 
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mesarede  méoie,  en  oeH^s-ci,  les  angles  plans  ai  y  02  y  ^nù  que 
les  distances  zénithales  des  lignes  visuelles  qui  les  limitent ,  et  il 
conclut  de  là,  par  le  calcul,  les  angles  dièdres  A| ,  A^,  propres  à 
chacun  de  ces  sommets,  c'est-à-dire  compris  comme  A,  entre  les 
plans  visuels  menés  aus  deux  autres  stations  par  les  verticales  ' 
StN| ,  SiNiqui  leur  sont  propres. 

Pour  voir  Fusage  qu*on  peut  faire  de  ces  résultats,  supposons 
d*abord  que  les  trois  normales  se  coupent  mutuellement  dans  un 
même  point  G,  comme  le  représente  la^g,  j4;  alors,  de  ce  point 
comme  centre  avec  un  rayon  quelconque  GA,  ou  R ,  décrivez  une 
surface  spbérique  qui  coupera  les  trois  normales  en  A,  A, ,  A3.  Joi- 
gnez ces  points  deux  à  deux  par  des  arcs  de  grands  cercles , 
vous  formerez  un  triangle  sphérique  dont  les  angles  seront  les  an- 
gles dièdres  précédemment  déterminés;  de  sorte  que ,  si  vous  pou- 
vez connaître,  en  outre,  la  longueur  d'un  de  ses  côtés  G,  Gi,  Gs,^ 
vous  obtiendrez,  par  le  calcul  trigonométrique ,  les  longueurs  des 
deux  autres. 

Venons  maintenant  au  cas  général,  où  les  trois  normales  pourront 
ne  pas  s'entrecouper,  même  deux  à  deux.  Alors,  sur  la  normale  indé- 
finie SN  de  la^g".  1 3,  je  prends  un  point  G  pour  centre  d'une  sphère 
qui,  dans  cette  localité,  soit  oscidatrice  n'importe  dans  qu^l  sens, 
à  la  surface  terrestre  régularisée,  telle  que  la  formerait  le  prolon- 
gement des  mers  environnantes;  et,  de  ce  même  point,  je  mène 
aux  stations  Si,  S3  deux  sécantes  que  je  suppose  seulement  former 
de  très-petits  angles  avec  les  normal^  réelles  qui  y  correspondent. 
Cette  condition  sera  toujours  réalisable  si  Pon  restreint  suffisamment 
retendue  du  triangle  terrestre  SS1S3 ,  et  il  faudra  seulement  lui  as- 
signer des  limites  telles  qu'elle  soit  certainement  remplie.  £b  re- 
portant ceci  à  \3ifig*  14)  on  pourra  encore  former,  sur  la  nor- 
male es  et  les  deux  sécantes,  un  triangle  sphérique  dont  l'angle 
au  sommet  A  sera  l'angle  dièdre  détertniné  par  l'observation  en  S. 
Mais  les  deux  autres  angles  seront  compris  entre  les  plans  diamé- 
traux menés  par  les  sécantes  GSi,  GS^,  non  par  les  normales.  Or, 
si  l'on  désigne  respectivement  ces  angles  par  (A), ,  (A), ,  je  dis  que, 
»    dans  les  circonstances  supposées,  on  pourra,  sans  erreur  appré- 
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ciable ,  leur  substituer  les  angles  dièdres  Ai,  As,  observés  en  S|  et  Si 
autour  des  normales  réelles ,  comme  précédemment. 

81.  Pour  le  faire  voir,  je  considère  d'abord  le  sommet  S|.  Par 
supposition,  la  sécante  GS|  forme  avec  la  normale  S|N|  un  très-petit 
angle  que  je  désigne  par  o.  Je  le  porte,  avec  les  deux  droites  qui 
Tembrassent,  dans  le  plan  dela^ig".  i5.  Le  sommet  Si,  ainsi  repro- 
duit ,  est  commun  à  la  sécante  et  à  la  nonnale.  Je  mène  en  Si  un 
plan  perpendiculaire  à  cette  dernière  ;  et  je  désigne  sa  trace  sur 
le  plan  de  la  figure  par  la  droite  indéfinie  SiX,  qui  formera 
avec  SiN,  un  angle  droit.  Ce  plan  contiendra  l'angle  dièdre  cal- 
culé A,.  Je  l'y  définis  par  les  deux  droites  SiT,  S,Tj,  qui  le  limi- 
tent dans  sa  position  réelle,  tel  qu'on  la  conclut  des  observations 
faites  en  Si ,  sur  les  images  des  deux  signaux  S,  S2,  réfractées 
chacune  dans  leur  vertical  propre,  mené  par  la  normale  Si  Ni.  Je 
nomme  /  Fangle  plan  que  la  première  de  ses  branches  Si  T  forme 
avec  la  trace  SiX,  de  sorte  que  la  seconde  S1T2  formera  avec  cette 
même  trace  l'angle  /-f- A,.  Maintenant  je  prolonge  CSi  indéfiniment 
dans  le  plan  de  la  figure,  ce  qui  y  produira  la  droite  CS|M.  Les 
deux  branches  de  l'angle  A|  sont  obliques  à  cette  droite ,  par  con- 
séquent lui-même  se  trouve  hors  du  plan  tangent  à  la  sphère  dont 
CSi  est  un  rayon.  Donc ,  si  par  CSt  on  mène  deux  plans  diamétraux 
qui  contiennent  ses  branches  SiT,  Si  Ta,  ils  comprendront  un 
angle  dièdre  différent  de  Ai  et  que  je  désigne  par  A', .  Je  vais  d'abord 
le  déterminer.  Ce  sera  une  véritable  réduction  à  l'horizon ,  qui  s'ef- 
fectuera facilement  par  la  formule  générale  que  nous  avons  établie; 
et  elle  nous  sera  nécessaire  plus  tard  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances analogues. 

82.  A  cet  effet,  autour  de  Si,  comme  centre,  je  décris  une 
sphère  d'un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur  ;  et  je  marque  en  or, 
tyti,m  les  points  où  elle  coupe  les  droites  indéfinies  SiX,  SiT,  SiTj , 
Si  M.  Considérant  m ,  comme  le  zénith  du  sommet  Si ,  sur  cette 
sphère,  les  angles  /wS,a:,  mStt^  mSj2y  J  seront  respectivement 
les  distances  zénithales  des  points  jCytyti.  Le  premier  iwSij:  est 
évidemment  90" -h  «,  puisque  l'arc  mx  est  dans  le  plan  de  la 
•figure.  Ainsi ,  la  petitesse  supposée  de  &>  le  rendra  très-peu  diffé- 
rent de  90®  ;  les  deux  autres  s'écarteront  aussi  très-peu  de  cette 
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limite;  car^  si  oj  était  nul,  ils  seraient  aussi  égaux  à  90°, 
puisque  les  points  Xyt^tiSe  trouveraient  alors  tous  trois  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  CS|  M.  Pour  rappeler  cette  cir- 
constance ,  je  désigne  ceux-ci  par  des  dénominations  analogues ,  en 
faisant 

wfSia:=90®-f-6);  /?îSi^=:90®-+- ©;  w Si ^«  =  90* -H 63. 

G  et  O,  peuvent  aisément  s'évaluer.  En  effet,  les  triangles  sphériques 
mxt,  mxtj  sont  évidemment  rectangles  en  jr,  par  notre  construc- 
tion. Or  on  connaît,  dans  chacun  d'eux,  le  côté  commun  mx  ou 
90*»  4- w,  et  le  côté  lor,  out^x,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs 
i  et  /  +  Al.  On  aura  donc  les  hypoténuses  mt ,  mti  par  les  relations 
établies  au  deuxième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre ,  lesquelles  donneront  ici 

cos  mt  =  cos  mx  cos  tx ,         cos  mt^  =  cos  mx  cos  t^  x , 

et,  en  remplaçant  lesarcs  parlas  angles  au  centre  qu'ils  soutendent, 

sin  d  =  sin  0»  cos  î ,  sin  O2  ==  sin  «cos  [i  4-  A,). 

Il  nous  sera  tout  à  l'heure  utile  de  connaître  aussi  les  inclinai- 
sons des  mêmes  hypoténuses  sur  le  plan  de  l'angle  Ai  ;  ce  sont  les 
angles  dièdres  mtXy  mt-^Xy  formés  aux  sommets  t^u  de  nos  deux 
triangles.  Je  les  désigne  par  ces  lettres  mêmes,  et  comme  ils  devront 
pareillement  différer  très-peu  de  90®,  je  fais 

f=:9o®-t-T,         ^a  =  90^-1-1',. 

Or ,  le  même  passage  de  Legendre ,  appliqué  à  ces  angles,  donne 

tanc;  mx  tans;  mx 

tang/=— r^-— ,  tangr,=:-r^-— 5 

°  sm/x  °  sinrs^a: 

de  là  on  tire 

tangT  ==  tangcdsin/  ;  tangrjsr  tango)  sin  (jf-)-  Ai). 

85.  Nous  supposons  6>)  un  très-petit  angle;  il  peut  être  rendu 
aussi  petit  que  l'on  voudra  en  rapprochant  suffisamment  les  trois 
sommets  S ,  S| ,  S2 ,  puisqu'il  serait  évidemment  nul  si  on  les  rs^p- 
prochait  jusqu'à  les  mettre  en  coïncidence.  Faisons-le  seulement  tel 
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que  TQn  puisse  négliger  le  cube  de  son  sinus.  Cda  deviendra  éga- 
lement permis  pour  les  angles  0 ,  0, ,  r ,  tj  ,  qui  sont  du  même  ordre 
que  lui,  et  dont  les  valeurs  seront  encore  occasionneliement  atté- 
nuées par  les  facteurs  trigonométriques  qui  multiplient  sin  eo^  oa 
tang  oft ,  dans  leurs  expressions.  Alors  les  rapports  des  sinus  et  des 
tangentes  de  ces  petits  angles  pourront  être  remplacés,  dans  les 
équations  précédentes ,  par  de  simples  rapports  d^arcs ,  ce  qui  don- 
nera 

9  =  w  ces  /,  62  =  o  cos  (f-f-A,), 

t  =  go®  4-  w  sin  /,  ti  =  90**  -h  w  sin  (/  -f-  Ai). 

84.  Considérons  d'abord  ô  et  Ôj.  Ce  sont  les  dépressions  des 
deux  branches  de  Tangle  Ai  au-dessous  du  plan  qui  serait  tangent 
en  Si  à  notre  sphère  osculatrice.  £n  les  mettant  dans  notre  for- 
mule de  réduction  à  l'horizon ,  restreinte  aux  dépressions  très- 
petites,  elle  nous  donnera  l'angle  dièdre  A\  compris  entre  les  deux 
plans  diamétraux  menés  par  ces  branches  et  par  la  sécuite  CSrM. 
Nous  aurons  ainsi 

jrcosi-hcos(/-|-A,)psin»|A,— [cosi— cos(i-hA,)l*cos'7Ail 
^''  =  ^'  +  ^  "' R-sinA.       ■ ' 

Or,  lès  formules  trigonométriques  fournissent  les  identités  sui- 
vantes : 

•     [cosf  4-  cos  (1  -h  A,)p  =  4  cos '  (/  H- 1  A,)cos^ -^A,; 
[cos/  —  cos  (/-f-  A,)p  =  4  sin' (1  -\-  -^  A,}sin4 A^; 

et,  en  outre,  • 

sin  A,  =  2  sin  ^  A,  cos  ^  A,  ; 

cos'  (1  -h  y  A,)  —  sin'  {i  h-  j  A.}  =  cos  (ai  -f-  A,).     • 

En  substituant  ces  équivalents,  et  faisant  disparaître  les  facteurs 
qui  deviennent  communs  au  numérateur,  ainsi  qu'au  dénomina- 
teur, il  reste  simplement 

»' 


A/,  =±  Aï  -f-  -^  sin  Al  cos  (2«  4-  A,). 
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Ceci  nous  laontre  déjà  que  l'angle  dièdre  A',  ne  différera  de  At  que 


«» 


par  une  quantité  toujours  moindre  que  —^,^  puisque  ce  coeflicient 

sera  encore  affaibli  par  les  facteurs  trigonométriques  qui  le  mul*- 
tiplient ,  lesquels  sont  essentiellement  fractionnaires^  Si  donc  nous 

restreignons  assez  le  triangle  terrestre  SS|Sj  pour  que  -—,,  ne  soit 

qu'une  fraction  de  seconde  négligeable ,  ces  deux  angles  pourront 
être  substitués  Tun  à  Tautre  dans  les  applications  où  ils  devront 
entrer.  Afin  d'apprécier  les  limites  d'amplitude  de  u  qui  satisfe- 
raient à  cette  condition,  supposons-le  égal  à  /^o"  :  alors  o»^  sera 
1600  ;  et ,  d'après  la  valeur  de  log  R"  donnée  plus  haut ,  nous 
aurons 

logw==  3,2041200 
log2R''  =  5,6 1 5455  r 


log  (~}j  =  3,5886649,      d'où     ^,  ==  o",oo38776. 

Une  fraction  de  seconde  telle  que  celle-là  n*est  pas  appréciable 
aux  instruments  les  plus  précis.  Or,  quand  nous  serons  arrivés  à 
déterminer  la  figure  générale  de  la  terre,  nous  aurons  le  mpyen  de 
constater  que ,  dans  les  amplitudes  superficielles  auxquelles  on 
restreint  les  triangles  géodésiques,  et  même  dans  les  plus  grandes 
amplitudes  que  peut  leur  permettre  la  condition  de  Visibilité  ré- 
ciproque des  signaux ,  les  angles  &>  sont  toujours  considérable- 
ment moindres  que  4^" >  ^^  sorte  que ,  pour  tous  ces  cas ,  les 
deux  angles  dièdres'Ai,  A',,  quoique  géométriquement  distincts, 
peuvent  être  employés  comme  égaux  entre  eux. 

8^.  Mais  cela  ne  suffît  pas  encore  pour  résoudre  la  question 
pratique  que  nous  nous  sommes  proposée.  Ce  qu'il  nous  importe 
de  connsdtre,  c'est  Tangle  dièdre  (A),  qui  est  compris  en  S|  entre  les 
deux  plans  diamétraux  menés  par  la  sécante  GSi,  et  par  les  deux 
sommets  S,  S3,  vus  directement  de  ce  point,  sans  Vintermédiaire  des 
réfractions.  Heureusement  on  peut  le  déduire  de  ce  qui  précède, 
et  prouver  qu'il  est  encore  sensiblement  égal  à  A,  dans  les  condi- 
tions de  restriction  assignées  au  triangle  terrestre  SSi  S2. 
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A  cet  effet,  je  suppose  que  les  deux  sommets  S,  Ss  puissMit  ^re 
observés  directement  du  point  Si,  à  travers  le  vide.  Les  droites 
menées  de  S|  à  ces  sommets  comprendront  entre  elles  un  certain 
angle  plan  ai,  quelque  peu  différent  du  précédent.  Mais  elles  seront 
situées  dans  les  mêmes  verticaux  réels,  où  l'on  a  observé  du  même 
point  S|  leurs  images  réfractées  2,  22  à  travers  Tatmosphère,  puis- 
que la  réfraction  supposée  régulière  ne  les  fait  point  sensiblement 
sortir  de  ces  plans.  Seulement,  les  branches  de  l'angle  oblique 
vrai  ai  se  trouveront  alors  avoir  des  distances  zénithales^go**  -f-  hx, 
90^  H-  h^9  différentes  de  celles  qu'on  observe  habituellement  aux 
branches  de  l'angle  oblique  réfracté.  Toutefois,  les  dépressions  posi- 
tives ou  négatives  Â,  /12,  seront  encore  très-petites,  même  généra* 
lement  plus  petites  ,  abstraction  faite  de  leur  signe  propre ,  que 
celles  qu'on  observe  à  travers  Tair.  Si  l'on  introduit  ces  nouveaux 
éléments  dans  la  formule  qui  donne  la  réduction  à  Thorizon  pour 
des  dépressions  ainsi  restreintes,  elle  devra  évidemment  reproduire 
le  même  angle  dièdre  Ai,  que  Ton  a  conclu  des  images  réfractées 
dans  les  mêmes  verticaux ,  c'est-à-dire  qu'on  aura  sous  cette  nou- 
velle forme 

A    ^        .    ,  r(A2-f-/0'sin='|fl.— (A,  — /O^cos^a,"] 

A,  —  «1  -H  7  I ,     , If 

L  R    sm  a,  J 

Ai  étant  ici  le  même  que  précédemment. 

86.  Supposons  maintenant  que  les  deux  mêmes  sommets  S^  Si 
soient  observés  du  sommet  Si  également  à  travers  le  vide ,  mais  que 
l'on  mesure  leurs  distances  zénithales  à  partir  delà  sécante  CS|M  de 
layîg'.  i5  ,  au  lieu  de  les  mesurer,  comme  tout  à  l'heure,  en  par- 
tant de  la  normale  réelle.  L'angle  plan  compris  entre  les  droites 
directes  menées  à  ces  sommets,  sera  encore  «,,  comme  précédem- 
ment. Mais  les  distances  zénithales  de  ses  deux  branches  que  je  dé- 
signe par  Ç,  ^2 ,  différeront  des  distances  zénithales  vraies,  et  au- 
ront, par  exemple ,  des  valeurs  de  cette  forme 

/*'  et  h\  étant  autres  que  ^  et  Aj.  Alors  l'angle  dièdre  compris  entre 
les  plans  diamétraux  menés  par  ces  branches  ne  sera  plus  A„  mais 
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aura  une  certaine  autre  valeur  (A), ,  dont  Texpression  sera 

L  R  sina,  J' 

il  différera  ainsi  seulement  de  Ai  par  Pinfluence  que  la  diversité 
des  dépressions  y  exercera. 

87.  Pour  en  apprécier  l'effet,  je  reproduis  les  éléments  géné- 
raux de  hifig,  i5 ,  dans  la^^.  i6.  Mais ,  afin  de  ne  pas  la  compli- 
quer, j'y  marque  seulement  la  trace  Si  T  du  vertical  vrai  qui  con- 
tient la  branche  directe  S|S  menée  au  sommet  S,  branche  dont  la 
dépression  TSiS  ou  ^i,  dans  ce  même  vertical,  sera  représentée 
par  l'arc  ts  sur  la  sphère  décrite  autour  de  Si ,  avec  le  rayon  i . 
Alors  l'arc  ms  de  la  même  sphère  y  représentera  la  distance  zéni- 
thale Ç  de  la  même  branche  Si  S,  mesurée  à  partir  de  la  sécante  GSiM. 
Or,  cet  arc  ms  peut  être  évalué ,  presque  sans  calcul ,  avec  une 
approximation  parfaitement  suffisante  pour  notice  but.  En  effet , 
l'angle  TSjX  étant  désigné  par  i  comme  précédemment,  nous 
avons  trouvé  que  l'arc  mty  ou  90 +  0  dela^^.  i5,  a  pour  va- 
leur 90°H-û)  cos/;  et  nous  avons  trouvé  que  l'angle  formé  en  t  par 
ce  même  arc  avec  le  plan  TS|X,  étant  compté  vers  SjX,  est 
90°+ w  sini.  Ënlui  ajoutant  90°,  nous  aurons,  dans  notre ^^.  16, 
l'angle  dièdre  total  formé  au  même  point  t  du  triangle  mts\  de 
sorte  que  la  valeur  de  celui-ci,  comptée  toujours  dans  le  même 
sens,  sera  i8o°+6>sinf.  Ainsi,  dans  la  construction  qui  nous  sert 
de  type,  la  disposition  du  triangle m/^  serait  telle  que  la  représente 
^^fiS'  ^^his.  Or,  le  côté  ms  ou  Ç  du  triangle  mts^  se  trouvant 
ainsi  opposé  à  un  angle  qui  diffère  seulement  de  1 80^  par  un  terme 
très-petit  de  Tordre  » ,  sa  longueur  ne  différera  de  la  somme  des 
deux  autres  côtés  du  triangle  que  par  une  quantité  d'un  ordre  bien 
plus  petit  encore,  puisque  son  expression,  si  l'on  jugeait  néces- 
saire de  la  calculer  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  w%  serait  ici 
—  |w'sin/isin^/.  Admettant  donc  qu'on  la  néglige,  d'après  cette 
cvaIuation,ou  diaprés  la  simple  évidence  géométrique,  on  en  conclura 

Ç  =  ç)o®  -4-  A  -f-  «  cos  /■ , 
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ot ,  par  une  analogie  évidente, 

Ç,  =  90°  -h  ki-i-  w  cos  (/  -f-  A,)  ; 

rar  l'angle  oblique  ^t  doit  toujours  avoir  pour  projection  A,,  sur  le 
plan  TSiX  qui  est  perpendiculaire  à  la  normale  réelle  Si  A,. 

Les  termes  qui  s'ajoutent  à  90°  dans  ces  deux  expressions,  sonl 
ceux  qu'il  faut  substituer  à  A'  et  h\  dans  l'expression  de  (A)|.  Od 
aura  donc 

(A)i— .«iH-i-j ^__^ 4 

\  A  sm^i  { 

au  lieu    qu'on  avait ,    dans  les   mêmes  conditions   de   visibilité 
directe , 

L  R  sma,  J 

88.  Ces  deux  expressions  ne  diffèrent  que  par  les  petits  termes 
dépendants  de  w  qui  s'ajoutent,  dans  la  première,  aux  dépressions 
vraies //, /i 2.  Si  on  développait  les  carrés  que  contient  celle-ci, la 
différence  se  trouverait  évidemment  composée  de  ternies  ayant 
pour  coefficient  w*,  ou  les  produits  de  w  par  les  dépressions  vraies 
/i ,  h  2*  Or,  ces  dépressions  ne  sont  jamais  que  de  quelques  minutes, 
et  Tangle  w  ne  dépasse  pas  un  petit  nombre  de  secondes.  Les  termes 
dont  il  s'agit  seront  ainsi  toujours  insensibles  dans  le  peu  d'étendue 
que  Ton  donne  aux  triangles  terrestres.  Ils  se  confondront  avec  les 
erreurs  des  observations.  Leur  effet  sera  pareil  à  celui  qui  se  pro- 
duit lorsque,  ayant  mesuré  l'angle  plan  a,  ,  dans  un  certain  état  de 
l'atmosphère ,  on  calcule  la  réduction  à  l'horizon  avec  des  dépres- 
sions observées  dans  un  état  tant  soit  peu  différent  ;  or,  cela  n'y 
produit  aucune  altération  de  quelque  importance.  D'après  cela, 
nous  pouvons  admettre  qu'en  restreignant ,  comme  on  le  fait ,  les 
triangles  géodésiques,  les  angles  dièdres  A,  A|,  A2,  mesurés  entre 
les  plans  verticaux  menés  par  les  normales  réelles  aux  trois  som- 
mets d'un  même  triangle ,  peuvent  être  employés ,  sans  coiTection 
aucune,  comme  formés  entre  les  plans  diamétraux  d'une  même 
sphère  osculatrice  à  la  surface  terrestre  en  un  quelconque  des  trois 
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sommets.  Quoique  l'excessive  petitesse  desaogles  &>,  sur  laquelle 
cette  démonstradoB  repose ,  ne  puisse  éti*e  prouvée  que  plus  tard , 
par  des  copsîdéralioDS  d'ensemble,  elle  n'implique  pas  de  cercle 
vicieux ,  parce  qu'il  suffira  qu'elle  justifie  alors  ce  caractère  que 
nous  venons  de  lui  attribuer.  D'ailleurs  nous  en  trouverons  des 
confirmations  de  fait  dans  le  cours  des  opérations  géodésiques 
mêmes, 

89.  Ceci  reconnu,  je  reviens  à  layîgr-  i4*  ^  y  désigne,  sur  la 
normale  CS,  le  centre  d^une  sphère  qui,  étant  osculatrice,  dans  cette 
localité,  à  la  surface  terrestre  régularisée ,  s'assimile  d'assez  près, 
comme  assez  condniîment ,  avec  elle ,  pour  que  les  sécantes  menées 
de  ce  centre  aux  stations  S|,  S}  ne  forment  que  de  très-petits  angles 
avec  les  normales  réelles.  Si  Ton  coupe  ces  trois  sécantes  par  la  sur- 
face sphénque  décrite  du  centre  C,  avec  le  rayon  osculateur  local  CA 
ou  R,  les  plans  diamétraux  qui  les  contiennent  par  couples  tracent 
sur  la  surface  de  la  sphère  un  triangle  curviligne  formé  par  des  arcs  de 
grands  Gei«eles ,  ayant  pour  c6tés  ces  arcs  mêmes ,  AAi,  AA2,  Ai  Aj  ; 
et  pour  aiYgles  des  sommets  les  trois  angles  dièdres ,  A,  Ai,  A, ,  qu'on 
a  déterminés  par  l'observation  autour  des  normales  menées  à  ces 
trois  sommets  respectifs,  la  petitesse  des  angles  6)1,0^2  étant  sup- 
posée telle  que  les  angles  dièdres  compris  entre  les  plans  diamétraux 
qui  forment  le  triangle  sphérique  puissent,  sans  aucune  erreur  ap- 
préciable ,  être  supposés  égaux  à  ceux-là.  Alors ,  si  l'on  parvenait  à 
connaître  la  longueur  absolue  d'un  des  arcs  AA| ,  AA2 ,  A1A2,  par 
une  mensuration  directe ,  ou  par  une  opération  trigonométrique 
qui  le  rattachât  à  quelque  autre  arc  ainsi  mesuré ,  on  obtiendrait  les 
longueurs  absolues  des  deux  autres  côtés  par  le  théorème  connu 
que,  dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  côtés  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  angles  opposés.  Car,  en  supposant,  par 
exemple,  que  l'on  eût  ainsi  le  côté  C  opposé  à  l'angle  A,  on  en  dé- 
duirait 

•   r%       •   ^sinAi  .    _        .   ^sinA2 

smC,=rsmC-: — -5        et        smC2  =  smC-^ — :-• 
smA  sinA 

A  la  vérité ,  pour  résoudi^  immédiatement  ces  équations  par  les 
Tables  de  sinus,  il  faudrait  exprimer  le  côté  C  en  parties  de  la  gra- 
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duation  de  la  sphère  osculatrice,  les  angles  dièdres  A>Aiy  A^  étant 
déjà  donnés  sous  cette  forme  par  les  instruments  qui  les  mesurent, 
ou  par  la  formule  qui  les  déduit  des  angles  obliques  a,  ai,  03  et 
des  distances  zénithales  ainsi  exprimées.  Gela  exigerait  donc  que 
Ton  connût  la  longueur  DC^)  qu'un  degré  de  la  graduation  adoptée 
occupe  sur  le  contour  d'un  des  grands  cercles  de  cette  sphère;  et 
cette  connaissance  serait  nécessaire  encore  pour  obtenir  les  lon- 
gueurs absolues  des  arcs  G|  >  &,  d'après  les  valeurs  que  le  calcul, 
fait  avec  les  Tables ,  leur  assignera  dans  le  même  mode  de  gra- 
duation. Mais  la  partie  principale  de  ces  conversions  devient  inutile 
si  Ton  suppose ,  comme  c'est  le  cas  réel ,  que  les  arcs  G ,  Ci ,  Cs ,  ici 
considérés 9  ne  dépassent  pas  en  longueur  2  d^rés  sexagésimaux, 
limite  qu'on  ne  leur  laisserait  même  pas  atteindre  dans  ces  opé- 
rations quand  on  pourrait  étendre  aussi  loin  la  vision  réciproque. 
Gar  alors,  les  expressions  approximatives  que  nous  avons  établies 
dans  le  §  62,  page  68,  deviennent  applicables  et  suffisantes.  Or, 
si  on  les  emploie  pour  développer  d'abord  l'expression  d'un  des 
côtés  cherchés,  par  exemple  celle  de  G|,  en  fonction  de  son 
sinus,  dont  la  valeur  est  ici  donnée;  puis,  que,  dans  ce  dévelop- 
pement ,  on  remplace  les  puissances  de  sin  G  pai*  leurs  valeurs  en 
fonction  de  l'arc  G ,  en  se  bornant  toujours  aux  limites  d'approxi- 
mation que  nos  formules  embrassent,  on  trouve 

^        ^sinA,   ,    I  sin  A,  sin  fA,  4- A)  sin  (A,  —  A)    G^ 
smA       6  sm^A  R'' 

et  semblablement 

^  ^  sin  Aj       I  sin  A,sin  (As  H-  A)  sin  (A, — A)   G^ 

smA       6  sin^A  R' 

Si  Ton  effectue  la  même  transformation  par  nos  formules  logarith- 
miques approximatives ,  on  trouve  également 

loge.  =  log  i^^^\  H-  i «i°(A.  +  A)sin(A,-A) C' . 


et 


locC  -  loa  /2!l^\    .  *  sin  (A,  +  A)  sin  (A. -A)  C' 
*■   '"■    ^\  sinA/"^6  sin'A  R= 


PHYSIQUE.  109 

A  €$t  le  module  logarithmique    direct ,  dont  la   valeur    est 

0,43429  44^1 9  ^^  ^^  logarithme  tabulaire  1,63778  43i  i3.  Ces  va- 
leurs de  logCi  et  de  log  G2 ,  domiées  par  nos  formules  générales,  s^ac- 
cordent,  en  effet,  avec  celles  qu'on  déduirait  directement  des  expres- 
sions précédentes  de  C|  et  de  G^,  en  se  restreignant  aux  mêmes 
limites  d'approximation.  Maintenant  on  voit  que,  dans  ces  expres- 
sions, la  connaissance  du  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice  locale 
est  seulement  nécessaire  pour  calculer  les  termes  correctifs  qui 
s'ajoutent  à  la  partie  principale  du  côté  cherché;  et  cette  partie 
est  précisément  celle  qu'on  obtiendrait  si  Ton  résolvait  le  triangle 
A  Al  As  comme  rectiligne,  auquel  cas  les  sinus  des  angles 
A,  At9  A7  ne  seraient  pas  proportionnels  aux  sinus  des  côtés  op- 
posés, mais  à  ces  côtés  eux-mêmes.  Il  reste  donc  à  voir  si  la  va- 
leur locale  de  R  peut  être  toujours  connue ,  assez  approximative- 
ment, pour  servir  à  évaluer  ces  termes  correctifs,  qui  sont 
essentiellement  très-petits ,  par  le  peu  d'extension  des  triangles ,  à 
sommets  réciproquement  visibles ,  que  l'on  peut  former  sur  la  sur- 
face terrestre. 

00.  A  cet  effet,  j'annoncerai  d'avance  que,  lorsque  l'ensemble 
de  la  surface  terrestre  nous  sera  connu ,  par  la  comparaison  des 
mesures  de  degrés  du  méridien ,  effectuées  en  des  régions  très-dis- 
tantes entre  elles,  et  que  nous  aurons  établi  définitivement,  d'a- 
près cet  ensemble ,  la  succession  de  nos  sphères  osculatrices  pour 
toute  rétendue  de  la  surface ,  nous  arriverons  à  reconnaître  que 
les  longueurs  de  leurs  rayons  R  sont  comprises  entre  les  valeurs 
suivantes ,  que  j'exprime  en  toises  : 

le  plus  grand  aux  pôles      R  =  3282300"^     log  R  =  6,5i6i  783  ; 
le  plus  petit  à  l'équateur    R  =  327 1867       ^^S^  ==  6,5i47956. 

Maintenant,  dans  la  formule  qui  exprime  les  longueurs  des  cô- 
tés G| ,  Gs  en  fonction  du  côté  donné  G ,  je  suppose  G  égal  à 
100000*^,  ce  qui  lui  donne  une  extension  qui  n'a  jamais  été  réa- 
lisée dans  aucune  opération  géodésique ,  et  qu'il  serait  très-difficile 
d'embrasser  entre  des  signaux  réciproquement  visibles ,  si  l'on  en 
avait  l'intention.  Geci  admis,  je  calcule  successivement  le  coeffi- 
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cient  du  terme  correctif  rT=r- ,  avec  les  valeurs  attribuées  ici  à  nos 
deux  rayons  extrêmes ,  et  je  ti'ouve  : 

par  le  plus  grand  rayon    ^—  =   1 5^,47  ; 

par  le  plus  petit ^—  =   i5'',57. 

Ainsi,  dans  ces  suppositions  exagérées,  tant  pour  l'excessive 
longueur  attribuée  au  côté  C  que  pour  la  disproportion  extrême 
des  rayons  R  employés  au  calcul  du  coefficient  considéré,  les  deux 
évaluations  qu'on  en  obtiendrait  ne  différeraient  entre  elles  que 
de  o*^,  I ,  quantité  dont  on  ne  pourrait  répondre ,  même  sur  la 
mesure  directe  d'un  si  grand  arc  ;  de  sorte  que  le  choix  qu'on 
pourrait  faire  entre  ces  deux  valeurs  du  rayon  R  serait  tout  à  fait 
indifférent.  A  la  vérité  ces  évaluations  précises  ne  peuvent  être 
connues  qu'après  qu'on  a  définitivement  arrêté  le  sens  d'oscula- 
tion  que  l'on  veut  attribuer  à  ces  sphères,  d'où  résultent  les  po- 
sitions locales  de  leurs  centres ,  et  les  longueurs  de  leurs  rayons 
sur  les  diverses  normales  où  ils  sont  placés.  Mais  on  pourrait,  sans 
craindre  une  erreur  plus  sensible ,  leur  substituer,  dans  ce  calcul, 
le  rayon  de  toute  autre  sphère  que  l'on  aurait  reconnue  déjà 
comme  approchant  beaucoup  de  s'assimiler  à  la  surface  terrestre 
dans  une  région  quelconque  sur  un  arc  de  petite  étendue.  Par 
exemple ,  prenons  pour  le  rayon  R  la  valeur  825944^^5  fP*î  ^^^^ 
a  été  donnée  par  l'opération  de  Pensylvanie ,  comme  appartenant 
à  un  cercle  qui  coïnciderait  avec  un  degré  du  méridien  terrestre 
dans  cette  région.  Cette  longueur  sera  moindre  que  la  plus  petite 
que  nous  venons  d'attribuer  à  nos  sphères  oscnlatrices  comme  n'é- 
tant pas  assujettie  aux  mêmes  conditions  de  position  des  centres  d'où 

on  les  suppose  décrites  (*).  Néanmoins  le  coefficient-^^,  calculé 

oR' 


(*)  Elle  appartient  au  système  des  plus  petits  rayons  osculateors  de  la 
surface  terrestre,  et  les  précédents  au  système  de»  plus  grands.  Voyez  cette 
distinction  dans  le  $  ^iS. 
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avec  cette  valeur  de  R  pour  Texemple  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, serait 

De  sorte  qu'il  ne  présenterait,  avec  les  précédentes  évaluations  , 
qu'une  différence  tout  à  fait  négligeable.  On  pourrait  donc ,  pour  ex- 
clure ici  toute  apparence  de  cercle  vicieux,  concevoir  que  les  ter- 
mes correctifs  de  nos  formules  seraient  calculés  avec  ce  rayon ,  ou 
avec  tout  autre  qui  aurait  été  obtenu  par  quelque  opération  ana- 
logue ,  sans  avoir  besoin  de  lui  attribuer  aucune  relation  avec  le 
système  général  et  définitif  de  nos  sphères  osculatrices ,  si  ce 
n'est  qu'il  a ,  comme  elles ,  la  propriété  de  suivre  de  très-près  la 
courbure  de  la  surface  terrestre  en  un  certain  sens,  dans  un  de  ses 
points.  Mais,  ceci  étant  constaté  pour  la  légitimité  du  raisonnement, 
lorsqu'on  entreprend ,  de  nos  jours ,  une  opération  géodésîque 
nouvelle,  on  peut,  sans  aucun  cercle  vicieux,  attribuer  aux 
sphères  tangentes ,  sur  lesquelles  on  suppose  les  tiiangles  établis , 
la  distribution  relative  des  centres,  et  les  longueurs  de  rayons 
qui  ont  été  reconnues  être  les  plus  convenables ,  d'après  l'ensemble 
des  opérations  antérieures  effectuées  en  diverses  parties  de  la  terre. 
De  sorte  qu'en  opérant  ainsi,  on  obtient,  de  prime  abord,  les 
nombres  définitifs  auxquels  les  approximations  successives  con- 
duiraient. 

91.  On  parvient  à  des  résultats  équivalents  à  ceux  qui  précè- 
dent ,  et  ayant  un  degré  de  précision  exactement  égal ,  au  moyen 
d'un  théorème  trouvé  par  Legendre ,  qui  en  simplifie  beaucoup  le 
calcul  numérique  j  mais,  pour  en  concevoir  l'application ,  et  même 
pour  l'effectuer  avec  justesse,  il  faut  en  rappeler  le  principe  fon- 
damental. 

T^s  angles  A ,  A  i ,  Aj  d'un  triangle  sphérique  rigoureux  [fi^^  i4) 
sont  des  angles  dièdres,  mesurés  au  centre  de  la  sphère  par  les  arcs 
de  grands  cercles  interceptés  entre  les  plans  diamétraux  qui  les  li- 
mitent, et  auxquels  ils  sont  proportionnels.  On  peut  donc  les  ex- 
primer par  ces  arcs  mêmes,  indépendamment  de  toute  graduation  ; 
alors  l'expression  de  l'angle  droit  sera  un  quart  de  circonférence 
que  je  nommerai  D.  Ceci  convenu,  soient  s  la  superficie  courbe  du 


I  1 2  ASTRONOMIE 

triangle  sphérique  considéré ,  et  S  la  superficie  totale  de  la  sphère , 
ces  deux  quantités  étant  exprimées  dans  une  même  espèce  d'unités 
de  surface  et  de  longueur.  On  démontre ,  dans  les  Éléments  de 
Géométrie  (Legendre,  livre  VII,  prop.  XXIII),  qu'il  existe  tou- 
jours l'égalité  suivante  : 

A4- Ai-f-Aa-~2D  _  s 
8D  "~  s' 

Plus  s  est  petit ,  comparativement  à  S ,  plus  les  deux  membres  de 

cette  équation  s'affaiblissent.  Enfin ,  si  l'on  suppose  que  le  rap- 

s 
port  -  devienne  insensible ,  ce  qui  identifie  le  triangle  sphérique  à 

un  triangle  rectiligae  qui  serait  compris  dans  un  élément  superficiel 
infiniment  petit  du  plan  tangent  à  la  sphère,  le  numérateur  du 
premier  membre  doit  devenir  aussi  insensible ,  comparativement 
à  son  dénominateur  8D.  Donc,  à  cette  limite  finale,  la  somme  des 
trois  angles  du  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits ,  puisqu'elle 

ne  diffère  de  deux  droits  que  par  un  arc  8D  ^ ,  qui  peut  être  sup- 

posé  moindre  que  toute  quantité  assignable  par  l'atténuation  du 

facteur  -• 

92.  Cette  relation  peut  se  mettre  sous  plusieurs  auti^es  formes, 
selon  les  diverses  expressions  que  l'on  peut  convenir  de  donner  aux 
angles  et  aux  surfaces.  Par  exemple,  soit  R  le  rayon  de  la  sphère, 
exprimé  dans  la  même  espèce  d'unité  de  longueur  qui  est  employét^ 
pour  la  mesure  de  j ,  et  des  arcs  A,  A, ,  Aj ,  D.  Alors  le  contour 
d'un  grand  cercle  sera  4D  >  sa  surface  2DR  ;  et ,  comme  la  surface 
totale  de  la  sphère  est  quadruple  de  celle  d'un  de  ses  grands  cercles, 
l'expression  de  S  sera  8DR.  En  la  substituant ,  le  dénominateur  8D 
disparaît ,  comme  commun  aux  deux  membres  de  l'équation,  et 
il  reste 

A4-A1-+-A2  — 2D  =  i. 

L'égalité  qui  avait  lieu  précédemment  entre  des  rapports  abstraits , 
existe  maintenant  entre  des  quantités  linéaires. 
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95.  Autour  du  cenlre  C  [fig*  i4)»  décrivez  une  sphère  concen- 
trique à  la  première ,  mais  doni  le  rayon  soit  égal  à  Tunité  de  lon- 
gueur, et  marquez  sur  sa  surface  les  trois  points  où  elle  est  perbée 
par  les  rayons  R  dirigés  aux  sommets  A ,  Ai,  A  2.  Ces  intersections 
formeront,  sur  la  sphère  du  rayon  i ,  un  triangle  sphcrique  semblable 
au  premier ,  et  ayant  les  mêmes  angles  dièdres.  Exprimons-y  en- 
core ces  angles  par  les  arcs  de  grands  cercles  a,  a„  «29  qui  sont 
compris  sur  la  nouvelle  sphère  entre  les  plans  qui  les  limitent ,  en 
attribuant  les  lettres  homologues  aux  angles  pareils  ^  et  concevant 
les  arcs  a^  a  1 ,  a  2  exprimés  en  parties  dtl  rayon  i .  Désignons  aussi 
par  d  l'arc  de  cette  même  sphère ,  qui  est  soutendu  par  Tangle 
droit  ;  nous  aurons ,  par  une  proportionnalité  évidente , 

A=:Ra,        Ai  =  Ra,j        A2  =  Ra2,       D  =  Réf. 

Si  Ton  substitue  ces  expreàsiohs  dans  notre  dernière  égalité ,  il  en 

résulte 

,  s 

a  -+-  a  I   -f-  a  2  —  2a  =  « —  • 

R2 

Ici ,  l'égalité  existe  de  nouveau  entre  des  rapports  abstraits ,  puis- 

que  a ,  a,,  a,  sont  de  tels  rapports ,  ainsi  que  —  • 

R 

94.  Supposez,  enfin,  qu'on  veuille  exprimer  a ,  a , ,  aj ,  d^  non 

plus  sous  cette  forme ,  mais  en  parties  dé  la  graduation  numérique 

du  cercle,  .par  exemple  en  secondes  de  la  division  sexagésimale. 

Alors  il  faudra  convertir  le  rayon  i  dans  cette  même  espèce  d'unités, 

ce  qui  le  changera  dans  le  nombre  que  nous  avons  nommé  R^  5  et, 

en  multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  par  ce  facteur,  on  aura 

aR"  -h  a,R"  -h  a2R"  —  2fi?R"  =  -î-  R''. 

R 

Les  quatre  termes  du  premier  membre  sont  les  valeurs  des  arcs 
respectif»  a,  «i ,  a2 ,  2^/,  exprimés  en  secondes ,  ce  cjui  transforme 
le  dernier  en  2.90.3600"  ou  180**.  Je  les  désignerai  respective- 
ment par  ol'\  a\  ,  a"  et  d",  ce  qui  donnera 


a"   +  a';    4-   a.\    -   2r/"  =  -i  R". 


T.  m. 


8 


1  l4  AST&ONOMIE 

Le  pi'eini(îr  membre  de  ces  deux  dernières  égalités  s*appelle  Vex- 
ces  sphérique  du  triangle  sphérique  considéré ,  quelle  que  soit  celle 
det  deux  formes  qu'on  adopte  pour  l'expression  des  arcs.  Je  le  dé- 
signerai désormais  par  c  dans  le  première,  et  par  i"  dans  la 
deuxième;  on  aura  ainsi 

.  ^  _//  ^  U" 

6  —    ~zr">  6     izz    ■^—  SX  . 

R'  R' 

Quelle  que  soit  celle  qu'on  adopte ,  on  pourra  toujours  l'évaluer 
pour  un  triangle  sphérique  dont  on  donnera  la  superficie  s ,  en 
la  divisant  par  le  carré  du  rayon  R  exprimé  dans  la  même  espèce 
d'unités  de  longueur  qu'on  aura  employée  pour  calculer  s.  On  voit 
«lonc  qu'ici  encore  l'évaluation  directe  de  s  exige  la  connaissance 
du  rayon  R.  Mais  la  rigueur  d'appréciation  de  cet  élément  sera 
d'autant  moins  importante  que  s  se  trouvera  moindre  relativemeot 
à  R',  c'est-à-dire  à  mesure  que  l'étendue  superficielle  du  triangle 
considéré  sera  plus  petite  ,  comparativement  i\  la  surface  totale 
de  la  sphère  sur  laquelle  il  est  établi. 

9d.  J'arrive  maintenant  au  théorème  de  Legendre.  Considérons 
un  triangle  sphérique  quelconque,  dont  les  angles  soient  A,  A  i ,  Â  3, 
et  C,  Cl,  C 2  les  côtés  respectivement  opposés;  on  aura  rigou- 
reusement 

.  .       sin  Al  .  .    r.  sin  A  > 

sm  Cl  =  sm  C -r— r- ?         smC2  =  smC-; 

sm  A  sm  A 

Avec  ces  mêmes  côtés  C,  G,,  C2,  étendus  en  ligne  droite,  formez 
un  triangle  plan^  fi  g.  17,  dans  lequel  A',  A'^,  A'j  désignent  les  an- 
gles qui  leur  seront  respectivement  opposés;  pour  cç^lui-ci ,  on  aura 


smA.  _       _sinA, 


vji  —  Cl     ,    - . ,  î  Ci?  —  L»  -T 

sm  A  SI 


2 


sin  A' 

■ 

On  pourrait  donc  le  résoudre  immédiatement  et  complètement  par 
les  Tables  de  sinus,  supposant  qi\e  ses  angles  fussent  connus  avec 
le  côté  C.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  angles  doivent  différer 
de  leurs  analogues  dlins  le  triangle  curviligne ,  puisque  leurs  sinus 
ont  entre  eux  des  rapports  différents.  Mais  on  peut  prévoir  aussi 


PHYSIQUE.  Il5 

qu'ils  se  rapprocheront  de  ces  premiers ,  à  mesure  que  la  surface 
du  triangle  curviligne  sera  moindre,  comparativement  h  la  surface 
totale  de  la  sphère ,  puisque  la  somme  de  ceux-ci  doit  s'accorder 
avec  eux  pour  former  deux  angles  droits  exacts ,  ù  la  limite  finale 
de  petitesse  oh  ce  rapport  de  superficie  deviendrait  insensible.  La 
différence  entre  les  angles  homologues  des  deux  triangles  doit  donc 
pouvoir  se  développer  en  une  série  convergente  formée  avec  les 
éléments  décroissants  de  ce  rapport ,  c'est-à-dire  ordonnée  suivant 

CGC 

les  puissances  de  -  ?  — ^  >  -^5  R  étant  le  rayon  de  la  sphère  sur  la- 

R.    B.     K 

quelle  le  triangle  curviligne  est  tracé.  En  effet  ^  lorsqu'on  effectue 
ce  calcul  en  exprimant  les  angles  par  les  arcs  qui  les  mesurent 
sur  une  sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à  l'unité  de  longueur,  si 
Ton  borne  les  développements  à  leur  premier  terme ,  ce  qni  en  fait 
seulement  omettre  qui  ont  pour  diviseur  R^  ou  des  puissances  su- 
périeures de  R,  on  trouve 

s  étant  la  superficie  du  triangle  spkérique  exprimée  en  mêmes  uni- 
tés de  surface  que  R^  Si  5  n'est  pas  donné ,  mais  que  l'on  connaisse 
la  superficie  du  triangle  rectiligne  que  je  désignerai  par  s  ',  on 
pourra  la  substituer  à  ^*,  en  conserv^ant  le  même  ordre  d'approxi- 
mation ,  et  l'on  aura  encore 

s'  ,  s'  ,  5' 

A'=A—-J-— 7  A',=A,--{— 1  A'^^rAo— i.~. 

s 
D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  ^  exprime 

R" 

V excès  sphérique  du  triangle  curviligne,  lorsque  l'on  prend  les 
arcs  qui  mesurent  sear  angles  dièdres  .sur  les  grands  cercles  d'une 
sphère  dont  le  rayon  est  i ,  et  qu'on  les  suppose  exprimés  en  par- 
ties de  ce  même  rayon.  Si ,  au  contraire,  on  veut  les  exprimer  en 
parties  de  la  graduation  du  cercle ,  les  mêmes  relations  auront  lieu 
entre  les  angles  analogues  des  deux  triangles  ainsi  exprimés, 
pourvu  qu'on  les  associe  à  l'excès  sphérique  z"  exprimé  de  la 

8.. 
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môme  manière,  ce  qui  exige  seulement  que  l'on  remplace  —  ou  — 

s  '  s^ 

par  -—  R''    ou   ^  R''  dans  les  équations  que  nous  venons  de 

former. 

06.  Puisque  ces  expressions  contiennent  en  dénominateur  le 
carré  du  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  on  suppose  le  triangle 
établi ,  nous  avons  ici  à  considérer,  comme  dans  nos  formules  pré- 
cédentes, jusqu'à  quel  point  Tévaluation  de  l'excès  sphérique  s", 
exprimé  en  secondes  de  degré,  comme  il  faut  l'avoir  pour  le  ré- 
partir entre  les  trois  angles  A,  A, ,  A2,  serait  affectée  par  les  petites 
incertitudes  où  l'on  pourrait  être  sur  la  valeur  précise  du  rayon  R. 
Car,  bien  que ,  dans  une  grande  triangulation ,  l'on  ait  toujours 
soin  de  se  transporter  successivement  aux  trois  sommets  de  chaque 
triangle ,  pour  déterminer  par  l'observation  les  angles  qui  y  cor- 
respondent ,  ce  qui  en  donne  l'excès  sphérique ,  sans  calcul ,  par 
leur  somme  même,  on  verra  tout  à  l'heure  que,  pour  la  plupart 
des  résultats  qu'on  déduit  d'une  telle  triangulation ,  l'on  est  obligé 
de  subdiviser  ces  triangles  primitifs  en  triangles  partiels,  où  l'un 
des  angles  est  souvent  inconnu  ;  de  sorte  que,  pour  le  conclure  de  la 
somme  des  deux  autres,  il  faut  d'abord  calculer  théoriquement  la 
valeur  totale  de  l'excès  sphérique  s",  d'après  le  rapport  de  la  su- 
perficie du  triangle  considéré ,  au  carré  R'  de  la  sphère  sur  laquelle 
on  le  suppose  établi. 

A  cet  effet,  je  reprends  les  mêmes  rayons  qui  nous  ont  hypothé- 
tiquementservi  dans  l'épreuve  précédente,  p.  109.  Seulement,  pour 
les  distinguer  les  uns  des  autres ,  je  nomme  R,  celui  de  la  sphère  os- 
culatvice  polaire ,  R,  celui  de  la  sphère  osculatrice  é(]uatoriale  que 
l'on  emploie  dans  les  réductions  géodésîques,  et  je  désigne  parR^ 
celui  qui  nous  a  été  donné  par  l'opération  de  Pensylvanie,  comme 
étîint  osculateur  suivant  le  méridien  même ,  au  lieu  où  cette  oi)é- 
ration  a  été  faite.  Je  suppose  alors  que  pour  un  certain  triangle 
idéal ,  dont  les  côtés  seraient  approximativement  connus ,  l'excès 
sphérique  e"  ait  été  trouvé  égal  à  4o",  en  prenant  pour  dénomi- 
nateur lé  rayon  R,.  Si  ce  même  excès  était  calculé,  en  prenant 
pour  dénominateur  le  rayon  R,  ou  le  rayon  R3 ,  on  lui  trouverait 
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//  n  2  fi"  R  ^ 

respectivement  pour  valeur  ■       '    ou  '*  Or,  d'après  les  cxr 

n,  Rj 

pressions  attribuées  plus  haut  aux  logaiithmes  de  ces  trois  rayon 

exprimés  en  toises,  on  a 

R'  R* 

g4^=:  1,00639,  ^=^«»C)ï4o8. 

Multipliant  donc  ces  rapports  par  /Jo",  valeur  supposée  de  e", 
quand  on  le  calcule  sur  la  sphère  du  rayon  R, ,  on  aurait  pour  sa 
valeur,  dans  la  deuxième  supposition,  4o"j2556,  et,  dans  la  troi- 
sième, 40", 5652,  au  lieu  de  4o"  juste.  Ainsi,  dans  la  répartition 
(le  Fexcès  par  tiers ,  entre  les  trois  angles  sphériques  du  triangle 
considéré,  pour  le  transformer  en  un  triangle  recti ligne,  Terreur 
possible  sur  chaque  angle  réduit  serait  le  tiers  de  Texcès  de  ces 
nombres  sur  4o",  ou  o"  ,o85  dans  le  premier  cas ,  et  o" ,  188  dans 
le  second.  Ce  sont  là  des  quantités  à  peine  appréciables  aux  obser- 
vations les  plus  précises;  et,  dans  Tétat  ac.tuel  de  la  géodésie,  on 
ne  serait  jamais  exposé  à  les  avoir  si  grandes,  parce  que  Ton  con- 
naît beaucoup  trop  approximativement  les  rayons  des  sphères  os- 
culatrices  locales,   d'après  les  opérations  antérieurement  faites, 
pour  leur  attribuer  des  valeurs  si  différeptes  de  celles  qui  leur  con- 
viennent dans  chaque  cas  donné.  On  n'aura  donc  jamais  à  craindre 
des  incertitudes ,  piéme  si  petites,  sur  l'évaluation  théorique  d'un 
excès  sphérique  «Je  ê^Ot".  Or,  aucun  triangle  géodésiqne  jusqn'ici 
réalisé  ij'a  été  assez  éteudu  pour  présenter  un  excès  aussi  consi- 
dérable. Celui quç  nous  avons  employé.  M,  Arago  et  moi,  pour 
lier  la  petite  Jle  dlviza  à  la  côte  d'Espagne ,  a  eu  pour  excès  sphé- 
rique  39",  C'est  de  beaucoup  le  plus  grand  qui  ait  été  jamais  exé- 
cuté ,  et  la  nécessité  de  cette  jonctioA  21  pu  seule  nous  décider  à 
subir  toutes  les  difficultés  que  présentaient  les  observations  de  si- 
gnaux placés  à  de  si  grandes  distances.  Aussi  n'en  trouvc-t-on 
de  cet  ordre  dans  aucune  autre  triangulation ,  et  par  conséquent 
les  excès  sphériques  qui  s'affaiblissent  comme  le  carré  des  dimen- 
sions du  triangle  y  sont  tous  généralement  si  petits,  que  Ton  n'a 
rion  absolument  à  craindre  dans  leur  évaluation ,  par  Finfluencc 
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des  faibles  incertitudes  que  pourrait  présenter  l'appropriation  du 
rayon  R  employé  pour  les  calculer  théoriquement. 

97.  Les  résultats  précédents  peuvent  se  résumer  dans  un  énonce 
général,  qui  a  été  donné  par  Legendre  : 

i^.  Étant  donné  un  triangle  sphérique,  dont  la  surface  est  très- 
petite,  comparatwement  à  la  surface  totale  de  la  sphère  sur  la- 
quelle il  est  établi ,  comme  sont  les  triangles  géodésiques  fornm 
localement  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  si  les  angles  Cèdres  de  ce 
triangle  sont  k^  Kx^  ki^  ^^  G ,  C| ,  Cj  les  longueurs  des  côtés  res- 
pectivement opposés  à  ces  angles  y  comme  le  représente  la  fig.  i4) 
formez  un  triangle  plan  A' A', A',,  fig.  17,  dont  les  côtés  recti- 
lignes  soient  égaux  «  G,  Gi,  Gj,  f/  dont  les  angles  A',  A',,  A, 
respectivement  opposés  à  ces  côtés  aient  pour  valeurs 

Toutes  les  relations  que  la  trigonométrie  rectiligne  établira  entre 
les  côtés  C,  Cl  y  Ci  de  ce  triangle  idéal  auront  lieu  aussi  entre  ces 
mêmes  côtés  dans  le  triangle  spliérique,  en  ne  négligeant  que  des 

termes  de  l'ordre  ~  9  et  d'ordres  supérieurs, 

R 

2**.  Si  les  trois  angles  A ,  Ai ,  Aa  sont  donnés  en  parties  de  la 

graduation  du  cercle,  ou  sous  toute  autre/orme  convenue,  on  pourra 

aisément  calculer  la-  valeur  de  s  sous  la  même /orme,  puisqu'il  est 

égal  à  l'excès  de  leur  somme  sur  deux  angles  droits.  On  pourra 

encore  le  calculer  sans  avoir  ces  angles,  si  Von  connaît  la  surface  s 

du  triangle  sphérique  considéré,  puisqu'il  suffira  de  la  diviser  par 

le  carré  du  rayon  R  de  la  sphère,  exprimé  en  unités  de  surface  de 

même  nature  que  s.  Enfin ,  si  Von  ne  connaît  pas  la  surface  exacte 

s  du  triangle  sphérique,  on  pourra  la  remplacer,  dans  le  même 

ordre  d'approximation ,  par  la  surface  s' de  ce  même  triangle  cort' 

sidéré  comme  rectiligne,  et  formé  par  les  côtés  G,  Gi,  G2,  combinés 

avec  ceux  des  angles  sphériqucs  A ,  A, ,  A2,  qui  seront  donnés.  Le 

s' 
rapport  --  donnera  l'excès  inconnu  e  ou  s!'  du  triangle  sphérique 

dans  des  limites  d'approximation  du  même  ordre  que  si  Von  avait 
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pu  le  calculer  (lireclement  par  les  éléments  mêmes  tîe  ce  trianglcy 
combinés  selon  leurs  rapports  trigonométriques  rigoureux, 

98.  A  l'aidé  de  ces  deux  théorèmes,  les  triangles  gcodésiques, 
quoique  ayant  leurs  côtes  courbes,-  se  résolvent  immédiatement 
par  les  Tables  logarithmiques  ordinaires,  de  nombres,  de  sinus  et 
de  tangentes,  comme  si  ces  côtés  étaient  rectilignes.  On  emploie 
donc  immédiatement,  dans  le  calcul,  leurs  longueurs  absolues  C, 
C| ,  Gj ,  telles  qu'elles  sont  données  par  la  mensuration ,  sans  avoir 
besoin  de  les  diviser  d'abord  par  le  rayon  R  pour  les  réduire  en 
parties  de  ce  rayon ,  et  de  les  multiplier  ensuite  par  R'^  pour  les 
avoir  en  parties  de  la  graduation  du  cercle,  comme  les  Tables 
usuelles  supposent  les  arcs  exprimés.  La  connaissance  du  rayon  R 
n'est  indispensable  que  pour  calculer  théoriquement  l'excès  sphé- 
rique  du  triangle  d'après  le  rapport  de  sa  superficie  à  celle  de  la 
sphère,  lorsque  ses  angles  dièdres  A,  Ai ,  A3  n'ont  pas  été  tous  ti^ois 
déterminés  par  l'observation  ;  et  son  usage  y  est  analogue  à  celui 
qu'il  a  pour  le  calcul  des  termes  correctifs ,  dans  la  résolution  des 
mêmes  triangles  par  les  développements  que  nous  avons  d'abord 
exposés.  C'est  pourquoi  on  n'a  besoin  de  l'y  connaître  aussi  qu'avec 
une  approximation  d'un  ordre  pareil. 

99.  Pour  compléter  ce  rapprochement,  je  vais  montrer  que> 
dans  les  limites  de  petitesse  des  triangles  auxquels  le  théorème  de 
Legendre  est  applicable,  il  donne  des  résultats  identiques  avec  les 
développements  que  nous  avons  formés  tout  à  l'heure  dans  le 
§  89,  page  108;  son  unique  avantage,  c'est  de  suppléer  à  l'éva^ 
luation  des  termes  correctifs  de  ces  développements,  par  l'emploi 
de  l'excès  sphéricpie  du  triangle  considéré. 

Pour  donner  un  exemple  simple  et  convaincant  de  ce  fait,  résol* 
vons  ainsi  le  même  problème  que  nous  avons  traité  par  les  dévelop- 
pements (§  89,  page  108).  Connaissant  les  trois  angles  du  triangle 
sphérique  AAjA,,  fi  g*  i4>  ^*  "'^  ^^^^  ^>  trouver  les  deux  autres 
côtés  C, ,  C2. 

Puisque  les  trois  angles  sont  donnés,  et  exprimés,  si  l'on  veut, 
'  n  parties  de  la  gradualîoti  du  cercle ,  leur  somme ,  diminuée  de 
deux  angles  droits,  donnera  Texcés  sphérique  sous  la  forme  t\  On 
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aura  donc,  par  le  théprème, 

Je  considère  d'abord  la  première  de  ces  relations,  et,  pour  la  rappro- 
cher de  nos  développements,  j*y  décompose,  dans  les  deux  ternies 
du  second  membre,  les  sinus  d'arcs  complexes  en  sinus  d*arcs  sim- 
ples. Puis,  comme  s"  est  toujours  un  très-petit  arc,  dont  l'expres- 
sion abstraite  est  de  Tordre^  9  je  remplace  son  sinus  par  cette  ex- 

pression  même  —  9  ou  s,  qui  le  donne  en  parties  du  r^yon  desTables 

pris  pour  unité.  Par  un  motifpareil,  je  remplace  le  cosinus  de  cet  arc 
par  Tunitc ,  ce  qui  revient  encore  à  négliger  les  termes  de  l'ordre 

—9  ou  dès  ordres  supérieurs;  j'ai  ainsi  finalement 

cosA/ 


I  —  -rC 


.  P   ^^  p  (sînAi  —  jgcosAt) ^  sinAi  /  ^    sinA, 

'  (sinA  —  jecosA)  sinA   \  ,     cosA 

^    sinA 

£  est  déjà  de  l'ordre—-;  en  conséquence,  si  nous  développons 

R' 

en  série  par  la  division ,  il  faudra  se  borner  aux  deux 


cosA 


ï  — 3? 


sin4 

premiers  termes  du  quotient,  et  négliger  tpus  les  ultérieurs  qui, 
étant  d'ordres  plus  élevés,  s'associent  à  des  ternaea  déjà  supprimés, 
dans  la  Formation  du  théorème.  On  aura  ainsi ,  après  quelques  ré- 
diu;tions  faciles, 

siT\  A  sin  ^  A 

Maintenant,  considérons  le  triangle  rectiligne  idéal  (Jig.  l'j),  doui 
les  côtés  sont  C,  Cf,  C,  dç  la^g'.  1 4*  Si,  du  sommet  A',  on  mène 
une  perpendiculaire  A'P'  sur  le  côté  opposé  C ,  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire  sera  C,  sinA',;  mais  on  pourra  la  remplacer  paç 


PHYSIQUE^  1 2 1 

Cl  sm(A',  +  A^),  puisque,  le  triangle  étant  plan,  un  quelconque 
de  ses  angles  est  supplément  de  la  somme  des  deux  autres.  Sa  su- 
perficie sera  doncyCCi  sin(A',  4-  A').  En  la  divisant  par  R%  on 
aura,  avec  une  approximation  du  même  ordre,  conséquemment 
suffisante,  Texcès  sphérique  du  triangle  réel  AAïAa,^^.  i4>  ex- 
primé sous  s^  forme  abstraite,  lequel  sera 

I  ce,  sin(A',  -h  A') 
*  =  - gï ' 

Or,  les  angles  plans  A^,  A',  ne  difTorent  de  leurs  analogues  du 
triangle  sphérique  que  parce  qu'ils  sont  chacun  plus  petits  d'une 

quantité  égale  à  -i-s,  qui  est  de  Tordre  ~  »   Donc ,  puisque  nous 

négligeons  les  termes  de  l'ordre  —  y  nous  pouvons  substituer  ces 

R 

angles  sphériques  aux  angles  plans  dans  Texpression  de  e  (ncmc  ^ 

ce  qui  donnera,  dans  le  même  ordre  d'approximation , 

I  CC,sin(A,  -f-  A) 

2  R»  ^ 

et,  par  suite,  en  substituant  dans  C, 

_CsinA,        1  C^C,  sin  (A.  •+■  A)  sin  (A.  —  A) 
'  ^    sin  A     "^  6  R^  sin' A 

Il  ne  reste  plus  qu'à  ch^ser  Ci  du  second  membre  pour  l'avoii^ 
ÇDlièrement  dégagé.  Or,  comme  il  n'entre  que  dans  le  terme  divisé 
par  R«,  il  faut ,  pour  rester  dans  le  même  ordre  d'approximation, 
l'y  remplacer  par  la  portion  de  sa  valeur  qui  n'est  pas  déjà  de  cet 

ordre,  c'est-à-dire  par  — ; — ~-  On  a  ainsi  finalement 

^       sin  A 

^  C  sin  A,        I  sin  A,  sin  (A,  Hr  A)  sin  (A,  —  A)  C* 

sin  A  6  sio^A  R^ 

CeUc  expression  esX  identique  i^vec  celle  que  nous  avons  trouvée , 
§  80,  page  io8,  par  le  développement  immédiat  de  Ci  ;  et  la 
connaissance  du  rayon  R  n'y  est  non  plus  nécessaire  que  pour  cal- 
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culer  les  termes  correctifs  qui  rendent  le  triangle  sphériquc  diffé- 
rent d'un  triangle  rectiligne  forme  par  des  côtés  d'égale  longueur. 
100.  Legendre  a  démontré  que  son  théorème  avait  encore  lieu 
pour  les  très-petits  triangles  formés  sur  un  ellipsoïde  de  révolution^ 
par  les  lignes  de  plus  courte  distance  qui  joignent  leurs  sommets; 
et  d'autres  géomètres  ont  étendu  la  même  proposition  aux  petils 
triangles  tracés  aussi  par  les  lignes  de  plus  courte  distance  sur  un 
sphéroïde  quelconque.  Ces  démonstrations,  qui  ont  demandé  beau- 
coup d'habileté,  me  semblent  n*étre  que  des  jeux  d'analyse,  dont  le 
résultat  pouvait  se  prévoir  par  les  simples  considérations  d*oscu- 
lation  que  j'ai  exposées.^ Quelle  que  soit  la  forme  du  sphéroïde, 
pourvu  qu'elle  soit  continue,  si  Ton  conçoit  une  sphère  qui  lui  soit 
osculatricc  en  un  quelconque  de  ses  points,  n'importe  dans  quel 
sens,  il  y  aura  toujours,  autour  du  point  de  contact,  une  petite 
amplitude  superficielle  dont  tous  les  points  différeront  aussi  peu 
que  l'on  voudra  de  ceux  de  la  sphère  qui  se  trouvent  sur  les  mêmes 
sécantes.  Alors ,  quand  on  aura  fixé  les  limites  de  cette  amplitude 
par  les  conditions  d'approximation  auxquelles  on  veut  considérer 
la  distance  nmtuclle  de  ces  points  homologues  comme  négligeable, 
les  lignes  de  plus  courte  distance,  tracées  sur  le  sphéroïde  dans 
l'amplitude  ainsi  restreinte,  se  confondront,  dans  le  même  ordre 
d'approximation,  avec  les  arcs  de  grands  cercles  menés  sur  la 
sphère  osculatrice.  Ainsi  le  théorème  de  Legendre  aura  lieu 
pour  les. petits  triangles  qui  y  seront  compris.  La  forme  particu- 
lière du  sphéroïde  n'influe  que  sur  l'extension  plus  ou  moins 
grande  que  l'on  peut  donner  au  théorème  autour  de  chaque  point 
de  contact,  avec  un  degré  d'approximation  égal  (*). 


(*)  A  Poccasion  du  sujet  qui  est  traité  dans  cette  &ectioo,  on  pourra  lire 
avec  beaucoup  de  fruit  un  remarquable  Mémoire  de  Lagrange  inséré  aa 
Journal  de  VÉcole  Poix  technique,  tome  II,  page  270,  où  les  principes  de  la 
trigonométrie  sphérique  et  le  théorème  de  Legendre  sont  établis  avec  une 
extrême  clarté.  On  y  voit  que  le  ihéorôme  fondamental  que  j'ai  rapporté 
page  112  a  été  d^abord  énoncé  comme  induction  par  Albert  Girard  en  163:), 
€(  démontré  pour  la  première  fois,  en  i632,  par  Cavalleri. 
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Sur  la  réduction  à  r horizon  des  angles  oh  sensés  dans 

des  plans  obliques. 

ConserTant  toutes  les  déterminations  adoptées  dans  la  pa(jc  93,  §  7C,  je 
reprends  Téquatlon  transformée  de  la  page  9  j  : 

sm  Z|  sin  z^ 
En  retranchant  de  ses  deux  membres  sin'|a,  j^ai 

( I  —  sin 5,  sin  «,)  sin' {a  —  siii'  | («,  —  z^) 


siu*^A  —  sin' -10=: 


sin  S|  siu  «, 


Comme  les  distances  zénithales  s,  y  z^  sont  toujours  peu  différentes  de  90°, 
il  sera  bon  de  mettre  en  évidence  les  petites  hauteurs  apparentes  ou  les 
petites  dépressions  accidentelles  qui  complètent  le  quadrant;  les  consi- 
dérant donc  comme  négatives  dans  le  premier  cas,  et  comme  positives  dans 
le  second,  je  fais  généralement 

ce  qui  donne 

cos  A,  cos  ft, 
or,  on  a  identiquement 

sin* i  A  —  sin» |^a  =  sin |(A 4- «) sin ^  (A  —  «) , 
et 

(1  —  cos  A,  cos  ft,)  =  sin*  J  (A,  h-  A,)  -h  sin'-J  {h^  —  h^). 

Ces  équivalents  étant  substitués  dans  Péqualîon  précédente,  elle  prend  la 
forme  qui  suit  : 

,>.,,.         X    t    t/A         N       sin'^<isin';(A,-hA,)— cot>'^rtsiir^(A,-^A,) 
m  sm  i  (A  -h  a)  sin  WA  —  a)  =  • ^ÎAJ ^1 _! jj_? if. 

cos  //i  cos  A, 

On  voit  alors  que  le  second  membre  sera  toujours  une  quantité  très- petite 
de  Tordre  du  carré  de  A,  et  deA^.  En  outre,  comme  on  prend  toujours  soin 
quePangle  a  ait  une  notable  grandeur,  sin|(A+a)ne  sera  jamais  assez 
petit  pour  compenser,  comme  dénominateur,  Tatténuation  produite  par  les 
t'actcars  sin»  \  (A,  -h  A») ,  sin» }  (A,— A,).  Conséq nomment  4>in  \  (A— a) ,  et  par 
suite  Tare  A  —  <? ,  seront  de  même  ordre  qu'eux.  Diaprés  cela ,  si  Pou  con- 
sentait à  négliger  le  carre  de  A—  a,  on  pourrait  supposer  A  égal  à  a  dans 
le  facteur  sini  (A  -i-  a)  j  ce  qui  le  transformerait  en  sin  a  qui  est  connu ,  et 
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Ton  aurait,  par  cette  première  approximation, 

Sin  Y  ^^  —  «>  — r r : » 

C08  A^  cos  A,  sin  a 

alors ,  en  se  restreignant  à  ces  termes ,  on  devra  considérer  Tare  j  (A  —  «) 
comme  proportionnel  à  son  sipus.  Donc ,  si  on  veut  Pobtenir  en  secondes 
de  defrrc ,  et  qu^on  représente  par  R"  la  longueur  du  rayon  du  cercle  exprimé 
de  la  même  manière,  comme  nous  Pavons  fait  dans  la  note  de  la  page 63, 

bin  i  (A  —  a)  devra  être  remplacé  par  y^  n^  >  ^^  V^^  >  ®^'*"^  ^C**®  ^  "  ^■' 
leur  précédente ,  donnera,  dans  cet  ordre  d^approximation, 

.  a[8in»iasîn*i(A,-+-AJ  — cosH«sin«i(ft,  — A,)]R'' 

XjL    «h^     O    ■  |— I  II  -  1  --  -  — ■  T     1^ .^^^-.« 

C08  A|  C08  h^  sin  a 

Le  terme  qui  s''ajoute  à  a  dans  ]e  second  membre  se  trouvera  ainsi  exprimé 
en  secondes  de  degré,  et,  dans  les  limites  de  Tapproitimation  à  laquelle 
nous  nous  sommes  restreint,  on  pourra,  en  le  calculant,  remplacer  cos  A^ 
cos  A,  par  Tunité  à  soq  dénominateur,  parce  que  les  quantités  qui  complè- 
tent ces  cosinus  étant  de  l''ordre  sin^A^ ,  sin*  A,,  si  on  les  concevait  reportées 
par  développement  au  numérateur,  elles  y  formeraient,  avec  les  termes  qui 
le  composent,  des  produits  que  nons  ayons  supposés  tacitement  négligea- 
bles quand  nous  nous  sommes  borné  à  la  première  puissance  de  sinj(A— a), 
dans  Tcxpression  de  Parc  •;  (A —  a)  en  fonction  de  ce  sinus. 

Pour  justifier  la  petitesse  supposée  de  Parc  i  (A  —  a)  malgré  la  présence 
de  R"  comme  facteur  au  numérateur  de  la  quantité  qui  Pexprime,  il  faut 
considérer  que,  les  hauteurs  apparentes  Aj,A,  étant  admises  comme  très- 
petites  dans  notre  approximation,  les  carrés  sin*|(A,-H  A,)  et  sin*^(A,^A|) 
qui  se  trouvent  au  numérateur  compenseront  cette  influence.  En  eft'et,  en 
supposant  les  arcs  A,  et  A,  exprimés  en  secondes  de  degré,  comme  A—  a, 

ces  carrés  seront  de  Pordre  i     *^,,»      et  \  -  ^71,  '^ ,  ce  qui  rétablira  R*  en 

4  R'*  4  i^ 
diviseur  définitif.  Ainsi,  quand  on  prendra  les  valeurs  des  logarithmes  de 
CCS  sinus  dans  les  Tables ,  et  qu^on  effecluera  régulièrement  le  calcul  avec 
leurs  valeurs ,  la  compensation  s''établira  toujours ,  soit  qu^on  ajoute  su 
résultat  log  R",  ou  qu^on  en  retranche  log  sin  1^,  ce  qui  reviendra  au  même 
d''après  la  note  de  la  page  62.  La  correction  qui  complète  a  se  trouvent  tou- 
jours ei^primée  en  secondes  de  degré,  et  elle  sera  aussi  toujours  très-pclite, 
comme  nous  Pavons  prévu  diaprés  la  nature  de  la  question. 

Cotte  expression  approchée  du  la  réduction  à  Phorizon  sufiira  dans  le  trcs- 
jrand  nombre  des  cas  ;  mais,  si  Pon  veut  en  obtenir  une  plus  exacte,  et 
mémo  d\ine  exactitude  théoriquement  indéfinie,  il  faut  résoudre  Péqua- 
lion  (1)  par  les  séries  relativement  à  A -—a,  en  foudant  la  légitimité  des 
développements  sur  la  petitesse  reconnue  du  second  membre.  Pour  cela  je 
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tais ,  par  abrévialion , 

COS  h^  C08  A, 

et  i  (A  —  fl)  =  T,  d'où  I  (A  4-  fl)  =  a  -I-  a:. 

c  sera  une  quantité  connue  que  nous  savons  être  fort  petite,  et  2jr  sera  Tin- 
connue  ou  la  réduction  &  Thorizon  que  nous  voulons  déterminer;  alors  notre 
équation  (2)  deviendra 

sin  (a  +  ^)  sinx  x=csini7, 
ou,  en  développant  le  premier  facteur, 

sin  a  COS  x  sin  x  +  ces  a  sin^x  =  c  bin  a. 

Maintenant  diviser  les  deux' membres  par  cos'or,  et  remplacez  dans  le  second 

— j—  par  son  expression  équivalente  i-t-tang**;  Téquation  ne  contiendra 

plus  d'inconnue  que  iSinQx,  et,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  quantité, 
elle  deviendra 

,               tanrfa        ^  ciAtiffa 

tang'xH ~ •tangxrs.  " 


I  —  c  tang  a  1  —  c  tang  a 

Si  l'on  voulait  considérer  tang'x  comme  négligeable  comparativement  b. 
tangx,  ainsi  que  nous  l'avions  fait  d'abord,  cette  équation  noas  donnerait 
tangx  égal  à  c;  et,  par  suite,  cette  tangente  pouvant  être  remplacée  par 
sinx  ou  sin  |^  (A—  a)  dans  le  même  ordre  d'approximation ,  il  viendrait 

sin  4  (A  —  a)  ^=^c, 

résultat  identique  à  Téval nation  que  nous  avions  obtenue  directement  avec 
les  mêmes  restrictions.  Pour  aller  plus  loin ,  il  faut  résoudre  notre  équation 
du  second  degré,  en  ne  prenant  que  celle  des  deux  racines  qui  donne  x  nul 
quand  c  est  nui ,  comme  notre  équation  primitive  non  divisée.  En  effectuant 
cette  résolution ,  on  trouve  y  après  quelques  réductions  faciles  ^ 

t.'inff«         I  r         4<?  (ï  —  «^  tanga)"!' 

tangx  =  — îî .1— «■+-  h-*--^-"^--7 ^^— 

**  2(1— clanga)  (  [_  tang  a  J 

11  ne  reste  plus  qu'a  développer  la  partie  radioAledu  second  membre  suivant 
les  puissances  de  la  quantité  très-petite  qui  s'y  trouve  associée  à  l'unité.  Cela 
se  fera  au  moyen  de  la  formule  du  binôme 

1 

et  Ton  aura  tangx  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra;  d'où  l'on  dé» 
duira  l'angle  x  par  les  Tables  logarithmiques  usuelles. 
Je  me  bornerai ,  comme  exemple,  à  cifeciuer  ce  dévçloppement  jusqu'à  la 
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seconde  puissance  de  c  incIusivemoDt,  ce  qui  revient  à  négliger  seulement  Its 
quantités  de  Tordre  tang'r  comparativement  &  tangr;  j''obtiens,  dans  cfs 
limites, 


tangxzac  c  — 


c« 


tanga 


Or,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité ,  Texprcssion  d''nnarcr 
moindre  que  4^^^  en  fonction  do  sa  tangente,  est 

X  =  tang  X tang"^  x  4-  —  tang^x 

V  9 


•    •    • 


Ainsi ,  quand  on  néglige  le  cube  do  tang  x ,  comme  nous  Tavons  fait  ici,  elle 
se  réduit  à  la  tangente  même;  alors,  si  Ton  rcprc'sente  parR*  le  rayon  exprimé 
en  secondes  de  degré,  comme  nous  Tavons  fait  dans  la  note  de  la  page  63, 
et  que  Ton  suppose  Tare  x  exprimé  de  la  même  manière,  le  rapport  abstrait  x 

ou  tang  X  devra  être  remplacé  par  ^ ,  ce  qui ,  étant  égalé  à  la  valeur  trouTW 

ci-dessus  pour  tang X,  donnera 

tang  a 
et,  en  restituant  pour  x  sa  valeur |(A  —  a),  il  en  résultera 


A  =  fl  -h  acR"  — 


tang  a 


Cette  expression  coïncide,  dans  son  premier  terme,  avec  celle  que  nous 
avions  trouvée  d^abord  ;  elle  n'en  diffère  que  dans  le  second,  qui  sera  le  plus 
souvent  insensible  et  négligeable. 
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Section  III .  — Mensuration  par  une  triangulation  continue. 
Formation  des  réseaux  des  tnangles  sphérïques  établis 
consécutis^ement  sur  la  surface  terrestre^  dans  le  sens 
d^un  même  méiidien.  Calcul  de  la  longueur  de  l'arc 
méridien  qui  les  trai^erse. 

toi.  Dans  la  section  précédente,  nous  avons  constaté  que  si,  en 
un  point  donne  de  la  surface  terrestre  régularisée,  c'est-à-dire  ra- 
menée à  la  courbure  uniforme  des  mers ,  on  conçoit  une  sphère  qui 
lui  soit  osculatrice,  n'importe  dans  quel  sens,  il  y  aura  toujours, 
autour  du  point  de  contact ,  un  petit  espace,  dans  lequel  cette  sur- 
face se  confondra  d*assez  près,  avec  la  sphère  qui  l'oscule,  pour 
que  les  points  qui  y  seront  compris  ne  diffèrent  de  ceux  qui  sont 
situés  sur  les  mêmes  sécantes  de  la  sphère  que  par  des  quantités 
négligeables.  Alors ,  si  Ton  forme  entre  trois  de  ces  derniers  points 
un  triangle  sphérique  composé  d'arcs  de  grande  cercles  de  la  sphère 
osculatricç,  lequel  devra  être  censé  commun  aux  deux  surfaces, 
nous  avons  prouvé  que  les  angles  dièdres  de  ce  triangle  peuvent , 
sans  erreur  appréciable,  être  déterminés  par  des  observations 
faites  autour  des  normales  réelles  menées  aux  stations  terrestres  qui 
aboutissent  aux  mêmes  sécantes.  Ensuite,  ces  angles  étant  sup- 
posés connus ,  nous  avons  établi  les  méthodes  les  plus  convena- 
bles po^r  en  déduire  les  rapports  de  longueur  des  côtés  du  trian- 
gle ainsi  constitué. 

Nous  allons  maintenant  considérer  un  réseau  de  triangles  pa- 
reils ,  formes  consécutivement  dans  le  sens  d'un  même  méridien 
terrestre,  et  s'appuyant ,  ou  pouvant  être  censés  s'appuyer  les  uns 
sur  les  autres ,  par  des  côtés  communs ,  comme  le  représente  la 
fig,  18.  C'est  ce  qu'on  appelle  les  triangles  principaux  d'une  opé- 
ration géodésique.  Je  leur  conserverai  cette  dénomination.  Mais, 
pour  appliquer  légitimement  une  telle  construction ,  avec  la  con- 
tinuité d'enchaînement  qu'on  lui  attribue,  il  faut  spécifier,  dans 
ses  particularités,  ce  qu'elle  a  d'exact  et  ce  qui  n'y  est  qu'approxi- 
matif (*). 

;*)  Pour  éviter  tout  malenlcndii ,  je  crois  devoir  prévenir  que,  dans  cette 
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102.  A  cet  effet ,  établissons-la  d'abord  dans  l*hypothèse  simple 
où  la  surface  terrestre  régnlarisée  serait  une  sphère  rigoureuse,  ce 
que  nous  savons  déjà  être  très-peu  éloigné  de  la  réalité.  Pour 
abréger  les  énoncés ,  désignons  par  la  lettre  0  le  centre  de  cette 
sphère,  et  par  1,  2|,  S],...  les  points  de  la  surface  îrrégulière  qai 
ont  servi  de  stations  pour  mesurer  les  angles  dièdres  A,  Ai,  A:,.*" 
Du  centre  O,  menez  les  sécantes  02,  02,,  02^, ....  Elles  perceront  la 
sphère  en  autant  de  points  S,  S|,  S},....  Ceux-ci,  étatit  joints  entre 
eux  par  des  arcs  de  grands  cercles ,  formeront  une  suite  continue 
de  triangles  sphériques  tracés  stlr  la  sphère  même  qui  exprime  la 
configuration  générale  de  la  tei*re ,  comme  le  représente  la^f^.  i8. 
Alors,  les  triangles  consécutifs  qui  ont  deux  sommets  communs 
ont  aussi  un  côti  commun  formé  par  Tare  de  grand  cercle  qui 
joint  ces  sommets.  Les  trois  angles  A ,  A| ,  A3  de  chaque  triangle, 
étant  connus  par  observation,  leur  somme ^  diminuée  de  180°, 
exprime  l'excès  sphérique  e"  qui  lui  est  propre..  Le  tiers  de  cet 
excès,  retranché  de  chaque  angle,  donne,  par  le  théorème  de 
Legendre,  les  angles  correspondants  A',  A',,  A',  du  triangle  recti- 
ligne  qui  serait  formé  par  les  mêmes  côtés  C,  C| ,  T., ,  étendus  en 
ligne  droite.  De  là  on  déduit  les  rapports  de  ces  arcs  entre  eux. 
Donc^  si  l'on  avait  la  longueur  de  Tstrc  sphérique  qui  constitue  un 
s«ul  des  côtés  de  la  chaîne,  par  exemple  SS,  ou  SS29  on  ^^  ^^' 
duirait ,  par  des  résolutions  successives ,  les  longueurs  de  tous  les 
autres  côtés ,  le  passage  de  chaque  triangle  au  triangle  consécutif 
s'effeetuant  par  l'emploi  du  côté  commun.  Ce  calcul  n'exige  point 
que  l'on  connaisse  le  rayon  R  de  la  sphère  sur  laquelle  le  réseau 
est  établi.  La  connaissance  de  l'excès  sphérique  e",  propre  à  cha- 
que triangle,  y  supplée. 

105.  On  obtiendra  encore  tin  résultat  pareil ,  mais  déjà  seule- 
ment approximatif,  si  la  terre,  n'étant  pas  rigoureusement  sphéri- 
que, diffère  toutefois  assez  peu  de  la  sphéricité,  pour  que  le  réseau 


Jig,  18,  comme  dans  toutes  celles  qui  Tont  suivre,  les  lettres  S,Si,S,v-' 
ne  désignent  plus  les  stations- mêmes  où  les  angles  dièdres  ont  été  mesurés, 
mais  les  points  où  chaque  sphère  osculatrice  est  percée  par  les  sécantes 
menées  de  son  centre  h  ces  stations. 
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entier  d'une  même  trianguladoii ,  toujours  très-* peu  étendu  com- 
parativement à  sa  surface  générale ,  paisse  être  considéré  avec  une 
exactitude  suffisante,  comme  établi  sur  une  même  sphère ,  qiii  se- 
rait osculatrice  à  cette  surface ,  dans  la  partie  moyenne  de  la  lon- 
gueur qu'il  recouvre.  Alors, les  sommets  S ,  Si ,  $29* ..  des  triangles, 
formés  sur  la  sphère,  n'appartiendront  plus  rigoureusement  à  la 
surface  terrestre.  Ils  seront  situés  à  rextrémité  des  rayons  menés, 
comme  sécantes,  aux  diverses  stations  2,  Si,  Sj,...,  où  l'on  a  me- 
suré ies  angles  dièdres  que  l'on  transporte  à  ces  sommets.  Consé- 
quemment,  pour  que  ce  transport  soit  légitime,  il  faudra  d'aboixi 
que,  dans  toute  Félendue  de  l'opération ,  les  normales  réelles  me- 
nées en  2,  2i,  I2  V  forment  des  angles  extrêmement  petits  avec 
les  sécantes  correspondantes ,  et  ce  sera  là  une  condition  indispen-> 
sable ,  pour  que  la  même  sphère  osculatrice  puisse  y  être  partout 
employée.  Les  sommets  S,  Si,  Sj,...  des  triangles  sphériques  ainsi 
formés  différeront  des  points  er,  (Ti,  er,,...,  où  les  sécantes  percent 
la  surface  terrestre  régularisée.  Mais  l'écart  sera  d'autant  moindre 
que  cette  surface  approchera  plus  de  la  forme  sphérique ,  «t  que 
l'étendue  de  l'opération  sera  plus  restreinte  autour  du  point  où 
Tosculation  a  lieu.  Sidonc  les  intervalles S(r,  Sio-i ,  Saers,...,  évalués 
sur  toute  la  longueur  du  réseau,  peuvent  y  être  supposés  assez 
petits,  pour  que  l'arc  de  grand  cercle  SS»  qui  joint  ses  sommets 
extrêmes  sur  la  sphère  osculalrice ,  et  l'arc  de  plus  courte  distance 
compris  entre  les  points  correspondants  0-,  a-»  sur  le  sphéroïde ,  ne 
diffèrent  entre  eux  que  par  une  longueur,  négligeable,  la  chaîne 
de  triangles  sphériques  formés  entre  les  sommets  S,  Si,...,  S/,, 
pourra,  dans  le  même  ordre  d'approximation ,  être  substituée  à  la 
surface  réelle.  Alors,  les  triangles  consécutifs  de  cette  chaîne  se 
lieront  encore  entre  eux  par  les  arcs  sphériques  qui  joignent  leurs 
sommets  communs.  On  pourra  donc  déduire  tous  leurs  côtés  d'un 
seul  d'entre  eux,  comme  précédemment.  Cette  évaluation  sera  d'au- 
tant moins  fautive,  que  la  différence  du  sphéroïde  à  une  sphère 
rigoureuse  seva  moindre ,  et  que  l'étendue  totale  du  réseau  sera  plus 
restreinte.  Ces  deux  circonstances  concourent  si  heureusement, 
dans  toutes  les  opérations géodésiques  jusqu'ici  effectuées,  que  l'on 
éprouve  à  peine  le  besoin ,  ou.  la  possibilité ,  d'appliquer  des 
T.  ni.  Q 
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corrections  appréciables  aux  longueurs  qu'on  obtient  en  les  calcu- 
lant ainsi. 

104.  Essayons  toutefois  de  nous  approcher  davantage  des  réali> 
tés.  Ne  supposons  plus  tout  notre  réseau  appliqué  sur  une  même 
sphère  osculatrice  ;  mais  formons  chaque  triangle  sur  une  sphère 
osculatrice  qui  lui  soit  propre ,  en  y  déterminant  toujours  ses  som- 
mets par  l'intersection  des  sécantes ,  menées  de  chaque  centre  aux 
points  2,  Z|,  S],...,  2r  de  la  surface  terrestre,  qui  ont  servi  de  sta- 
tions pour  mesurer  les  angles  dièdres  entre  les  normales,  et  qu'une 
même  sphère  osculatrice  peut  embrasser.  Alois  les  triangles  consé- 
cutifs, dont  deux  sécantes  aboutiront  aux  mêmes  stations,  par 
exemple  à  2i  et  à  2] ,  auront  leurs  sommets  correspondants  Si,  Sj, 
physiquement  distincts,  excepté  dans  le  cas,  infiniment  particulier, 
où  ces  deux  stations  se  trouveraient  à  la  fois  sur  l'une  et  l'autre 
sphère ,  ce  qu'exclut ,  en  général ,  la  condition  d'osculation  locale 
que  l'on  suppose  remplie  ailleurs  qu'en  ces  points-là.  Les  arcs  qui 
joindront,  sur  chaque  sphère,  ces  sommets  distincts ,  ne  seront 
plus  coïncidents.  Ainsi ,  les  triangles  auxquels  ils  appartiendront 
n^auront  plus  de  côté  commun  qui  les  rattache  l'un  à  l'autre, 
et  qui  puisse  servir  d'intermédiaire  rigoureux  pour  passer  du 
premier  au  second ,  puis  de  celui-ci  aux  suivants ,  par  un  calcul 
continu. 

tOë.  Néanmoins,  dans  ce  cas  encore,  la  jonction  pourra  se 
faire,  sinon  rigoureusement,  du  moins  avec  des  conditions  d'er- 
reurs dont  les  effets  deviendront  pratiquement  négligeables ,  ou 
même  insensibles,  quand  l'étendue  individuelle  des  triangles  sera 
extrêmement  petite  comparativement  à  la  convexité  générale  du 
sphéroïde,  ainsi  que  cela  a  toujours  lieu  dans  nos  opérations  de 
géodésie.  Pour  ne  pas  nous  jeter  dans  des  abstractions  mathéma- 
tiques éloignées  de  notre  but,  admettons  que  la  surface  terrestre^ 
dans  ce  qu'elle  a  de  régulier,  soit  représentée,  avec  toute  la  préci- 
sion réalisable,  par  un  elhpsoïde  de  révolution,  ayant  son  axe 
polaire  dirigé  vers  les  pôles  célestes ,  et  à  peine  plus  court  que 
l'équatorial;  ce  qui  le  rend  très-peu  différent  d^ une  sphère  rigou- 
reuse. C'est,  comme  je  l'ai  annoncé,  le  dernier  résultat  auquel  on 
parvient,  et  l'on  y  serait  déjà  conduit  par  les  approximadoos 
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précédentes.  Dans  une  telle  configuration ,  si  Ton  trace  sur  notre 
fi^,  i8,  la  courbe  PSM„,  pour  désigner  Tare  méridien  mené  par 
le  premier  sommet  S,  à  travers  le  réseau  des  triangles,  ce  sera  un 
arc  de  l'ellipse  génératrice.  Toutes  les  normales,  menées  au  sphé- 
roïde, en  divers  points  de  cet  arc,  seront  comprises  dans  un  n>eme 
plan  contenant  l'axe  polaire;  et  toutes  les  sphères,  qui  seront  tmns- 
versalementosculatricesau  méridien  considéré,  auront  leurs  centres 
répartis,  sur  cet  axe ,  à  une  très-petite  distance  autour  du  centre 
du  sphéroïde ,  avec  leurs  rayons  R  extrêmement  peu  différents 
entre  eux,  comme  on  en  peut  juger  par  leurs  valeurs  extrêmes 
que  j'ai  présentées  par  avance  page  109.  Employons  ce  système  de 
sphères  pour  y  placer  les  divers  triangles  discontinus,  dont  se  com- 
pose notre  réseau ,  et  considérons-y  spécialement  les  deux  pre- 
miers désignés  par  les  n***  i  et  2.  Pour  faire  bien  sentir  ce  qu'ils 
ont  de  différent  et  de  commun,  je  les  reproduis  séparément^g^.  19, 
avec  des  conditions  de  discontiguïté  monstrueusement  exagérées. 
Dans  le  n°  i ,  je  suppose  que  la  sphère  locale  sera  osculatrice  en  S, 
et  aura  pour  rayon  R.  Ainsi  ce  sommet  sera  un  point  de  la  sur- 
face terrestre  régularisée.  2|,  £2  désignent  les  deux  autres  points, 
distincts ,  mais  toujours  très-peu  distants  de  cette  surface ,  où  l'on 
a  observé  les  angles  autour  des  normales  réelles.  La  sphère  s'en 
écarte,  et  les  sécantes  menées  de  son  centre  à  ces  points  vont  per- 
cer sa  superficie  en  S,,  S2,  en  formant,  avec  ces  normales,  des 
angles  extrêmement  petits.  D'après  cela ,  on  transporte  aux  points 
S|,  S,  de  la  sphère  les  angles  dièdres  observés  en  2i|,  229  et  on  les  ap- 
plique au  triangle  sphérique  SSiSs ainsi  construit.  Passant  au  triangle 
n"  2,  Tosculation  s'y  fiera,  en  un  point  quelconque  de  sa  superficie, 
par  une  autre  sphère  du  rayon  R',  quelque  peu  différente  de  la  pre- 
mière ,  tant  pour  la  position  de  son  centre  sur  l'axe  .polaire  que 
pour  la  longueur  de  son  rayon.  Les  sécantes  menées  de  ce  centre 
aux  mêmes  points  précédents  Ii,  £2  déterminent,  sur  la  deuxième 
sphère,  les  points  SJ,  S^  qui,  joints  entre  eux  et  à  S3  par  des  arcs 
de  grands  cercles  tracés  sur  .sa  superficie  propre,  y  forment  le  trian- 
gle sphérique  n°  2,  dont  le  côté  S'.S'j  est  nécessairement  discontîgu 
avec  S,  Sa-  Cette  discontiguïté  n'est  même  pas  détruite  par  la  sup- 
position commune  aux  deux  triangles,  qne  leurs  sommets  propres 

9- 
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s'écartent  à  peine  des  points  2„  2},  puisque  leurs  côtés  ne  laissent 
pas,  pour  cela 7  d^appartenir  «^  des  sphères  distinctes.  Mais,  sans 
qu'elle  cessât  d'exister  inathématiqueinent,  on  pourrait  se  dispen- 
ser d'en  tenir  compte ,  si  les  étendues  des  deux  triangles  étaient 
tellement  restreintes ,  que  la  petitesse  de  l'intervalle  compris  sur 
l'axe  polaire  entre  les  centres  des  sphères  qui  leur  sont  res- 
pectivement osculatrices ,  et  l'égalité  presque  exacte  des  rayons 
de  ces  sphères  qui  en  serait  la  conséquence,  rendissent  le  dé- 
faut de  coïncidence  des  deux  côtés  8,82,  S', S',,  insensible  aux 
observations;  en  sorte  que  l'on  pût,  sans  erreur  appré- 
ciable, considérer  la  distance  qui  les  sépare  comme  nulle,  et 
attribuer  des  valeurs  communes  aux  angles,  ainsi  qu'aux  arcs^ 
appartenant  à  leurs  sommets  distincts.  Alors  le  résultat  apparent 
de  ces  circonstances  serait  le  même  que  si  les  deux  points  Si  et  S', , 
Sj  etS'j,  auxquels  ces  sommets  distincts  correspondent,  pouvaient 
être  censés  compris  sur  une  même  sphère  osculatrice.  Or,  puis- 
qu'un même  réseau  de  triangles  peut  déjà ,  presque  sans  erreur, 
être  calculé ,  comme  s'il  était  appliqué  tout  entier  sur  une  sphère 
osculatrice  unique,  à  plus  forte  raison  peut -on ,  sans  crainte,  né- 
gliger la  différence  première  des  rayons,  et  des  positions  des  centres 
de  ces  sphères,  pour  deux  triangles  consécutifs  très-jîetits ,  sanfà 
reporter  idéalement  le  côté  de  jonction  de  ces  triangles,  d'abord  snr 
la  sphère  qui  précède,  puis  sur  la  sphère  qui  suit  immédiatement, 
sans  étendre  l'assimilation  plus  loin.  Cette  tolérance  étant  admise, 
un  même  réseau,  quoique  composé  de  triangles  physiquement  dis- 
contigus,  pourra  être  calculé  par  les  mêmes  déductions  que  la  conti- 
guïté fournirait ,  pourvu  que  l'on  connaisse  par  observation  l'excès 
sphérique  %  propre  à  chaque  triangle  ;  ou,  si  cet  excès  n'est  pas 
donné,  pourvu  que  l'on  connaisse  les  rayons  des  sphères  oscula- 
trices  successives  avec  une  approximation  qui  permette  de  le  cal- 
culer théoriquement,  par  le  théorème  de  Legendre.  Or  nous  avons 
prouvé  que  toutes  les  opérations  déjà  faites  sur  la  mesure  de  la  terre 
fournissent  des  données  plus  que  suffisantes  pour  cette  évaluation. 
106.  La  continuité  du  réseau  des  triangles  principaux  étant 
ainsi  établie  soit  rigoureusement,  soit  avec  une  approximation  qui 
rende  leur  discontiguïté  insensible,  il  faut  avoir  la  longueur  d'un 
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quelconque  de  leurs  côtés.  Jtfais  la  mensuration  directe  de  ceux-ci 
pourrait  être  souvent  rendue  très-  difficile ,  ou  même  impraticable 
par  des  accidents  de  localités  auxquels  il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  égard  dans  leur  choix.  On  y  supplée  en  rattachant  un  ou 
plusieurs  d'entre  eux  par  des  triangulations  secondaires,  à  d'au- 
tres arcs  sphériques,  ordinairement  d'une  moindre  longueur,  sur 
lesquels  cette  opération  peut  être  effectuée  exactement.  Pour  cela, 
dans  l'étendue  que  l'on  découvre  d'une  des  stations ,  par  exemple 
autour  de  la  première  S,  on  choisit  un  terrain  à  peu  près  de  niveau, 
et  l'on  y  mesure,  avec  tous  les  soins  que  nous  avons  décrits,  une 
base  rectiligne  horizontale  BBiyfig,  i8,  contenue  tout  entière  dans 
un  même  plan  vertical,  ou  entre  une  suite  de  verticales  qui  s'oc- 
cultent mutuellement  les  unes  les  autres,  ce  qui  la  fait  sensible- 
ment coïncider  avec  un  arc  de  grand  cercle  de  la  sphère  qui  serait 
osculatrice  à  la  surface  terrestre  régularisée ,  au  lieu  où  le  tracé  est 
ainsi  effectué.  On  réduit  par  le  calcul  cette  base  à  la  longueur  qu'elle 
aurait  entre  les  mêmes  sécantes  de  la  sphère ,  si  elle  s'y  trouvait  pla- 
cée à  la  hauteur  de  la  mer  environnante ,  et  on  la  rattache  à  l'un  des 
côtés  de  la  chaîne  générale,  par  exemple  à  S  Si,  par  de  petits  trian- 
gles sphériques,  dont  on  détermine  tous  les  angles  au  moyen  d'ob- 
servations faîtes  autour  de  chacune  des  normales  menées  à  leurs 
divers  sommets.  Ces  angles  étant  ainsi  connus  donnent  l'excès 
sphérique  e"  propre  à  chaque  triangle  de  jonction  :  de  là,  par  le 
théorème  de  Legendre,  on  déduit  les  longueurs  relatives  de  leurs 
côtés,  par  conséquent  celle  de  l'arc  SS^  en  fonction  de  l'drc  BB„  et  cet 
arc  domie  ensuite  tous  les  autres  côtés  de  la  chakie,  comme  je  l'ai 
expliqué,  soit  qu'on  les  place  en  succession  sur  la  première  sphère 
osculatrice,  ou  sur  d'autres  ultérieures,  progressivement  différentes 
de  celle-là  par  des  changements  infiniment  petits.  Quand  ce  calcul 
est  terminé,  si  l'on  mesure  une  seconde  base  bbi,  que  l'on  rat- 
tache de  même  au  dernier  côté  de  la  chaîne,  elle  devra  se  déduire 
de  la  première,  sans  erreur  appréciable,  par  l'intermédiaire  des 
triangles  qui  l'en  séparent,  supposé  toutefois  que  les  étendues,  su-- 
perficielles  de  ces  triangles  aient  été  assez  restreintes  pour  qu'on 
puisse  légitimement  leur  appliquer  toutes  les  conditions  d'approxir 
mation  spécifiées  plus  haut,  tant  pour  les  évaluations,  de  leurs 
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angles  dièdres  que  pour  la  continuité  de  leur  connexion.  L'accord 
que  Ton  trouvera  ainsi  par  déduction ,  entre  les  deux  bases  ex- 
trêmes, comme  entre  celles-ci  et  d^autres  rapportées  à  des  côtés  in- 
termédiaires de  la  chaîne,  prouvera  donc  que  ces  conditions  ont 
été  suffisamment  remplies.  Or  c^est  ce  qui  est  arrivé  dans  toutes  les 
grandes  opérations  géodésiques  effectuées  depuis  un  demi-siècle, 
en  diverses  régions  de  la  terre,  avec  les  soins  que  la  perfection  des 
instruments  et  des  méthodes  d^observations  a  permis  d^  apporter. 
107.  Mais  on  a  encore  une  autre  vérification  de  ce  fait  qui  peut 
s'appliquer  en  particulier  à  chaque  triangle.  Je  prends  pour  exem- 
ple le  premier  S  S,  Sa  de  la^^.  i8 ,  et  je  suppose  que  la  longueur 
de  son  côté  S  S3  a  été  conclue  de  la  triangulation  qui  le  rattache  à 
labaseBBi.  On  a  obtenu,  par  observation,  les  trois  angles  sphéri- 
ques  en  S,  Si,  S2  :  ils  ont  été  conclus,  sans  réductions,  des  mesures 
angulaires  faites  autour  des  normales  réelles,  menées  aux  trois  points 
de  la  surface  terrestre ,  situés  sur  le  prolongement  des  sécantes 
menées  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  locale ,  jusqu'à  ces 
mêmes  points.  Je  nomme  ces  angles  A,  A,,  A2,  en  leur  donnant 
l'indice  du  sommet  auquel  chacun  d'eux  appartient.  Maintenant 
je  prends  pour  uniques  données  les  angles  A,  A2,  et  la  longueur 
connue  du  côté  SS2,  qui  sera  C,.  Si  l'on  considère  le  trian- 
gle S  Si  Sa  comme  rectiligne ,  on  pourra  avec  ces  éléments  calculer 
sa  surface  s^  ;  et,  en  la  divisant  par  le  carré  du  rayon  R  propre  à  la 
sphère  osculatrice  locale ,  ou  même  à  toute  autre  quelconque  de 
ces  sphères,  telle  que  celle  que  nous  avons  conclue  par  mensura- 
tion directe  de  l'arc  de  Pensylvanie,  on  obtiendra  le  nombre  de 

s'  * 

secondes  g''  ou  -_-R''dontla  somme  des  trois  angles  du  triangle, 

considéré  comme  rigoureusement sphérique y  devra  surpasser  180°; 
de  sorte  que  cette  somme  A  -h  A,  -f-  Aj  aura  pour  valeur 
iSo^-f-e".  Donc,  les  deux  angles  A,  A2  étant  connus,  on  en 
conclura  le  troisième  A,  égal  à  1 80®  -h  s"  —  A  —  Aj,  dans  la  même 
hypothèse  de  sphéricité.  Or,  entre  les  limites  d'étendue  super- 
ficielle où  l'on  restreint  généralement,  et  presque  nécessairement, 
les  triangles  géodésiques,  cette  valeur  de  A,,  ainsi  calculée,  se 
trouvera  toujours,  sans  différence  appréciable,  égale  à  l'angle  diè- 
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dre  observé  au  sommet  Si  entre  les  plans  verticaux  menés  par  les 
deux  autres  sommets  S,  Sj,  et  la  normale  réelle  propre  à  ce  point. 
Cet  accord  prouvera  donc  que  l'étendue  superficielle  où  Ton  a 
restreint  ce  premier  triangle  principal ,  satisfait  suffisamment  à  la 
condition  d'osculation  qu^on  lui  suppose  ;  et  la  même  épreuve, 
répétée  sur  tous  les  autres  triangles  de  la  chaîne,  fournira  une  pa- 
reille justification  pour  chacun  d'eux. 

108.  Je  considère  maintenant  le  réseau  de  hifig-  i8  dans  son 
ensemble  ;  et ,  le  supposant  établi  dans  le  sens  du  méridien  du 
premier  sommet  S ,  je  marque  sur  la  surface  commune  la  trace 
SM^de  ce  méridien,  prolongea  travers  tout  le  système  des  triangles, 
suivant  des  conditions  de  direction  successive  que  nous  allons  ulté- 
rieurement déterminer.  Je  prolonge  aussi  <St  même  méridien,  dans  le 
sens  opposé,  sur  la  surface  terrestre,  jusqu'au  pôle  le  plus  proche  P, 
que,  pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  être  le  boréal.  Si  la  terre  est 
rigoureusement  sphérique,  ce  sera  son  pôle  boréal  réel.  Si  elle  ne 
Test  pas,  ce  sera  le  pôle  de  la  sphère  qui  lui  est  osculatrice  en  S,  et 
sur  laquelle  le  premier  triangle  SS|  S2  a  été  établi. 

i09.  On  connaît,  parles  observations  précédentes,  les  trois 
angles,  et  les  trois  côtés  de  ce  premier  triangle.  Puisqu'il  satisfait 
aux  conditions  d'osculation ,  la  portion  du  méridien  qui  le  traverse 
sera  représentée ,  sur  la  sphère  osculatrice ,  par  un  arc  de  grand 
cercle  S/Wi,  dirigé  suivant  la  méridienne  locale  de  S.  Pour  connaître 
cette  direction ,  on  relève  astronomiquement  l'angle  dièdre  qu'un 
des  côtés  principaux ,  par  exemple  SSa,  forme  en  S  avec  le  méridien 
céleste.  J'expliquerai  dans  un  moment  le  détail  de  cette  opération. 
L'angle  SjS/Ti,,  ainsi  obtenu,  est  rAz/maf  de  ce  côté  sur  l'horizon  de  S: 
je  le  nomme  /.  Alors,  le  triangle  partiel  SSjW,  étant  supposé  sphé- 
rique, on  y  connaît  le  côté  SS2  etles  deux  angles  adjacents,  /,  Aj.  Si 

on  le  traite  d'abord  comme  rectiligne,  on  obtiendra  avec  ces  données 

s' 
sa  surface  approximative  /,  et  pai*  suite  son  excès  sphérique  ^r^R" 

ou  e",  R  désignant  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  locale ,  oU*,  k 
son  défaut,  celui  de  toute  autre  de  ces  sphères  que  l'on  aura  déter- 
miné antérieurement.  On  aura  ainsi  la  somme  des  trois  angles 
180°  4-  g",  d'où  Ton  conclura  le  troisième  S W1S2,  qui  aura  pour 
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valeur  i8o°  H-  t" —  f  —  Aj.  Alors,  avec  le  côtéSS2,  qui  est  connu, 
le  théorème  de  Legendre  donnera  les  deux  autres  côtés  de  ce 
^langle  partiel.  L'un,  S/7?i,  sera  la  portion  duraéridien  de  S 
qui  est  interceptée  dans  le  premier  triangle  principal  SS1S3. 
L'autre,  S^/tii,  sera  un  des  segments  dans  lesquels  il  subdivise  le 
côté  S|  S2  opposé  à  S  ;  et  Ton  en  conclura  la  longueur  du  sèment 
complémentaire  mi  Si,  puisque  St  S3  est  connu.  On  aura  aussi  Tangle 
S«i  S,  supplément  de  S  /Wi  S„  et  sa  valeur  sera  1  •+-  Aj  —  t", 

ilO»  Passons  de  là  au  deuxième  triangle  principal  Si  S,  S^*  Pour 
avoir  la  portion  du  méridien  de  S  qui  s'y  trouve  pareillement  infer' 
ceptée,  je  considère  d'abord  ce  méridien  comme  plan.  Cette  suppo- 
sitiqu  serait  rigoureuse^  la  terre  avait  une  forme  exactement  sphé- 
rique;  elle  Test  encore«i%a  surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe 
polaire  de  la  sphère  céleste,  ce  qui  se  trouve  être  la  condition  défi- 
nitive de  la  forme  à  laquelle  on  peut  l'assimiler*  Mais,  sans  admettre 
par  anticipation  ce  dernier  résultat,  il  suffit  qu'elle  soit  incontes- 
tablement très-peu  différente  d'une  sphère  exacte ,  pour  que,  dans 
la  petite  étendue  de  longueur  méridienne  qu'un  même  réseau  tri- 
gononiétrique  embrasse,  ses  méridiens  puissent  être  supposés  plans, 
avee  une  approximation  dont  Terreur  possible  se  décèlera  par 
les  erreurs  nsêmes  que  les  conséquences  de  cette  hypothèse  pour- 
raient présenter  ultérieurement,  lorsqu'on  les  comparera  avec  les 
réalités  aux  deux  extrémités  d'une  très-longue  chaîne,  dont  les 
portions  consécutives  auront  été  ainsi  évaluées.  Admettant  donc 
que  la  seconde  portion  d'arc  méridien  m^  m^^  interceptée  ici  dans 
nôtre  second  triangle,  doit  être  l'intersection  de  celui-ci  par  le  pro- 
longement du  plan  méridien  qui  contient  SiTit,  l'arc  sphérique  m^nit 
ne  pourra  pas  être  le  prolongement  circulaire  de  l'arc  S  /711,  puisqu'il 
est  censé  décrit  sur  une  seconde  sphère  osculatrice  différente  de  la 
{dernière  par  la  position  de  son  centre,  ainsi  que  par  la  longueur  de 
son  rayon ,  ces  deux  sphères  ayant  seulement  leurs  plans  méridiens 
coïncidents.  Pour  rendre  l'effet  de  cette  séparation  manifeste,  je  con- 
struis, dans  \2Lfig*  20,  l'intersection  de  la  surface  réelle,  par  les  plans 
dont  il  s'agit.  La  lettre  c  y  désigne  le  centre  de  la  sphère,  qui  est 
osculatrice  transversalement  au  méridien  en  S;  w,  est  le  point  où  la 
ligne  méridienne  de  cette  station,  considérée  comme  circulaire,  va 
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couper  le  côté  S|  S2  du  triangle  n®  1  de  \3L^g.  18.  De  ce  point  je 
mène  une   nouvelle   normale   ntiCiy  qui   perce    Pellipsoïde  au 
point  fAi9  distinct  du  premier,  mais  qui  en  est  assez  peu  distant  pour 
que  Ton  puisse  considérer  comme  nul  Fintervalle  qui  les  sépare. 
c,  fi,  sera  le  rayon  de  la  seconde  sphère ,  transversalement  oscula- 
triée  au  méridien  en  fit;  et  l'arc  fA,  m,,  compris  de  même  dans  le 
plan  de  la  figure,  représentera  l'élément  de  Tare  méridien  prolongé 
sur  sa  surface,  élément  dont  nous  voulons  déterminer  la  direction 
dans  le  deuxième  triangle  de  la  Jig,   18.  Pour  cela,  par  les 
points  /7i| ,  fAi ,  considérés  comme  coïncidents ,  menez  deux  droites 
indéfinies,  m,/„  p, d„  Tune  tangente  au  premier  arc,  l'autre  au 
second.  Le  plan  qui  contiendra  ces  deux  tangentes  tracera  sur  la 
seconde  sphère  la  direction  de  Tare  méridien  jx,  /Wj,  et  y  détermi  - 
nera  l'angle  azimutal  Gi^i  S,,  ou  m2/»i  Sj,  qu'il  doit  former  dans  la 
/^.  18  avec  le  segment  //ZiSs,  supposé  commun  aux  deux  sphères. 
Or,  les  angles  formés  ainsi  par  les  deux  tangentes  avec  ce  segment 
commun  ne  différeront  entre  eux  que  par  une  réduction  à  Thori- 
zoD,  qui,  eu  restreignant  suffisamment  les  triangles ,  pourra  être 
rendue  négligeable ,  comme  étant  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  l'angle  c/7i,c,,  compris,  dans  lay?^.  20,  entre  les  droites  me- 
nées de  77?  1  ou  de  pi  aux  centres  des  deux  sphères.  Ainsi  on  aura  le 
droit  de  la  supposer  telle,  en  prenant  les  précautions  nécessaires 
pour  que  cette  condition  soit  remplie ,  et  constatant  son  accomplis- 
sement par  des  vérifications  ultérieures.  Ceci  admis,  reprenons  la 
fig.  1 8.  La  première  tangente,menée  extérieurement  en  iw  ,à  l'arc  S/w  1 , 
forme  avec  le  segment  m,S3  un  angle  Sa/TZt^i  égal  à  son  opposé  Sm ,  Si , 
du  premier  triangle.  Donc  la  seconde  tangente  menée  de  ce  même 
point  m,  à  l'arc  twi  nii ,  devra  former  avec  ce  même  segment  un 
angle  sensiblement  égal,  précisément  comme  si  le  premier  arc  S/w, 
était  prolongé  directement  sur  une  même  sphère.  Cette  condition 
d'égalité  donnera  l'azimut  twj'Wi  S2,  ou  /',  que  le  segment  S2/71, 
du  premier  triangle  principal  forme  avec  la  direction  du  méri- 
dien nii  tfiti  dans  )e  second  triangle,  auquel  ce  même  segment  peut 
être  censé  aussi  appartenir,  comme  nous  l'avons  prouvé.  On  sera 
donc  ici  exactement  dans  les  mêmes  conditions  où  l'on  était  pour 
îc  premier  triangle  principal  quand  on  a  entrepris  de  déterminer 
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la  portion  d'arc  méridien  S/Wi  qui  s*y  trouvait  interceptée.  En 
opérant  absolument  de  la  même  manière  pour  le  cas  actuel ,  on 
déterminera:  i**  la  portion  d'arc  méridien  /Ttti/Z},  interceptée 
dans  le  triangle  n®  2,  entre  le  premier  point  de  rencontre  w,  et  le 
second  point  de  rencontre  Wj,  que  Ton  appelle  des  nœuds;  2"  on 
aura  par  différence  les  segments  Sj  wij,  /w,  S3  ;  3°  enfin  on  obtiendra 
l'angle  sphérique  m,  /WjSj  et  son  supplément  /Wj /W5S3.  Cela  donnera, 
par  égalité ,  leurs  opposés  S3  m-im^y  Sa/Wa  /W3,  qui  seront  les  azimuts 
des  deux  segments,  sur  l'horizon  de  w,,  autour  de  /WjWaj  prolonge- 
ment du  méridien  primitif  dans  la  partie  ultérieure  du  réseau. 
m.  Maintenant  je  ne  suppose  plus  que  le  méridien  terrestre 
qui  passe  par  le  sommet  S  doive  être  plan  ;  et ,  sans  rien  préjuger 
sur  sa  forme,  j'emploie  la  construction  précédente  pour  tracer  sur 
le  sphéroïde ,  quel  qu'il  puisse  être,  une  ligne  qui,  partant  de  S, 
avec  la  même  direction  méridienne  initiale,  se  prolonge  à  travers 
le  réseau  des  triangles  avec  la  même  condition  d'égalité  azimutale 
entre  les  angles  tan gentiels  opposés  de  chaque  nœud.  Considérant 
d'abord  les  deux  premiers  éléments  S/W|,  /w,Wa,  en  leur  seule 
qualité  de  grands  cercles  tracés  sur  les  deux  sphères  osculatrices 
consécutives  ,  ils  seront  sur  chacune  de  ces  sphères  les  lignes  de 
plus  courte  distance  qui  puissent  être  menées  entre  les  points  qui 
les  terminent  ;  et ,  si  l'on  suppose  leur  étendue  individuelle  suffi- 
samment restreinte,  la  même  propriété  aura  lieu  sur  le  sphéroïde 
pour  les  arcs  qui  en  seront  les  projections.  Maintenant ,  d'après 
régalité  azimutale  établie  en  iw, ,  si  l'on  conçoit  ces  deux  segments 
repliés  dans  le  plan  tangent  à  ce  point ,  ils  se  trouveront  y  consti- 
tuer une  même  ligne  droite,  qui  mesurera,  sur  ce  plan,  la  plus 
courte  distance  des  points  extrêmes  S,  /t?,  ainsi  repliés.  Donc, en 
les  replaçant  sur  le  sphéroïde ,  avec  la  petitesse  que  nous  leur 
attribuons,  ils  y  formeront  une  courbe  qui  jouira  de  la  même  pro- 
priété ,  laquelle  se  transmettra  à  tous  les  éléments  circulaires  ulté- 
rieurs qu'on  en  dérivera  suivant  la  même  condition  d'opposition 
aumutale.  Ainsi ,  quelle  que  puisse  être  la  figure  de  la  terre,  la  ligne 
donnée  par  ce  tracé  sur  sa  surface  régularisée  sera  définie  par  les 
deux  propriétés  suivantes  :  1°  d'avoir  son  premier  élément  tan- 
genticl  au  méridien  de  S  ;  2"  d'èti^  la  plus  courte  que  l'on  puisse 
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mener  sur  le  sphéroïde,  entre  deux  points  quelconques  pris  à  vo- 
lonté sur  sa  direction. 

lis.  Ayant  établi  cette  conception  générale,  je  reviens  au  cas 
réel  où  cette  ligne,  bornée  à  une  étendue  suffisamment  restreinte, 
se  trouve  coïncider,  sans  écart  appréciable ,  avec  les  méridiens  ap- 
parents des  points  qui  la  composent^  ce  qui  revient  à  supposer 
les  méridiens  terrestres  sensiblement  plans  sur  la  petite  ampli-^ 
tude  qu'elle  embrasse  ;  et  je  vais  chercher  à  déterminer  trigonomé- 
triquement  les  longueurs  de  ses  éléments  successifs ,  h  travers  le 
réseau  total  des  triangles  qu'elle  doit  traverser. 

Lsifig.  18  représente  îe  triangle  principal  n°  3,  comme  ne  cou- 
pant plus  le  méridien  prolongé  de  S.  Cela  a  été  fait  à  dessein, 
afin  d'en  prendre  occasion  de  considérer  un  tel  cas.  Suivant  donc 
les  particularités  qu'il  présente ,  je  prolonge  idéalement  l'arc  de 
grand  cercle  SiS;„  jusqu'à  sa  rencontre  en  m^  avec  la  méridienne 
de  TOj  dont  nous  venons  de  tracer  le  prolongement.  Alors ,  consi- 
dérant le  triangle  sphérique  SjWaWj,  on  y  connaîtra,  par  ce  qui 
précède,  le  côté  wijSa  et  l'angle  S3/W2W3.  On  pourra  avoir  aussi 
l'angle  /W2S3/W3,  puisqu'il  est  le  supplément  de  S2S3S1  dans  le  triangle 
principal  précédent.  On  en  déduira  donc,  i^\sl  portion  d'arc  mé- 
ridien /ÎÎ2W3  ;  ^  le  segment  Sj/Wa  ;  3**  l'angle  83/713/^3  dont  le  sup- 
plément à  180  degrés  sera  l'angle  S3IW3/714,  formé  par  ce  même  seg- 
ment avec  la  direction  de  la  méridienne  m^m^y  prolongée  sur  la 
sphère  osculatrice  suivante. 

Arrivés  ainsi  au  point  /W3,  notre  fig,  18  nous  présente  un 
quadrilatère  sphérique  /W3S3S5/115,  où  nous  connaissons  deux 
côtés  83/123,  83S5 ,  avec  les  trois  angles  en  W3,  83,  85,  que  l'on  peut 
déduire  des  résultats  précédents.  Alors  on  traversera  ce  quadrila- 
tère par  un  arc  de  grand  cercle  auxiliaire  85 Wj,  ce  qui  le  partagera 
en  deux  triangles  sphériques.  Le  premier  /W3S3S5  pourra  d'abord 
se  résoudre,  puisqu'on  y  connaîtra  les  deux  côtés  S^m^y  8385  avec 
l'angle  compris  en  83.  On  obtiendra  donc  ainsi  le  côté  /W385,  et 
les  deux  angles  adjacents  intérieurs.  Ceux-ci  étant  retranchés  des 
angles  S3m3iW4,  838S/W5,  qui  sont  connus  par  les  calculs  précédents, 
ou  peuvent  s'en  déduire,  on  aura ,  dans  le  second  triangle  /77385WS, 
le  côté  fWaSs  avec  les  deux  angles  adjacents.  On  pourra  donc  encore 
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résoudre  ce  triangle  y  et  trouver  ses  deux  autres  angles  ainsi  qoe 
la  portion  de  Tare  méridien  m^frii,  située  sur  le  prolongement  de 
Sm^.  Par  des  combinaisons  pareilles  ou  analogues,  convenablement 
appropriées  à  la  disposition  du  réseau  de  triangles  que  l'on  consi- 
dère, on  obtiendra  finalement  toutes  les  portions  de  Tare  méri- 
dien qtii  s'étendent  depuis  la  première  station  S ,  jusqu'au  point 
mu  où  cet  arc  est  coupé  par  le  côté  le  plus  austral  du  dernier  trian- 
gle, que  je  désigne  par  SnSji^i  dans  notre  figure,  S»  étant  la  sta- 
tion la  plus  australe  de  ce  même  côté.  On  pourra  utilement,  dans 
le  cours  de  ce  calcul ,  varier  les  combinaisons  géométriques  qui 
sont  propres  à  donner  diversement  les  portions  successives  de  Tare 
total ,  ce  qui  servira  pour  vérifier  l'exactitude  de  son  évaluation. 
C'est  ce  que  j'ai  indiqué  ici ,  en  formant  le  nœud  intermédiaire  m, 
par  le  prolongement  circulaire  du  côté  S^S».  Mais  il  faudra  éviter 
celles  de  ces  combinaisons  qui  donneraient  des  triangles  dont  les 
côtés  auraient  des  longueurs  trop  exagérées. 

1 15.  Quand  on  est  arrivé  au  dernier  sommet  Sj,,  on  se  place  à 
la  station  située  sur  sa  normale ,  et  l'on  y  mesure  astronomique- 
ment  la  distance  du  pôle  au  zénith,  comme  on  l'a  déjà  fait 
en  S.  Je  la  désigne  par  d\  Du  point  S»  on  conçoit  un  arc  de 
grand  cercle  S/,N,  mené  perpendiculairement  au  méridien  pri- 
mitif. Cela  forme  le  triangle  sphérique  S„m«N,  rectangle  en  W.  On 
connaît  déjà ,  par  les  opérations  précédentes,  le  point  d'intersec- 
tion /w„  du  dernier  côté  S„S«_,  avec  la  méridienne  prolongée,  qui 
est  contenue  dans  ce  même  méridien.  On  a  aussi  la  longueur  du 
segment  S«/Wj,  que  je  nommerai  A,  et ,  en  outre,  l'angle  S^WaN  qu  il 
forme  avec  le  prolongement  austral  de  la  méridienne ,  puisque 
cet  angle  est  égal,  par  opposition,  à  l'un  de  ceux  qu'on  a  précédem- 
ment obtenus.  Je  le  désignerai  par  i,  comme  dans  le  premier  trian- 
gle ,  en  attribuant  ici  à  cette  lettre  sa  valeur  locale  propre.  Avec  ces 
données  on  calcule ,  i**  la  portion  de  la  méridienne  mnN  qui  est  un 
côté  du  triangle  sphérique  ainsi  formé  ;  2°  la  longueur  de  l'arc  per- 
pendiculaire S„N  que  je  désigne  par  A,  et  qui  est  un  autre  côté  de  ce 
triangle.  L'arc  /w«N  ajouté  aux  portions  de  la  méridienne  détermi- 
nées précédemment  donne  Tare  total,  compris  depuis  le  premier 
sommets  jusqu'au  pied  N  de  Tare  perpendiculaire.  Maintenant > 
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connaissant  S«N  ou  A,  et  la  distance  du  pôle  au  zénith  en  S/»  que 
j'ai  désignée  par  d\  on  détermine  l'arc  NM„  de  la  méridienne  qui 
est  compris  entre  la  perpendiculaire  S„N  et  le  parallèle  de  S„.  Ce 
calcul  est  exactement  pareil  à  celui  que  nous  avons  fait  page  8i, 
pour  la  deuxième  portion  de  l'arc  méridien  de  Pensylvanie ,  et  il 
s'effectue  par  les  mêmes  formules.  Seulement,  dans  la  ^^.  i8  que 
nous  considérons  actuellement,  l'arc  NM„  devient  additif  à  la  paiv 
tie  de  la  méridienne  déjà  trouvée ,  parce  que  notre  dernier  som- 
met S»  est  supposé  ici  plus  distant  que  /w„  du  pôle  P,  ce  qui  était 
le  contraire  alors,  ^g^.  12  (*).  Ici  donc  on  ajoute  NM„  à  SN  déjà 


(*)  Cette  réduction  est  indispensable  dans  toutes  les  opérations  analogues 
à  celle  que  nous  considérons  ici  lorsqu^on  les  calcule  par  la  résolution  suc- 
cessive des  triangles  spbériques  dont  les  côtés  principaux  ou  partiels  vont 
couper  un  même  arc  de  méridien  en  divers  points  de  son  prolongement  ; 
c'est  pourquoi  je  rappellerai  ici  le  raisonnement  qui  la  donne,  en  rappli- 
quant, avec  quelques  additions  de  détails,  aux  derniers  éléments  de  la 
fig.  18,  que  je  reproduis  sur  une  plus  grande  échelle,^,  ai. 

Dans  cette  dernière  figure,  NM»  représente  le  prolongement  final  du  mé- 
ridien primitif  auquel  on  a  mené  Tare  de  grand  cercle  perpendiculaire  SrN, 
dont  la  longueur  A  a  été  trouvée  par  la  résolution  du  triangle  sphérique 
S„m„N  de  la^g^.  i8.  Le  triangle  S„NMa ,  formé  par  cet  arc  A  et  par  Parc 
de  parallèle  S» M»,  est  établi  sur  la  sphère  qui  est  osculatrice  en  S»  trans- 
versalement au  méridien  propre  du  sommet  S»  ;  ainsi  Tare  S^t  M»  e&t  un 
petit  cercle  de  cette  sphère.  Si  la  terre  est  exactement  sphérique ,  la  sphère 
ainsi  décrite  coïncide  complètement  avec  elle.  L^arc  SnP,  mené,  sur  sa  sur- 
face ,  de  Su  au  pôle  commun  P,  sera  situé  dans  le  méridien  propre  de  S« , 
et  il  soutendra,  au  centre  commun,  Fangle  d'y  distance  du  pôle  au  zénith 
qu^on  a  observée  à  cette  station.  Si  la  terre  est  de  révolution  autour  de 
Taxe  polaire  du  ciel,  et  que  Ton  prenne  pour  sphères  osculatrices  celles 
qui  ont  leurs  centres  sur  cet  axe,  la  coïncidence  des  plans  méridiens  aura 
lieu  encore,  et  Tare  Sn  P,  mené  du  sommet Sn  à  Taxe  polaire  commun ,  sur 
la  sphère  oscnlatrice  en  S»,  soutendra  aussi  à  son  centre  Pangle  d'  qui  aura 
été  observé  alors  entre  le  pôle  céleste  et  le  prolongement  zénithal  de  la 
normale  en  S».  Je  m'arrête  à  cette  seconde  supposition,  plus  approchée  de 
la  réalité  que  la  première,  et  qui  est  la  dernière  à  laquelle  on  est  conduit 
par  Pensémble  de  tons  les  résultats  observés.  Ceci  convenu,  soient  D' la  lon- 
gueur de  Tare  PS»  sur  la  sphère  osculatrice,  et  II'  la  longueur  de  TarcFN  qui 
est  sa  projection  sur  le  méridien  de  cette  même  sphère  contenant  TarcNlVln 
du  méridien  primitif  prolongé.  L'angle  au  pôle  P,  compris  entre  les  plans 
de  ces  deux  méridiens,  est  toujours  fort  petit,  à  cause  de  la  petitesse  de 
Tare  A,  comparativement  à  D'  dans  les  applications.  Conséquemment  II'  est 
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trouvé,  et  Ton  a  l'arc  total  de  la  méridienne  qui  est  compris  entre  les 
parallèles  des  deux  sommets  extrêmes  S  et  S^.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
diviser  cette  longueur  par  la  différence  des  distances  du  pôle  au 
zénith ,  observées  dans  les  deux  stations  2,  2»,  situées  sur  les  nor- 
males de  ces  sommets,  en  exprimant  cette  différence  en.  degrés  et 


moindre  que  D' et  en  diffère  peu.  Maintenant,  par  le  sommet  Sn,  décrirons, 
toujours  sur  la  sphère  osculatrice,  le  petit  cercle  qui  y  forme  le  parallèle 
propre  de  cette  station,  et  supposons  quMl  coupe  le  prolongement  du  mé- 
ridien primitif  en  Mn.  L'arc  PM„  sera  alors  égal  à  PS»,  ou  D',  par  défini- 
tion. Ainsi  l'arc  NMb  que  nous  roulons  évaluer  est  D' —  II'. 

Pour  calculer  cette  différence,  je  conçois,  par  le  centre  de  la  sphère,  trois 
verticales  menées  respectivement  aux  points  P,  S»,  N;  et,  par  ce  même 
centre ,  je  décris  une  sphère  du  rayon  i  qui  coupe  ces  trois  droites  en  au- 
tant de  points  que  je  joins  par  des  arcs  de  grands  cercles.  Le  triangle  cen- 
tral ainsi  formé  sera  semblable  au  triangle  PSnN,  et  conséquemment  rec- 
tangle comme  lui.  Si  Ton  désigne  par  d',  7r',  â  ses  côtés  homologues  à  D', 
n',  A,  on  aura  évidemment 

D'=Rd[',  n'  =  R7r',  A  =  Rtr. 

Maintenant,  dans  ce  triangle  rectangle  central ,  Thypoténuse  dei  le  côté  J' 
fieront  liés  à  $  par  la  relation 

cos  d  '  =  ces  tt'  cos  (?. 

C'est  précisément  la  même  équation  que  nous  avons  déjà  obtenue  dans  li 
page  78 ,  pour  un  cas  de  réduction  absolument  pareil  ;  et  ici ,  de  même ,  la  pe- 
titesse de  l'arc  S  doit  rendre  d'  —  -k'  très-petit  du  même  ordre.  Employant 
donc  le  même  genre  de  raisonnement  que  nous  lui  avons  alors  appliqué, 
nous  en  tirerons,  comme  dans  la  page  80,  et  entre  des  limites  d'approxi- 
mation pareilles  : 


^'-7r'=- 


a  taug  (£'       4\        2tang*dv  tang^' 


Les  arcs  <£',  tt',  <?  appartiennent  à  la  sphère  centrale;  si  on  les  remplace 
par  leurs  valeurs  en  D',  n',  A  dans  les  termes  qui  sont  dégagés  de  signes 
trigonométriqueSy  on  aura 


M« N  =  D'-  n'  = —-  =-  -H 


'  V"^2teng*d7R»' 


2  tang  d'  R        4^^^C  ^ 

L'angle  d',  qui  reste  sous  le  signe  tangente,  est  la  distance  du  pôle  au  zé- 
nith observée  à  la  dernière  station  S»,  et  transportée  au  sommet  S»  sur  la 
même  normale.  Elle  est,  conséquemment,  connue  en  parties  de  la  gradua- 
tion du  cercle,  et  il  faut  l'employer  ainsi  dans  le  calcul  du  second  mem- 
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fractions  de  degré ,  de  la  graduation  du  cercle.  Le  quotient  sera 
le  degré  moyen  D^**^  résultant  de  l'arc  total  ainsi  mesuré.  Si  cet 
arc  est  assez  grand  pour  que  les  variations  des  degrés  terrestres 
puissent  y  être  sensibles ,  ou  si  Ton  veut  seulement  y  constater 
leur  caractère ,  soit  de  constance ,  soit  de  variabilité ,  on  mesurera 
la  distance  du  pôle  au  zénith  dans  plusieurs  stations  intermédiaires 
entre  les  extrêmes  ;  et  Ton  comparera  les  valeurs  des  degrés  D(**^ 
qui  correspondent  aux  divers  intervalles  de  leurs  parallèles  consé- 
cutifs. C'est  ce  qu'.on  a  fait  dans  la  grande  opération  de  ^France  et 
d'Espagne;  et  nous  rapporterons  bientôt  les  résultats  que  celte  sub- 
division de  l'arc  total  y  fournit. 

114.  On  peut  faire ,  au  dernier  sommet  S»,  une  vérification 
très-importante.  La  construction  que  nous  avons  employée  pour 
prolonger  la  ligne  méridienne  du  premier  sommet  S ,  à  travers  le 
réseau  des  triangles ,  suppose  les  méridiens  terrestres  plans.  Mais , 
d'après  la  définition  générale  donnée  page  34)  ils  pourraient  ne 
pas  l'être;  c'est-à-dire  que  les  points  de  la  surface  terrestre  dont  les 
méridiens  propres  sont  parallèles  à  un  même  méridien  céleste , 
étant  considérés  consécutivement,  au  lieu  de  former  sur  la  surface 
du  sphéroïde  une  ligne  plane,  pourraient  y  être  répartis  suivant 

bre.  Lo  premier  terme  de  cette  expression  a  été  jusquUci  le  seul  qu'on  ait 
employé  pour  évaluer  l'arc  M„N  ou  la  distance  du'' parallèle  à  la  perpendicu^ 
laire,  et  il  a  paru  suffire.  Mais  le  second  deviendrait  peut-être  sensible  dans 
des  réseaux  de  triang^Ies  où  la  station  Sn  serait  rapprochée  du  pôle,  ce  qui 
affaiblirait  la.  valeur  de  d'y  et  par  suite  de  tang  <i',  qui  entre  ici  en  dénomi- 
nateur. Delambre,  et  après  lui  la  plupart  des  autçurs  qui  ont  rapporté  ou 
employé  cette  formule,  y  ont  introduit,  au  lieu  de  d'y  son  complément 
90°—  d',  qui  est  la  latitude  géographique  du  sommet  S»,  et  ils  Tout  designée 
par  L'  ;  en  outre ,  ils  ont  remplacé  le  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice  par 
la  normale  N  comprise  entre  le  sommet  Sn  et  Taxe  polaire  réel  de  la  terre, 
normale  qui,  dans  un  sphéroïde  de  révolution,  est,  en  effet,  la  longueur 
du  rayon  des  sphères  osculalriccs  dont  le  centre  est  situe  sur  Taxe  passant 
par  les  pôles.  Alors  l'expression  Mq  N  prend  cette  forme 

M«N=^  tangL'-t-MangL'(i -h|  tanç'L')  ^3. 

C'est  aiDsî,  mais  en  se  bornant  au  premier  terme,  qu'on  l'a  généralement 
appliquée.  Je  rapporte  cette  forme,  qu'on  lui  donne  habituellement,  pour 
faire  sentir  Tidentité  réelle  des  deux  expressions. 
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une  courbe  à  double  courbure.  Dans  un  pareil  cas,  le  pretnierélé- 
ment  S/tii  ,  tracé  dans  notre y?^.  18,  sur  la  première  sphère  oscuia- 
trice  f  y  suivrait  encore  la  ligne  méridienne  locale  propre  au  som- 
met S,  puisque  sa  direction  a  été  déterminée  astronomicpiement  par 
cette  condition.  Mais  son  prolongement  dans  le  second  triangle,  tel 
que  nous  Ty  avons  introduit  par  notre  construction  fondée  sur 
l'égalité d^opposition  azimutale,  ne  coïnciderait  pas  avec  la  ligne 
méridienne  propre  de  nh.  Ce  second  élément,  prolongé  delà  même 
manière ,  s'écarterait  pareillement  du  méridien  propre  au  nœud 
suivant  m^  ;  et  le  tracé  étant  prolongé  jusqu'au  dernier  nœud  ;n«, 
suivant  la  même  loi,  il  pourrait  arriver  que  le  méridien  propre  de 
ce  point  extrême  formât  avec  le  segment  Sj,/»»  9  un  angle  azîmutal 
assez  différent  de  celui  qui  est  donné  par  notre  construction,  pour 
qu'en  déterminant  sa  valeur  locale  vraie,  par  des  observations 
astronomiques ,  le  défaut  d'identité  devint  appréciable.  A  la  vérité, 
cette  comparaison  ne  peut  pas  s'effectuer  au  point  /;?„niéme,  puis- 
qu'il n'est  pasmarqué  sur  la  surface  terrestre  ;  mais  on  peut  atteindre 
le  même  but  par  des  observations  faites  à  la  dernière  station  la,  à 
laquelle  il  est  lié  trigonométriquement.  L'épreuve  ainsi  transpor- 
tée nécessite  y  pour  quelques-uns  de  ses  détails,  une  connaissance 
déjà  assez  exacte  de  la  figure  générale  de  la  terre.  Mais  je  puis  ex- 
poser le  principe  de  la  méthode ,  en  me  bornant  à  signaler,  parmi 
les  éléments  d'application  qu'elle  suppose,  ceux  qui  devront  être 
obtenus  ultérieurement. 

as.  On  détermine  d'abord  avec  toute  la  précinon  possible  la 
direction  vraie  du  méridien  au  sommet  Sn,fig>  18.  Celase  peut  faire 
par  divers  procédés  que  j'expliquerai  plus  tard.  Mai*  le  plus  com- 
mode, et  de  beaucoup  le  plus  sûr,  csC  d'établir  à  la  station  Z„,  sur 
la  même  normale  ,  un  instrument  de  passages  que  Ton  dirige 
dans  ce  méridien  et  que  l'on  y  fixe  par  les  méthodes  ^trono- 
miques  indiquées  au  tome  II,  page  34o.  Dans  une  dissertation 
spéciale  sur  l'emploi  de  cet  instrument  qui  sera  insérée  à  la  fin 
du  présent  ouvrage,  on  verra  que  l'on  peut  obtemr  ainsi  la  di- 
rection du  méridien  avec  une  précision  à  peine  crojrable,  par  des 
observations  qui  ne  demandent  qu'un  petit  npmbi-e  »  de  jours. 
Aloi^ ,  ayant  marqué  celte  direction  par  une  mire  fixe ,  on  mesure 
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avec  beaucoup  de  soin  Tangle  plan  a  y  compris  entre  elle  et  le  signal 
S„_,  ou  2„.,.  On  mesure  aussi  les  distances  zénithales  des  deux  * 
branches  de  cet  angle.  De  là ,  par  les  formules  de  la  page  gS ,  on 
déduit  l'angle  dièdre  i'  formé  autour  de  la  normale  de  S„}  entre  le 
méridien  propre  à  ce  sommet  et  le  plan  central  qui  contient  le 
dernier  côté  S„S„_,  de  la  chaîne.  C'est  V azimut  vrai  de  ce  dernier 
côté  sur  Phorizon  de  S„.  L'opération  qui  le  donne,  et  que  je  viens 
de  décrire,  est  exactement  pareille  à  celle  que  Ton  a  dû  faire  au 
premier  sommet  S  pour  obtenir  Tazimut  d'un  des  côtés  SSs  du 
premier  triangle  autour  du  méridien  de  ce  sommet. 

Si  Ton  négligeait  l'angle  dièdre  que  le  méVidien  de  S„,  fig.  18, 
forme  en  convergeant  vers  le  pôle,  avec  celui  de  S  prolongé  à  travers 
le  réseau  des  triangles,  angle  qui  est  toujours  fort  petit  dans  les  appli- 
cations, l'azimut  du  côté  S„  Sn«i ,  vu  ainsi  de  S„,  serait  évidemment 
égal  à  l'angle  S»  m„N ,  ou  /,  déjà  calculé  d'après  les  éléments  géodé- 
siqiies.  Mais ,  à  cause  de  cette  convergence ,  il  doit  différer  quelque 
peu  de  /,  même  en  supposant  les  méridiens  plans.  Or,  on  va' voir  tout 
à  l'heure  que,  dans  cette  supposition,  sa  valeur  exacte  peut  se  déduire 
des  éléments  du  réseau  combinés  avec  l'angle  connu  1..  Comparant 
donc  cette  valeur  calculée  avec  celle  que  donnent  les  opérations 
faites  dans  la  verticale  Sr,  on  devra ,  si  les  méridiens  sont  plans,  les 
trouver  égales  entre  elles,  dans  les  étroites  limites  d'erreur  que  les 
éléments  de  cette  comparaison  peuvent  comporter.  Et  si  leur  iné- 
galité sort  de  ces  limites  supposables ,  on  en  devra  conclure  que 
la  forme  des  méridiens  terrestres  diffère  sensiblement  d'un  plan 
parfait,  même  dans  l'étendue,  toujours  très-r^treinte ,  que  le  ré- 
seau des  triangles  a  pu  embrasser. 

H6.  Il  reste  à  exposer  la  déduction  trigonométrique.  Pour  en 
développer  le  calcul  avec  netteté,  j'extrais  de  la  fig^  18  les  éléments 
dont  il  dépend,  et  je  les  représente  à  part  dans  \2kfig.  22,  que 
j'établis  tout  entière  sur  la  sphère  locale,  qui  est  osculatrice  en  S„ , 
dans  le  sens  transversal  au  méridien  propre  de  ce  sommet.  Sur 
cette  mémesphèire,  je  place  le  segment  Sn/7i„du  dernier  côté  de  notre 
réseau,  qui  se  termine  en  //?„  à  la  ligne  méridienne  du  sommet  S, 
prolongée  trigonométriquement  jusque  -  là  ,  en  supposant  les 
méridiens  plans;  et  j'y  trace  le  dernier  élément  w^M^  de  celte 
T.  III.  10 
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ligne ,  qui  rejoint  en  M„  le  parallèle  propre  de  S„.  Enfin ,  je  dé- 
cris ,  toujours  sur  la  même  sphère ,  l'intersection  du  méridien  plan 
de  S;i ,  que  j'y  conduis  jusqu'à  son  pôle  P,  situé  sur  le  rayon  central 
parallèle  à  l'axe  polaire  céleste ,  et  j'y  fais  rétrograder  Télément 
méridien  iw„  M„  jusqu'à  ce  même  pôle.  En  considérant  la  terre 
c^mrae  un  sphéroïde  régulier,  de  révolution  autour  de  ce  même  axe 
céleste,  ce  qui  est  le  complément,  final  de  l'hypothèse  que  je  veux 
suivre ,  le  centre  de  notre  sphère  sera  situé  sur  Taxe  physique  du 
sphéroïde ,  d '«après  le  sens  d'osculation  transversal  que  nous  lui 
avons  attribué  ;  et  son  rayon  polaire  coïncidera  aussi  entièrement 
avec  la  direction  de  cet  axe.  Gonséquemment  le  pôle  P  s'y  trouvera 
placée  et,  par  suite,  les  plans  diamétraux  qui  contiennent  les  arcs 
S;|P,  /«nP  coïncideront  avec  les  plans  méridiens  du  sphéroïde 
menés  par  les  mêmes  points  S„ ,  /tz». 

117.  Cela  posé,  le  calcul  des  triangles  précédents  nous  a  déjà  £ût 
connaître  ï  i°  la  longueur  du  segment  S„  /w,  ;  je  la  désigne  par  A; 
2"  l'élément  d'arc  méridien  m^Mn  compris  entre  le  point  iw„  et  le 
parallèle  de  S»  ;  je  le  nomme  U  ;  3*»  çnfin,  l'angle  azimutal  M«  /w„S„ 
ou  (,  que  qet  élément  forme  en  /w» ,  vers  le  sud ,  avec  le  segment 
m„*Sii.  On  a  mesuré  astronoroiquement  en  S„  ,  ou  sur  la  verticale 
de  S;^  la  distance  angulaire  du  pôle  au  zénith  ;  elle  est  obtenue  en 
degrés,  minutes  et  secondes.  Je  la  représente  par  l'arc  d' y  qu'elle 
soutendrait  au  centre  d'un  cercle  décrit  avec  un  rayon  égal  à 
l'unité  de  longueur.  CeTh  revient  à  diviser  sa  valeur  angulaire  par 
R'''.  L'ayant  mise  sous  cette  forme ,  si  on  la  multiplie  par  le 
rayon  R  de  notre  sphère  osculatrice,  exprimé  dans  la  même  espèce 
d'unités,  le  produit  R<i'  ou  D'  exprimera  ht  longueur  de  l'arc  mérir 
dien  S„P,  mené  de  S),au  pôle  P  sur  cette  sphère ,  et  ce  sera  aussi  celle 
de  l'arc  M„it.  Alors,  si  l'on  désigne  par  D  l'arc  analogue  /ff^P,  mené 
du  point  rrin  au  même  pôle ,  sa  longueur  sera  D'  —  U,  et  l'on  aura 
ainsi  sa  valeur.  D'après  cela ,  si  l'oa  suppose  le  rayon  R  donné ,  ou 
déduit  d'une  discussion  générale  de  la  figurede  la  terre,  avec  une  ap- 
proximation suffisante  pour  les  évaluations  définitives  auxquelles  il 
devra  ici  servir,  suffisance  qu'il  faudra  ultérieurement  constater, 
on  connaîtra ,  dans  le  triangle  sphérique  PS„  m» ,  les  trois  côtés^  et 
l'angle  en  /?;„,  qui  est  tSo**  —  /.  C'est  plus  d'éléments  qu'il  n'est 
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nécessaire  pour  calculer,  dans  ce  même  tnangle ,  Tangle  intérieur 
en  S„ ,  que  je  désigne  par  i\  Cela  permettra  donc  de  choisir  lés 
combinaisons  qui  détermineront  sa  valeur  de  la  manière  la  plus 
favorable  ;  après  quoi  il  restera  à  examiner  jusqu'à  quel  point  elle 
peut  être  identifiée  avec  Tangle  azimutal  correspondant,  observe 
en  S«  ,  sur  le  sphéroïde  réel. 

Pour  effectuer  ce  calcul ,  je  rapporte  tous  nos  arcs  terrestres  à 
la  sphère  qui  serait  décrite  du  même  centre,  avec  un  rayon  égal  à 
l'unité  de  longueur;  et  désignant  par  d'y  a^  u^  d  les  arcs  de  cette 
sphère,  qui  sont  respectivement  homologues  à  D',  A,  U,  D,  j'ob- 
tiens évidemment 

D'zrRrf';      ArrRa;      U  =  Rk  ;     D  =  Rii;     dzzzd'^u. 

Le  triangle  sphérique  homologue  à  Vmj^„y  sur  la  sphère  centrale 
y  sera  ainsi  semblablement  déterminé  par  ses  arcs  correspon- 
dants, associés  ^ux  mêmes  angles  dièdres  180"  —  i  et  i\  Pour  y 
calculer  celui-ci,  je  pose  la  condition  générale  qui,  dans  tout 
triangle  sphérique,  rend  les  sinus  des  angles  proportionnels  aux 
sinus  des  côtés  opposés ,  et  je  pose  aussi  les  équations  qui  donne- 
raient à  volonté  les  côtés  d  ou  d' en  fonction  des  deux  cotés  oppo- 
sés et  de  Tangle  compris  entre  eux.  J'ai  ainsi  les  trois  relations 
suivantes  : 

(1)  sin  f  '  sin  rf'  =  sin  1  sin  d  ; 

(2)  cosd'  =  —  sin  ^  sin  a  cos  i       -f-  cos  d  cos  a  ; 

(3)  fcbsif  =  H-  sine?'  sin  a  cosi'  -+-  cosrf'  cos  a. 

■ 

Uarca  étant  toujours  fort  petit  dans  nos  opérations,  i  —  i'  sera 
toujours  un  très-petit  angle,  et  c'est,  par  conséquent,  cette  diffé- 
rence qu'il  faut  chercher  à  évaluer.  Pour  cela ,  le  premier  moyen 
qui  se  présente  à  l'esprit  serait  de  l'introduire  directement  comme 
inconnue  dans  quelqu'une  de  ces  équations,  et  de  la  dégager  par 
les  séries  générales  dont  nous  avons  exposé  la  formation  dans  la 
note  de  la  page  87.  Mais  on  arrive  ainsi  à  des  séries  particulières 
dont  le  calcul  numérique  est  fort  pénible ,  et  qui  même  ne  sont 
pastoujbttl^  obnvetgentes.  Ce  fait  est  facile  à  constater,  et  Ton 
peut  vôiir,  dans  le  totnè  lïl  de  là  Base  du  système  fnétriquey  qufî 

10.  « 
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Delanibre  ne  Ta  éludé  qu'en  limitant  l'approximation  par  des 
restrictions  qui  ne  sont  qu'incomplètement  justifiables.  Or,  od 
évite  fous  ce»  inconvénients,  par  une  combinaison  de  nos  trois 
équations  j  qui  donne  directement  sin  (/-^i')  par  une  expres- 
sion finie,  rigoureusement  exacte,  et  toujours  très-aisée  à  réduire 
en  nombres.  Pour  cela,  je  déduis  d'abord  des  équations  (2)  et  (3] 
les  deux  suivantes  : 

sind  sina  cosi  =  —  cosrf'-H  cos^  —  2  cosd  sin*-j  a  ; 
iàin d' iiticc  cos  1'  =  -f-  cosi/  —  cos rf'  -h  2 cosd'  sin '  ^ a. 

Retranchant  la  première  de  la  seconde,  j'obtiens 

(sinrf'  cosi'  —  sinrf  cosi)  sin  a  =  ^(cosd  -|-  co%d')  sin'ya. 

Or^  on  a  identiquement 

sÀnàt  =  2sinYd  cosfa, 
et 

cosd  -f-  cosfi^'  =r  2  cos^{d'  -f-  d)  cosy  (d^  —  d). 

£n  vertu  de  la  première,  2 sin-; a  disparaît  une  fois  des  deux 
membres ,  comme  facteur  commun  ;  et ,  en  divisant  le  résidu  par 
coàj  a  sin  d\  on  a 

.,       ànd  2cosi(d'-hd)cosi(d'--d) 

Or,  en  vertu  de  I  équation  (1),  le  rapport  -: — r*  ^t  esal  à  -r-r  i 

^  '  '^'^       smd'  °         smi 

substituant  donc  cette  valeur,  et  multipliant  les  deux  membres 

par  sini,  on  a  finalement 

[2]    sin(i  — 1')  = 2-^ g.^^,    '^ ^ smi  tangua. 

Lorsque  la  différence  i  —  i'  aura  été  calculée  par  cette  expres- 
sion, si  on  la  désigne  par  ^a,  on  en  tirera  évidemment 

./ . 

et  puisque  l'angle  i  est  connu  par  le»  déterminations  trigonométn- 
ques  4)récédentes ,  on  connaîtra  l'angle  cherché  i  \  Mais,  pour  faire 


J 
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\m  usage  légitime  de  celte  valeur ,  il  faut  pi^lablement  examiner 
le  degré  de  précision  que  pourront  présenter  les  éléments  numé- 
riques d'où  Ton  déduit  la  différence  ^. 

118.  fit  est  un  angle  que  notre  formule  donnera  en  parties  de  la 
graduation  du  cercle.  C'est  la  forme  sous  laquelle  l'ange  i\  qui  en 
résulte,  devra  être  comparé  aux  observations  azimutales  faites  en  S». 
Mais  pour  l'obtenir  ainsi  exprimé,  il  faudra  d'abord  avoir  l'arc  a  ex- 
primé de  la  même  manière.  Lavaleurdecelui-cijdéduitedel'arc  A,est 

A' 

^R''.  Cette  conversion  exigera  donc  déjà  que  l'on  connaisse  le  rayon 

R 

R  de  la  sphère  qui  est  localement  osculatrice  au  sphéroïde  en  Sn , 
dans  le  sens  transversal  au  méridien ,  et  qu'on  le  connaisse  avec 
assez  de  précision  pour  que  la  réduction  de  A  en  secondes  de  degré 
ne  puisse  comporter  que  des  erreurs  négligeables,  ou  au  moins  du 
même  ordre  que  celles  qu'on  est  forcé  de  tolérer  dans  les  mesures 
pratiques  les  plus  précises.  On  ne  saurait  évidemment  obtenir  cette 
certitude  qu'après  une  discussion*  générale  de  la  figure  de  la  terre. 
Ainsi,  par  nécessité,  l'application  de  la  formule  à  la  vérification' 
délicate  que  nous  nous  sommes  proposée,  devra  être  reculée  jusque- 
là.  On  voit  en  outre  qu'on  accroîtra  laproibabilitédeson  exactitude, 
si  Ion  dispose  les  derniers  triangles  du  réseau  de  manière  que  le 
segment  SnT/in,  fig.  i8,  approche  d'être  perpendiculaire  au  dernier 
élément  «j,  Ma  du  méridien  primitif.  Car  alors  il  s'en  faudra  de  peu 
qu'il  ne  le  soit  aussi  au  méridien  S„P  de  la  station  Sj,.  Et  cette  cir- 
constance Tassimilera  de  plus  près  à  la  surface  terrestre,  en  l'écartant 
moins  du  sens  d'osculation  transversal  que  nous  avons  adopté. 

La  connaissance  du  rayon  R  sera  nécessaire  encore  pour  Con- 
vertir en  secondes  de  degré  l'élément  de  l'arc  méridien  nf^Mn,  ou 

U, qui, ainsi  exprimé,  donnera  u  égal  à  ^  R'^;  d'où  l'on  déduira, 

R 

sous  la  même  forme,  l'angle  r/,  égal  àr/' — u.  Ici  le  sens  d'osculation 
transversal  attribué  à  la  sphère  locale  semble  avoir  un  inconvénient 
grave,  puisque  l'élément  ninMn  appartiendrait  de  plus  près  à  !a  sur- 
face réelle,  s'il  était  appliqué  sur  une  sphère  osculatrice  suivant  le 
méridien  même.  Mais  cet  inconvénient  sera  considérablement  af- 
faibli par  la  précaution  ci-dessus  recommandée ,  de  rendre  le  scg- 
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ment  Sa^m  presque  perpendiiculaire  à  cette  dernière  direction.  Car 
alors,  U  ou  m^M^  devenant  fort  petit,  Tin^propriété  du  sens  d'os- 
culation  de  la  sphère  sur  laquelle  on  l'applique  produira  évidem- 
ment un  effet  absolu  moindre ,  dans  la  valeur  totale  de  d  que  u 
complète.  £t  comme  les  deux  rayons  d'osculation  extrêmes,  situes 
sur  une  même  normale ,  ont  toujours  des  longueurs  très-peu  diffé* 
rentes  dans  l'ellipsoïde  terrestre ,  comme  nous  le  constaterons  plus 
tard ,  leur  inégalité  po^urra  n'avoir  qu^une  influence  insensible  sur 
révaluation  angulaire  du  petit  élément  m^^n  ainsi  atténué. 
'    419.  Les  précautions  précédentes  étant  admises,  la  différence 
I  —  i'  sera  ^ductible  en  nombres ,  puisque  les  autres  éléments 
angulaires  <,^',  sont  donnés  immédiatement  par  l'obsen-ation, 
en  parties  de  la  graduation  du  cercle;  et  la  valeur  de  z'  qu'on 
en  déduira ,  présentera  toutes  les  chances  présumables  d'exacti- 
tude. Mais,  pour  la  pouvoir  comparer  au  relèvement  azimutal 
du  segment  Sai/Zn,  il  faut  examiner  si  ces  deux  angles  i',  l'un 
observé,  l'autre  déduit  des  triangles  sphériques ,  devront  ici  pré- 
senter des  valeurs  mathématiquement  égales,  ou  ne  différant  de 
l'égalité  que  par  des  quantités  insensibles  dajosi  l'hypothèse  des 
méridiens  plana  que  nous  considérons.  Or,  d'al3ord,  la  branche 
qui  les  limijlje  dans  le  sens  du  méridien  sera  commune ,  puisque  la 
sphère,  qui  est  osculatrice  transversalement  à  ce  plan  en  Sa,  est 
tangente  au  sphéroïde  dans  tous  les  autres  sens  ;  de  sorte  que  la 
droite  qui  touche  la  section  du  méridien  vrai  en  ce  point,  y  touche 
aussi  le  cercle  méridien  de  la  sphère.  L'autre  côté  de  Tangle  oh- 
serve  i'  se  trouver^ ^  sur  le  sphéroïde,  dans  le  plan  vertical  mené 
par  la  normale  en  Su  et  par  le  signal  Sn^i,  situé  sur  le  prolongement 
du  segment  Sa^r.  Ce  vertical  est  aussi  un  plan  diamétral  de  la^hère, 
qui  est  osculatrice  au  point  S».  Donc»  le  côté  dont  il  s'agit  pourra 
être  assimilé  à  un  arc  de  grand  cercle  de  cette  même  sphère,  d'autant 
plus  approximativement  que  sa  .direction  s'approchera  davantage 
du  fens  d'osculation  transversale  établi  en  $«.  Maintenant,  le  côté 
analogue  de  Pangle  calculé  i ',  partant  de  S»-i ,  est  antérieurement 
établi  sur  une  sphère  osculatrice  différente.  Il  ne  rejoint  donc  pas 
mathématiquement  le  point  S^,  à  cause  de  l'écart  progressif  qui 
s'ppère  entre^le  sphéroïde  et  cette  sphère,  à  mesure  qu'on  s'éloigne 
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<lu  point  (TosculatioD.  Maisll  est  facile  de  prévoir  que  les  différences 
àe  longueur  ainsi  que  de  direction ,  {produites  par  cette  circon- 
stance>sur  un  sphéroïde  presque  sphérique,  y  deviendront  insen- 
sibles ,  si  Parc  considéré  est  suffisamment  restreint.  Il  y  aurait  plus 
d^ncertitude  à  craindre  dans  la  longueur  attribuée ,  sur  cet  arc, 
au  segment  S»  ^n  9  et  dans  Tévaluation  de  Tangle  azimutal  / ,  qui 
entrent  tous  deux  dans  le  calcul  de  Tangle  i^  ;  car  ces  deait  éléments 
sont  affectés  par  les  erreurs  de  toutes  les  osculatîons  antérieures 
qui  7  conduisent.  Mais  Teffet  de  cette  transmission  devra  encore 
être  très-faible  lorsque ,  comme  dans  nos  opérations ,  le  sphéroïde 
sera  si  peu  différent  d'une  sphère,  et  le  réseau  des  triangles  com- 
parativement si  restreint,  que  Ton  puisse  déjà,  presque  sans  erreur, 
le  calculer  tout  entier  comme  appliqué  sur  une  sphère  osculatrice 
commune,  auquel  cas  toutes  les  coïncidences  supposées  devien- 
draient rigoureuses.  Ces  conditions  étant  admises,  les  valeurs  cal- 
culées et  observées  deVangle  azimutal  /'devront  se  trouver  égales 
entre  elles-,  ou  à  peine  différentes  dans  les  limites  d'erreurs  que  les 
observations  même  comportent ,  si  les  méridiens  terrestres  sont  des 
lignes  exactement  planes ,  ou  si  leur  double  courbure  est  inappré- 
ciable  dans  la  portion  de  leur  longueur  que  le  réseau  des  triangles 
a  embrassée  ;  et  l'expression  rigoureuse  que  nous  avons  donnée  de 
sin  (1  —  I '  ) servira  pour  décider  cette  alternative.         ^ 

A 
120.  Dans  les  applications  Tare  a  ou  -  R''  n'atteindra  jamais 

2^  de  la  graduation  sexagésimale  du  cercle.  En  conséquence, 
comme  la  con^araison  à  laquelle  on  veut  ici  l'employer  doit  être 
très-précise,  au  lieu  de  le  mettre  sous  cette  dernière  forme,  pour 
prendre  le  logarithme  de  tang  |  a  dans  les  Tables  usuelles,  il  vau- 
dra mieux  calculer  directement  ce  logarithme  par  les  séries  de  la 
page  61,  qui,  étant  restreintes  à  leurs  deux  premiers  termes,  don- 
neront ici 

k  étant  le  module  direct  des  Tables  logarithmiques  ordinaires  pour 
lequel  on  a 

logA:=  1,6377843113. 
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Alors,  quand  on  aura  obtenu,  par  la*formule,  le  logarithme  de 
sin  (i  —  î'),  comme  Tare  i  —  /'  est  aussi  toujours  très-petit ,  on  le 
conclura  immédiatement  en  secondes  dé  degré ,  par  les  mêmes  sé- 
ries,  qui  donneront,  comme  dans  la  page  64, 

log(i  — i')"  =  logR"  ■+-  logsin(i  —  i')-f-  ^  sin'(i  — i"), 
oùl'ona  log  R"=  5,3i44^  5i. 

On  voit  que  le  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice  entre ,  par  né- 
cessité,  dans  la  première  de  ces  expressions,  et  que  son  influence 
subsiste  tout  entière  dans  l'expression  angulaire  de  (/  —  i').  Mais  on 
constatera  plus  loin  que ,  dans  l'état  actuel  de  la  géodésie,  ce  rayon 
local  R  peut  toujours  être  évalué  avec  une  approximation  suffi- 
sante pour  le  calcul  de  i  —  i'. 

121.  Pour  n'avoir  plus  à  revenir  sur  cette  formule,  je  ferai 
remarquer  que  l'expression  de  sin  (i  —  i')  ne  contient  les  arcs 
\(d'  4-  d),  I  (flf'  —  d)  que  sous  des  signes  de  cosinus.  Elle  donne 
donc  toujours!  —  i'  positif,  soit  que  le  sommet  S»,  extérieur  au 
méridien  primitif,  auquel  appartient  l'azimut  i',  se  trouve  plus 
éloigné  du  pôle  que  le  point  /??„  auquel  appartient  l'azimut  /, 
comme  le  représente  la  fig.  22 ,  qui  nous  a  servi  de  type ,  soit 
qu'il  s'en  trouve  le  plus  rapproché,  comme  le  représente  la  y?*^.  23. 
Cela  tient  à  ce  que,  dans  les  deux  cas,  l'angle  extérieur  i ,  compté 
à  partir  du  prolongement  du  méridien  primitif,  est  toujours  plus 
grand  que  son  opposé  intérieur  1%  à  cause  de  l'angle  également  in- 
térieur p  qui  ferme  le  triangle  polaire  auquel  appartiennent  ces 
éléments. 

'129.  La  comparaison  des  angles  i",  calculés  et  observés,  n'a 
malheureusement  pas  été  faite  sur  le  grand  arc  méridien  de  France 
et  d'Espagne ,  avec  toutes  les  précautions  que  je  viens  de  spécifier 
pour  la  rendre  rigoureuse.  Cela  est  venu  probablement  du  peu 
d'usage  qu'on  faisait  alors  de  l'instrument  des  passages  pour  déter- 
miner les  azimuts  successifs,  et  des  incertitudes  que  comportaient 
les  autres  procédés  par  lesquels  on  les  mesurait  habituellement.  On 
y  employait,  pour  l'ordinaire ,  des  observations  du  soleil  levant  et 
du  soleil  couchant  qui ,  dans  un  même  lieu  et  pour  un  même  obser- 
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valeur,  préseirtaient  des  différences  s'élevant  jusqu'à4o  et  5o  secon- 
des de  degré  ;  de  sorte  qu*uDe  répétition  excessive  de  résultats  indi- 
viduellement si  imparfaits  pouvait  à  peine  faire  espérer  qu'ik  se 
rectifiassent  suffisamment  par  des  compensations  mutuelles.  Néan- 
moins, les  incertitudes  finales  qne  l'on  peut  supposer  dans  les 
déterminations  ainsi  obtenues  ne  semblent  pas  assez  fortes  pour 
expliquer  les  écarts  d'un  ordre,  parfois  presque  égal ,  et  dépourvu 
de  toute  loi ,  que  l'on  découvre  sur  plusieurs  points  de  ce  grand 
arc  entre  les  azimuts  i'  calculés  et  déduits.  C'est  ce  qu'a  fait  remar- 
quer Delambre ,  en  rapportant  les  éléments  de  cette  comparaison 
dans  son  ouvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique  décimal, 
tome  m,  page  85.  Il  est  difficile  de  ne  pas  croire,  avec  lui,  que 
des  discordances ,  à  la  fois  si  fortes  et  si<;apricieuses,  ne  résultent 
pas,  au  moins  en  partie,  d'irrégularités  locales  réellement  exi»» 
(antes  dans  la  configuration  du  sphéroïde  terrestre.  Cette  consé^ 
quence  a  été  confirmée  par  les  écarts  du  même  ordre  que  d^autres 
observateurs  ont  constatés  dans  iles  opérations  géodésiques  faites 
avec  toutes  les  précautions  imaginables,  où  les  azimuts  ont  été  ob- 
servés avec  des  instruments  de  passage  soigneusement  réglés  ;  et 
Ton  verra  plus  loin  que  les  longueurs  des  degrés  du  méridien  pré- 
sentent aussi  des  anomalies  pareilles  dont  la  réalité  ne  saurait  être 
«lise  en  doule. 

125.  La  formule  [2],  que  nous  venons  d^établir  page  1 48,  peut  ser- 
vir généralement  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  de  tous 
les  côtés  d'un  réseau  de  triangles,  au^ur  du  méridien  de  la  station  qui 
constitue  chaque  sommet.  Et ,  en  la  combinant  avec  celles  que  nous 
avons  formées  dans  la  page  108,  pour  la  résolution  directe  des 
triangles  sphériques  par  approximation ,  on  peut  en  conclure  im- 
médiatement toutes  les  portions  succesâves  de  l'arc  méridien  qui 
traverse  un  même  réseau  de  triangles ,  sans  avoir  besoin  de  décom- 
poser ce  réseau  en  triangles  partiels ,  eomme  nous  l'avons  jusqu'ici 
supposé.  Avant  d'exposer  cette  importante  application ,  je  simpli- 
fierai l'énoncé  de  toutes  les  questions  analogues  que  nous  aurons  à 
résoudre ,  par  un  changement  de  dénomination  que  je  n'ai  pas  cru 
devoir  y  introduire  plus  tôt.  En  considérant  les  sommets  S,  Si, 
S2,...,  Sn  de  nos  triangles  sphériques  établis  sur  le  sphéroïde  terrestre 
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régularisé ,  je  les  ai  toujours  soigneusement  itislingués  des  stations 
2 ,  2i,  SsvM  Sr  situées  sur  le  prolongement  des  mêmes  normales  ou 
des  mêmes  sécantes  sphériques ,  dans  lesquelles  l'observateur  a  dû 
effectivement  établir  ses  instruments  pour  mesurer  les  angles  diè- 
dres,  et  les  distances  du  pôle  au  zénith,  que  Ton  transporte  à  ces 
sommets.  Mais  maintenant  que  cette  distinction  doit  être  suffisam- 
ment comprise  y  je  me  bornerai  à  la  sous-entendre ,  comme  on  a 
coutume  de  le  faire  dans  tous  les  ouvrages  qui  trsdtent  des  opéra- 
tions géodésiques  ;  et,  conformément  à  Tusage^  je  donnerai  indiffé- 
remment aux  sommets  S,  S',  S",...,  S^*^,  le  nom  de  stations ^  comme 
si  les  éléments  d'observation  qu'on  y  transporte  y  avaient  été  effec- 
tivement obtenus.  De  sorte  que  les  points  ainsi  désignés  devront 
toujours  être  censés  situés  sur  la  surface  régularisée  qui  coïncide 
avec  le  prolongement  continu  des  mers. 

124.  Cette  convention  étant  admise,  je  considère  dans  la^?^.  24 
deux  stations  pareilles  S,  S',  jointes  par  l'arc  de  grand  cercle  SS', 
appartenant  à  une  sphère  du  rayon  R,  qui  est  osculatrice  en  S,  dans 
le  sens  transversal  au  méridien  de  ce  point ,  lequel  est  représenté 
par  Tare  PSM'  de  cette  même  sphère.  Le  centre  de  celle-ci  est  placé 
sur  Taxe  même  du  sphéroïde,  que  l'on  suppose  presque  sphérique 
fit  de  rérolution  autour  de  la  droite  passant  par  les  pôles  célestes, 
comme  précédemment.  Alors  le  plan  diamétral  qui  contient  l'arc 
PSM'  coïncide  avec  le  plan  méridien  réel  mené  dans  le  sphéroïde 
par  le  même  point  S.  On  est  supposé  connaître  la  distance  angu- 
laire d  du  pôle  au  ïénith  en  S ,  soit  qu'elle  ait  été  obtenue  par  l'ob- 
servation immédiate ,  ou  par  déduction ,  comme  je  le  dirai  ulté- 
rieurement. On  connaît  aussi  la  longueur  de  l'arc  SS^  ou  A,  obtenue 
par  la  résolution  des  triangles  principaux  rattachés  à  une  ou  plu- 
sieurs bases  mesurées,  et  qui  doit  toujours  occuper,  sur  la  sphère 
locale,  une  amplitude  angulaire  moindre  que  2*.  Enfin  Ton  donne 
l'azimut  i  que  l'arc  A  forme,  vers  le  sud,  avec  le  prolongement  du 
méridien  PS.  Si  la  distance  angulaire  d'  du  pôle  au  zénith  avait 
été  pareillement  observée  en  S^  on  aurait  tous  les  éléments  néces- 
saires pour  calculer  l'angle  intérieur  V  du  triangle  polaire  PSS'  par 
la  formule  que  nous  venons  d'établir;  et  cet  angle,  ou  son  supplé- 
ment à  iSo*',  serait  l'azimut  du  point  S  sur  l'horizon  de  S'.  Or, 
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je  disque,  d'après  la  condition  de  petiteisse  attribuée  à  l'arc  A,  l'ob- 
servation immédiate  ded'  n'est  pas  nécessaire  pour  obtenir  l'angle 
/'.  Car,  en  restant  dans  les  limites  d'approximation  permises  par 
cette  circonstance,  nous  pouvons,  avec  les  seules  données  d^  A,  i, 
calculer  Fangle  < ',  ainsi  que  la  portion  SM^  d'arc  méridien  comprise 
sur  notre  sphère,  entre  le  point  S  et  l'arc  de  parallèle  S' M',  mené 
par  la  station  S^ 

124.  A  cet  effet,  il  nous  su£Bra  de  reproduire  un  calcul  que 
nous  avons  déjà  fait  précédemment,  avec  la  seule  précaution  d'en 
rassembler  les  résultats  sous  une  forme  plus  explicite.  Par  la  sta- 
tion S' je  mène  d'abord  un  arc  de  grand  cercle  S'N  perpendicu- 
laire au  méridien  primitif.  Je  forme  ainsi  un  triangle  sphérique 
SS'N,  rectangle  en  N,  dans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse  SS' 
ou  A  et  l'angle  /.  On  peut  donc  en  conclure ,  i°  le  côté  SN,  projec- 
tion de  A  sur  la  méridienne  primitive  ;  je  le  nomme  A'  ;  2**  l'arc 
perpendiculaire  S'N;  je  le  nomme  A.  Nous  avons  déjà  fait  un  calcul 
pareil,  page  71,  à  propos  de  l'opération  de  Pensylvanie;  et  je 
l'ai  reproduit ,  sous  une  forme  générale ,  dans  la  note  de  la 
page  i4i.  Transportons  donc  nos  calculs  trigonométriques  sur  la 
sphère  centrale ,  dont  le  rayon  est  i ,  comme  nous  l'avons  fait 
alors.  Nous  y  construirons  un  système  d'arcs,  semblable  à  celui 
que  la  ^g'.  24  nous  représente  sur  la  sphère  transversalement  oscu- 
latrice,  à  la  surface  terrestre,  dans  la  région  S'SM';  et,  les  y  dési- 
gnant par  des  lettres  analogues,  conformément  à  la  notation  dont 
nous  avons  toujours  fait  usage ,  leur  proportionnalité  avec  ceux 
qui  y  correspondent  sur  la  sphère  réelle  dont  le  rayon  est  R  don- 
nera respectivement 

D  =  R<i,     D'=Rrf';     A=rRa;     A'=Ra';     A  =  R^. 

Alors  dans  le  triangle  central ,  homologue  à  S' SN ,  on  aura  rigou- 
reusement, comme  dans  la  page  78, 

tang  a'=  tanga  cos  /'  ;  sin  ^= sin  a  sin  ;. 

Ce  sont  les  mêmes  équations  que  nous  avons  déjà  employées 
dans  cette  première  application.  En  les  développant  en  séries, 
fondées  sur  la  petitesse  de  Tare  a ,  nous  en  tirerons ,  comme  nous 
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a'^acoai-h^a'  cosism'i;  ^  =  asîni  —  jo'sin (cos'i. 

I,es  ternies  qui  seraient  affectés  par  les  puissances  supérieures  de 
a,  ilans  ce  développement,  y  seront  toujours  insen»ble«,  à  cause 
de  la  petitesse  supposée  de  cet  arc,  comme  nous  l'avons  constaté 
pageGi. 

Maintenant,  selon  le  mode  de  notation  employé  page  j8, 

ooœmoas  n'  l'arc  PN  compris  entre  le  pôle  et  le  point  N  sur  le 

méridien  primitif.  Si  l'on  désigne  par  v'  son  homologue  sur  la 

spbère  centrale,  on  aura  par  proportionnalité 

n'=;  Rjr'. 

Le  triangle  polaire  central ,  homologue  à  PS'N  ,  sera  comme  lui 
rectangle,  et  il  donnera,  comme  dans  la  page  78, 


Si  l'on  développe  d' — tt'  par  les  séries,  comme  nous  l'avons  fait 
alors ,  en  négligeant  les  quatrièmes  puissances  de  l'arc  i  qui,  d'a- 
près son  expression  trouvée  tout  à  l'heure ,  sont  de  l'ordre  a'  ffi^ 
notre  approximation  actuelle  n'embrasse  point ,  on  aura ,  comme 
dans  les  pages  80  et  1^2  (note) , 

itangd' 

Si  l'on  y  remplace  5  par  son  expresdon  trouvée  tout  à  l'heure,  il 
faudra  la  borner  à  son  premier  terme  a  sin  i;  car  le  suivant  don- 
nerait dans  ^'  des  termes  de  l'ordre  »'  que  nous  négligeons.  Ain», 
en  restant  dans  le  même  ordre  d'approximation ,  on  aura 

2tangrf' 

Par  la  station  S'  de  la  ^g.  2^  ,  menons,  sur  la  même  sphère ,  l'atr 
de  petit  cercle  S' M' qui  soit  le  parallèle  de  cette  station.  Alors  M'K 
sera  D' —  n',  et  conséquemment  d' —  jt',  ici  trouve ,  sera  l'arc  ho- 
mologue à  M'n  sur  la  sphère  centrale.  Si  on  l'ajoute  à  d,  horoologiit 
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de  PS>  qui  est  supposé  connu ,  et  à  a'  homologue  de  SN  ou  A', 
trouvé  tout  à  Theure,  la  somme  formera  Tare  total  d'  homologue 
à  PS'  ou  PM'  que  nous  voulons  obtenir.  On  aura  donc  sur  cette 

sphère 

sin  i 

d'z=:  d-^a  cosi  -f-  t  «'  COS  r  sin*i  -f r,  or, 

^  2tang  d^ 

¥ 

A  la  vérité  le  second  membre  contient  encore  le  facteur 


tangd' 

qui  est  inconnu.  Mais^  comme  le  terme  que  ce  facteur  affecte  est 
déjà  multiplié  par  a',  nous  pouvons  y  remplacer  d^  par  sa  valeur 
approchée  </  +  a  cos  i ,  laquelle  diffère  seulement  dé  la  véritable 
par  des  termes  de  Tordre  a^  et  a%  qui  en  donneraient  de  Tordre  a* 
dans  l'évaluation  de  ce  dernier  terme,  si  on  les  conservait.  Appli- 
quant donc  à  cette  expression  approchée  la  formule  qui  développe 
la  tangente  de  la  somme  de  deux  arcs ,  en  fonction  de  leurs  tan^- 
gentes  particulières,  nous  aurons,  avec  le  degré  d'approximation 
nécessaire  pour  notre  but, 

tang  éf -f- a  cos  / 
I  —  a  cosetangâf 

ou ,  en  renversant , 

1        _^         I         /i  —  a  cos  I  tamgd^ 
tang  d'   "^    tang^    j  a  cos« 

\  tang^ 

En  formant  tàXïgd\  j*ai  dû  écrire  a  cos  i  au  lieu  de  tang  (a  oosi) , 
parce  que  la  différence  ne  donnerait  que  des  termes  d'ordres  su- 
périeurs qu'il  faut  ici  négliger.  Il  ne  reste  plus  qu'à  développer, 
par  la  division ,  le  facteur  qui  contient  a,  sous  forme  complexe, 
eu  se  bornant  toujours  à  la  première  puissance  de  a ,  comme  précé- 
demment. Gela  dcmnera 


tang<^'       tàngd 
I 


[I  —  (  tang  d  H-   •  j  acos«  I 
V    ^           tang^/  J 


-  —      I  4- I  acosr 

ta  ng^         \  tang'  d 
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Cette  expression  de  77-5    substituée  dans  le  dernier  terme 

■^  tangrt', 

de  rf',  en  produit  un  de  Tordre  a'  ep  un  de  Tordre  a\  Ce  dernier 
se  réunit  à  celui  du  même  ordre  qui  existait  déjà  parmi  le$  précé- 
dents, et,  après  les  avQir  réduits  entre  eux,  on  trouve  finale- 
ment (*) 

tang'rf^ 


sîn  *  I  /  \j      \ 

[i]  <£'=:rf4-*co^i-+-Ta' 2""^"   \^  4-  .       ,  .  1  cos/sin't. 


125.  Les  arcs  dy  d\  a  de  la  sphère  centrale  ,  qui  apparaissent 
ici  hors  des  signes  trigonométriques,  sont  exprimés  en  parties  du 
rayon  de  cette  sphère  pris  pour  unité  de  longueur.  Si  Ton  veut  les 
exprimer  en  secondes  de  la  graduation  sexagésimale  du  cercle ,  il 
faudra  exprimer  le  rayon  de  la  sphère  centrale  par  cette  même  es- 
pèce d^unité^  en  fonction  desquelles  sa  valeur  sera  Il'\  On  devra 


(*)  La  formule  [1]  a  é'té  donnée  par  Delambre dans  le  tome  III  delsiBase 
du  xystème  métrique  j  pages  30  et  21;  mais  il  y  est  parrénu  différemmeot. 
Considérant  le  triangle  PSS'  de  la^.j24,  ii  pose  d^abord  la  relation  générale 

eos  d'  ■=z  —  sîn  <2  sin  a  cos  1  H-  ces  rfcos  a  5 

puis  d' devant  être  peu  différent  de  rf,  il  fait  d'  =  rf-f- j:,  et  il  obtientxeo 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  par  le  second  mode 
de  développement  que  j^ai  expos*  dans  la  note  de  la  page  87.  La  voie  qae  j'ai 
suivie  m^a  semblé  préférable,  d^abord  comme  plus  simple,  puis  comme  mettant 
mieux  en  évidence  le  principe  et  le  degré  d'exactitude  de  rapproxiraatioo.£n 
effet,  si  Ton  se  reporte  à  la  fig.  a4>  qui  iious  a  servi  de  type,  la  première  partie 
dé  i'—  rf,  qui  est  a',  homologue  à  A',  s^obtrânt  d*abord,  ainfii  que  i,  avec  la 
même  approximation  que  si  Ton  résolvait  le  triangle  aphériqn*  SS'N  |Mr  le 
théorème  de  Legendre,  comme  nous  Pavons  établi  généraienent ,  page  119; 
pour  cette  forme  de  développement.  Puis,  $  étant  obtenu ,  Parc  compléoneo- 
taîre  m^n  de  la  sphère  centrale,  qui  est  homologue  à  M'N,  se  calcule  avec  on 
degré  d'approximation  égal,  dont  la  sùfeté  est  évidente.  Le  insultât,  qooîqoe 
le  même,  se  trouve  donc  bien  plus  clairement  et  plus  rapidement  établi.  On 
le  tirerait  encore  très-aisément  de  cosd'  en  réduisant  Texpression  de 
l'arc  d'  en  série,  suivant  les  puissances  de  a  par  le  théorème  deTaylor.  Mais, 
outre  que  ce  mode  de  déduction  est  moins  élémentaire,  l'emploi  abstrait  que 
l'on  y  fait  de  l'analyse  littérale  ne  rend  pas  sensible  le  peu  d'importance  des 
quantités  que  l'on  néglige,  aussi  évidemment  que  le  calcul  direct  fondé  vsx 
l'évaluation  partielle  des  arcs  qui  composent  le  résultat  cherché. 
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alors  remplacer  les  expressions  abstmtes  des  arcs  par  les  rap- 
P^r^s  ^9  R^'  R^'  ^°*  termes  qui  les  contiennent  explici- 
tement: Cela  rendra  la  première  puissance  du  facteur  -j,  commune 
à  tous  ces  termes ,  et,  après  l'avoir  fait  disparaître ,  il  restera 

[i]  (rf'— ^/'=:a"cos£-h-^-^ -j—a^  '+: r>   cosisin'i. 

2  R''  tang  d     b  R  *  \       tang'flf/ 

Il  faut  se  rappeler  que ,  selon  Tévaluation  rapportée  page  62 , 
on  a ,  en  se  bornant  à  sept  décimales , 

logR''  =  5,3i4425i  ;  conséquemment ,  log  (^)  =  6,6855749- 

Si,  au  contraire,  on  veut  obtenir  la  relation  semblable  qui  existe 
entre  les  arcs  D ,  D',  A  de  la  sphère  terrestre ,  il  faudra  éliminer  les 
arcs  d  y  d\  ol  de  la  sphère  centrale  par  leurs  rapports  de  propor- 
tionnalité avec  ceux-là ,  c'est-à-dire  les  remplacer  par  leurs  valeurs 

T)     D'    A 

équivalentes  —5  --  ?  --9  dans  les  termes  où  ils  se  trouvent  explici- 
R    R     R 

tement.  Alors  une  des  puissances  de  -  disparaît  encore   comme* 

R 

fadeur  commun  ,  et  il  reste 

n  ^     V.      .  lA'sin'i        lA^  3     \ 

In  u — D=Acos/-l — -r — nçrA  iH —,  jcosi  sm^i. 

^  2  R  tang^/      6  R'  \       tang  ^  d] 

L'arc  terrestre  D' —  D ,  ou  SM',  fi^.  24,  sera  ainsi  connu  en  unités 
de  longueur  de  la  même  espèce  que  celles  que  Ton  aura  employées 
pour  exprimijr  l'arc  A  ;  et  le  rayon  local  R ,  qui  devra  être  exprimé 
aussi  dans  cette  même  espèce  d'unités,  n'entrera  que  dans  Téva- 
iuation  des  termes  correctifs  associés  à  la  partie  principal^  A  cos  i. 
Ainsi,  en  raison  de  leur  petitesse,  il  n'aura  besoin  d'être  connu 
^lu'approximativement,  comme  nous  l'avons  prouvé  page  110.  Pour 
obtenir  commodément  et  avec  exactitude  la  valeur  du  pro* 
duit  A  cos  I ,  il  conviendra  de  remplacer  le  second  factear  par 
%n  expression  équivalente  i  —  2sin'-î^/,  ce  qui  le  changera  en 


i- 
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A  —  2Asin'7i,  dont  la  première  partie  sera  toute  donnée ,  et  la 
seconde  s'évaluera  facilement ,  par  les  Tables  logarithmiques  ordi- 
naires ,  avec  une  précision  toujours  suffisante. 

186.  Dans  la^^.  24»  qui  nous  a  servi  pour  établir  cette  formule , 
la  station  extra-méridienne  S^  est  représentée  comme  plus  éloignée 
du  pôle  que  la  station  S  ;  et  Tazimut  donné  i  est  figuré  comme 
moindre  qu'un  angle  droit.  Quand  cette  dernière  circonstance  aura 
lieu  en  effet,  cos  i  sera  positif;  et  la  formule  donnera  d'  —  <f  po- 
sitif,  comme  la  figure  type  le  représente.  Mais  si  Tangle  i  se  trou- 
vait obtus,  son  ôoânus  deviendrait  négatif;  et  s'il  était  assez  grand 
dans  ce  sens  pour  que  le  produit  a  cos  /,  devenu  négatif,  l'emportât 


sm'  i 


sur  le  terme  toujours  positif-  a' -y  et  sur  le  suivant,  ou  seu- 
lement fût  égal  à  leur  somme ,  la  formule  donnerait  d^  —  d  négatif 
ou  tiul ,  conséquemment  d^  moindre  que  d  ou  égal  à  d»  Cest-à-dire 
que  la  station  S'  se  trouverait  plus  rapprochée  du  pôle  que  la  sta- 
tion S,  ou  s'en  trouverait  à  une  même  distance.  Ainsi,  quoique 
établie  sur  un  type  particulier  de  construction,  la  formule  [i]  s'ap- 
pliquera également  à  toutes  les  relations  de  distances  polaires  des 
stations  S,  S%  pourvu  que  Ton  donne  fidèlement  à  cosz  le  signe  algé- 
brique que  lui  assigne  l'amplitude  de  l'angle  auquel  il  appartient. 

i&7.  Lorsqu'on  aura  trouvé  ainsi  la  valeur  de  l'angle  d\  d'après 
les  données  rf ,  a ,  iy  qui  ont  servi  de  base  à  notre  calcul ,  on  ob- 
tiendra l'azimut  réciproque  1'  de  notre  ^g.  24,  par  la  formule 
rigoureuse 

ri         •    /.       .M       iicos^(d^'\'d)cosUd'-^d)   ... 

[2]      sm  (1  •—  <  ')  = 1^ .  \,  ^  ^ ^  sin  I  tang |  a. 

Mais  ici  l'application  de  cette  formule  a  besoin  d'être  préalable- 
ment légitimée  dans  un  de  ses  détails.  La  sphère,  qui  est  transversa- 
lement osculatrice  en  S,  ne  l'est  plus  en  S'  ;  et  la  sécante  ,  menée 
déconcentre  à  ce  point,  diffère  de  la  normale  réelle  qui  lui  est 
proj^e.  Si  l'intervalle  de  la  surface  sphérique  à  la  surface  réelle 
peut  y  être  négligé ,  à  cause  de  la  petitesse  de  l'arc  A,  la  sécante  et 
la  normale  n'en  restent  pas  moins  distinctes  en  direction  ;  ce  qui 
produit  une  différence  du  même  ordre  entre  les  deux  tangentes 
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menées  de  S'  à  la  courbe  du  méridien  réel ,  et  au  cercle  S' P.  Or, 
les  angles  formés  par  ces  deux  tangentes  avec  l'arc  S' S  ,  supposé 
commun  au  sphéroïde  et  à  la  sphère ,  constituent  l^azimut  vrai  et 
lazimut  sphérique  i'  de  cet  arc,  lesquels  ont  ainsi  mathématique- 
ment d'inégales  valeurs.  Mais,  quand  nous  aurons  étudié  l'ensemble 
du  sphéroïde  terrestre,  on  verra  qu'en  vertu  de  la  petitesse  des 
arcs  A,  et  de  la  sphéricité  presque  exacte  de  la  terre ,  Tangle  com- 
pris entre  les  deux  tangentes  que  nous  venons  de  considérer  est 
toujours  restreint  à  un  petit  nombre  de  secondes  ;  de  sorte  que  Ta*^ 
zimut  vrai  i'  rapporté  à  l'horizon  du  sphéroïde,  et  Tazimut  ana- 
logue du  même  arc  rapporté  à  l'horizon  de  la  sphère,  ne  peuvent 
différer  entre  eux  que  par  des  quantités  angulaires  inappréciables , 
en  vertu  de  la  formule  de  réduction  démontrée  page  96.  On  pourra 
donc  toujours,  dans  de  telles  circonstances,  employer  ces  azi- 
muts comme  égaux  entre  eux  sans  aucune  réduction.  ' 

Ceci  étant  admis,  l'équation  [2]  se  réduira  en  nombres,  soit 
immédiatement  par  les  Tables  de  sinus ,  soit  par  le  détour  arith- 
métique expliqué  dans  la  page  64  ;  ce  qui  exigera  de  même  la 
connaissance  suffisamment  exacte  du  rayon  osculateur  R  pour 

A 
calculer  le  rapport  «  ou  -—  qui  est  un  de  ses  éléments. 

R. 

128.  La  petitesse  habituelle  de  l'angle  i  —  /'  peut  faire  souvent 

désirer  de  l'obtenir  par  les  séries.  Cela  sera  très-facile  ;  car,  en 

supposant ,  par  abréviation  , 

c  = i ; — -7-^-i sm  / , 

sm  d' 

elle  deviendrait 

sin  (/  —  1')  =  ic  tan  g  |  a. 

Alors,  la  petitesse  de  l'arc  a  permettrait  de  la  traiter  comme  nous 
avons  fait  pour  une  équation  analogue,  page  73,  §  66.  Ainsi , 
en  se  bornant  aux  troisièmes  puissances  de  l'arc  a ,  qui  sont  la  li- 
mite suffisante  de  toutes  nos  approximations,  on  en  tirerait  d'abord, 
par  les  développements  de  la  page  60, 

/  —  i'  r=  2c  tang i  a  H-  7^'  tang'  ~  a  ; 

T.    III.  I  I 
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et ,  en  outre  , 

tangia  =  -ira4-r4-«'- 

Remplaçant  donc ,  dans  la  première  expression ,  tang  |  a  par  la  Ta- 
leur  tirée  de  la  seconde ,  et  se  restreignant  aux  a* ,  il  en  résultera 

liCS  arcs  i  —  i'  et  a  sont  censés  ici  exprimés  en  parties  du  rayon  du 
cercle  pris  pour  unité  de  longueur.  Si  l'on  veut  les  exprimer  en  se- 
condes de  degré ,  il  faudra  remplacer  les  lettres  qui  les  désignent 

par  les  rapports^  '  r^'  '^^  ^^^^  '^  nombre  de  secondes  que 

contient  le  rayon  plié  en  arc.  On  aura  donc  ainsi 

en  prenant 

logR"  =  5,3i442  5i3. 

r^ous  apprécierons  plus  loin  le  degré  d'exactitude  de  cette  approxi- 
mation par  un  exemple ,  en  la  comparant  à  l'évaluation  rigou- 
reuse. 

189.  L^nglei',  ainsi  obtenu,  sera,  dans  notre ^g.  24,  Tazimut 
réciproque  de  S  vu  de  S^  en  comptant  cet  azimut  à  partir  du  pôle 
vers  S;  au  lieu  que  l'angle  i^  azimut  de  S^,  vu  de  S,  avait  été  donné 
comme  compté  du  point  sud  vers  S\  Dans  une  triangulation  conti- 
nue, il  convient  d'exprimer  tous  les  azimuts  par  un  mode  de  numé- 
ration similaire,  qui  procède  toujours,  depuis  o**  jusqu'à  36o",  dans 
un  sens  convenu ,  par  exemple  en  allant  du  sud  vers  Test  autour 
du  centre  de  chaque  station.  £n  appliquant  ceci  à  la^^.  24» 
si  nous  nommons  généralement  Z,  Z^  nos  deux  azimuts  récipro- 
ques ainsi  définis ,  et  que  nous  supposions  la  station  S'  située  à 
rest  du  méridien  primitif  PS,  nous  aurons  évidemment,  comme  le 
montre  la  fig,  25 , 

Azimut  de  S'  vu  de  S 2  =  /  ; 

Azimut  de  S  vu  de  S' *  Z'  =  180» H-  f'. 

Mais  si  S'  était  situé  à  l'ouest  dn  méridien  PS,  comme  le  rq)réseDte 
1.1^^.  26,  il  faudrait,  pour  conserver  le  même  mode  de  notation , 
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écrire , 

Azimut  de  S'  vu  de  S Z  =  36o®  —  i; 

Azimut  de  S  vu  de  S' Z'=  i8o«— ./'. 

D'après  cela ,  quand  Tazimut  Z  sera  donné  selon  ces  conventions , 
s*il  est  moindre  que  i8o**,  il  faudra  faire,  dans  notre  for- 
mule [2] ,  sin  /  =  -I-  sin  Z  ,  et  appliquer  la  valeur  résultante  de  /' 
à  la  première  combinaison  pour  avoir  Z'.  Mais  si  Z  surpasse 
180®,  il  faudra  faire  sinr=  —  sinZ,  et  appliquer  la  valeur 
de  /'  à  la  seconde  forme  de  Z'.  Dans  tous  les  cas,  ce  seront  ces 
valeurs,  ainsi  déduites  du  premier  azimut  de  la  chaîne  des 
triangles ,  qu'on  devra  comparer  aux  azimuts  qui  auraient  été  dé- 
terminés astronomiquement,  dans  une  on  plusieurs  des  stations 
suivantes. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  si  Ton  voulait  compter 
les  azimuts  en  allant  du  sud  vers  l'ouest,  comme  on  le  fait  sou- 
vent. Alors^  en  les  désignant  par  [Z],  [Z]',  on  aurait  généralement 

[Z]  =  36o"  —  Z ,  [Zy  =  36oo  —  Z'  ; 

ce  qui  donnerait 

fig.  25  :  [Z]  ==  36oo  -  / ,  [Z]'  zrr  1 800  —  /'; 

fig.  %6  :  [Z]  =^  i ,  [zy  =  1 80° + i\ 

150.  Enfin,  après  qu'on  aura  obtenu  ces  résultats, on  pourra 
trouver  directement  l'angle  au  pôle/? ,  par  la  proportionnalité  des 
sinus  des  angles  aux  sinus  des  côtés  opposés,  ce  qui,  en  revenant  , 
àla^^.  24,  donnera,  poui  :in/?,  ces  deux  expressions  équivalentes  : 

roi  .  sin  i    .  .  sin  /  '   . 

13]         sifi  p  =  —, — :-;  sm  CL  9    ou  encore ,    sm  /?  =  -: — ;  sm  a . 

siud'  "       sin  d 

On  réduira  donc  ces  équations  en  nombres,  soit  immé,diare> 
ment,  par  les  Tables  de  sinus ,  soit  en  faisant  usage  de  l'artifice 
auxiliaire,  dont  j'ai  rappelé  l'application  à  l'équation  [2].  On  ob- 
tiendra ainsi  deux  valeurs  dç  p  qui  devront  se  trouver  identi- 
ques; et  leur  accord  servina  de  preuve  pour  assurer  l'exactitude 
des  calculs  arithmétiques  par  lesquels  on  aura  déterminé  d'ei  V, 
L'angle  dièdre  /?,  ainsi  calculé,  sera  commun  au  sphéroïde  et  à  la 
sphère  osculatrice,  puisque,  par  les  conditions  de  construction  assi- 

II.. 
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gnées  à  cette  dernière ,  les  plans  des  méridiens,  vrais  et  spbéri- 
ques,  menés  par  les  mêmes  points ,  sont  coïncidents. 

151.  Si  Ton  voulait  obtenir  les  valeurs  de  Fangle  py  par  les 


par  la  première  équation, 

sin  i       ^    ^  sin  i  sin  (d'  -\-  i)  sin  (d  '  —  i) 

[3]/- 

^  par  la  deuxième , 

sin  i'       .    ,  sin  i  '  sin  [d  -h  i ')  sin  (rf  —  i  ') 

pzi^oL a' ^ ^^ • 

sin  c?      •  sin*rf 

Dans  ces  développements,  les  angles  /?,  a  sont  censés  exprimés 

en  arcs  de  la  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  i .  Sous  cette  former 

A 
a  est  égal  à  —5  A  représentant  l'arc  de  grand  cercle  compris  sur  la 

*^  * 

sphère  terrestre  dont  le  rayon  est  R.  Si  l'on  veut  exprimer  ce 

même  arc  en  secondes  de  la  division  sexagésimale  et  le  désigner 
par  a'%  on  aura 

a"  =  ^R''=aR^ 

Alors  il  conviendra  d'exprimer  Tangle/?  sous  une  forme  semblable, 
et,  en  l'y  désignant  par /?'%  on  aura  pareillement 

p"=pYi". 

Tirant  donc  de  ces  relations  a  en  a"  et  p  en  p"  pour  le  substituer 

dans  nos  développements ,  un  des  facteurs  ^77  disparaîtra  comme 

R 

commun  aux  deux  membres  de  chaque  équation ,  et  il  restera 

„        „sin/        i  ol"^  sinisin  (c?'-|-i)sîn{rf' — «) 

'■  ^1  „        „sîn/'       ia"^sini'sinrrf+i')sin(rf— 0 

ou  encore,  y>   =:a   •-, — >-~^^t, r-r-j " 

sma      oR  '  sm^a 

Quoique  ces  résultats  fussent  faciles  à  prévoir,  d'après  tontes 


PHYSIQUE.  l65 

les  transformations  analogues  que  nous  avons  eu  déjà  Toccasion 

d'effectuer,  f  ai  cru  devoir  les  exposer  en  détail  pour  faire  bien 

A 
sentir  la  doid)le  acception  que  prend  le  rapport— -9  dans  le  second 

n. 

membre,  selon  que  Ton  veut  obtenir  Tangle  p  exprimé  par  un  arc 
de  la  sphère  centrale  dont  le  rayon  est  1 ,  ou  en  secondes  de  la  gra- 
duation sexagésimale  du  cercle. 
152.  Revenant  à  la  première  forme ,  si  Ton  suppose  le  rapport 

A  ♦ 

a  ou  --  assez  petit  pour  que  Ton  puisse  négliger  les  a^,  la  première 
R 

des  équations  (3)  donnera 


sm  I 


sma' 

Or,  le  développement  qui  donne  i — i'  étant  restreint  de  méme^ 
se  réduit  à 

.,_c<^W+d)c<^\{d'-d)  , 

i  — —  i  —  a ; — —. sm  i , 

sina' 

Prenant  le  facteur  -: — ~  dans  la  première,  celle-ci  deviçn* 

smrf'  '^ 

i-^i'=p  cos|(fl?'  -+-^cos  I  [d'  -^  d). 

Multipliez   le  second  membre  par  l'unité  mise  sous  la  forme 

^m^id' — d)      ,    ,  ,  ,    .  w  ,/       ,1 

— 77-77 ;;?  cela  donnera  au  numérateur  le  facteur  cos'  ^(d —  a  ), 

co%\(d' — d)  ^^  ' 

ou  I  —  sin'-j  (d'  — d),  qui  pourra  être  réduit  à  l'unité,  à  cause  de  la 

petitesse  de  d' —  d  qui  rendra  le  produit/?  sin^  y(«?'  —  d)  toujours. 

négligeable  ,  l'angle  p  étant  déjà  supposé  très-petit  par  lui-même^ 

H  en  résulterait  donc 

,      .,  co^\{d'^d) 

l  —  i     -— *  n •  *  m 

^cosi(rf'  — ^f) 

Je  rapmrte  cette  expression  parce  qu'elle  a  été  présentée  dans  des 
ouvragàytrès-répandus ,  et  quVUe  a  été  aussi  fort  généralement 
appliquée.  Mais  elle  ne  me  paraît  avoir  aucun  avantage  sur  les  ex- 
pressions plus  directes  que  j'ai  rapportées  ;  et  elle  me  semble  mémo 
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(lu  pôle  au  zénith  en  S',  comptée  4  partir  du  rayon  mené  à  S' du 
centre  de  la  sphère.  Si  la  terre  était  exactement  sphénque,  ou 
seulement  si  elle  pouvait  être  supposée  telle  dans  une  petite  éten- 
due d'un  même  parallèle  y  le  même  calcul  pourrait  se  continuer 
ultérieurement  sans  modification  ;  et  les  résultats  obtenus  dans  le 
premier  triangle  polaire,  étant  successivement  transportés  à  la 
station  S^  puis  aux  suivantes ,  suffiraient  pour  obtenir  toutes  les 
portions  de  parallèles  comprises  entre  leurs  méridiens  propres , 
lesquelles,  transportées  par  réduction  sur  le  parallèle  de  S  et  ajou- 
tées les  unes  aux  autres,  composeraient  Parc  total.  En  effet,  si 
Ton  désigne  par  S"  la  station  qui  suit  immédiatement  S',  elle  s'y 
rattachera  par  Tare  sphérique  S'S''  ou  A'  qui  est  connu  par  la  réso- 
lution des  triangles  principaux.  En  outre ,  Tangle  S"S'S ,  ayant  été 
préalablement  déterminé  dans  ces  mêmes  triangles ,  on  en  retran- 
chera V  qui  vient  d'être  obtenu,  et  l'on  aura  l'angle  S'^'S'P,  dont 
le  supplément  S^'S'/w'  sera  l'azimut  du  côté  A'  sur  l'horizon  sphé- 
rique de  S',  compté  dans  le  même  sens  que  i.  Enfin  on  connaîtra 
aussi  la  distance  angulaire  du  pôle  au  zénith  en  S',  qui  sera  à! - 
On  se  trouvera  donc  dans  les  mêmes  conditions  qu'en  S ,  avec  des 
données  pareilles ,  d'où  l'on  déduira  des  résultats  analogues  pro- 
pres à  la  station  S';  et  de  celle-ci  on  passera  de  même  à  S'^  puis 
à  toutes  les  autres  progressivement.  Mais  la  surface  terrestre  n'é- 
tant pas  exactement  sphérique ,  ce  transport  ne  peut  plus  s'effec- 
tuer avec  tant  de  simplicité.  Pour  faire  nettement  comprendre  les 
modifications  qu'il  exige,  je  me  borne,  comme  précédemment, 
au  cas  réel  où  laterre  est  assimilable  à  un  sphéroïde  très-peu  diffé- 
rent d'une  sphère  et  de  révolution  autour  de  l'axe  qui  passe  par 
les  pôles  célestes.  Alors  la  sphère ,  qui  est  transversalement  oscii- 
latrice  en  S ,  s'écartera  en  S' de  la  surface  réelle  régularisée.  Si  l'on 
désigne  par  if^fig,  29,  le  point  de  cette  surface  qui  constitue  le  vrai 
sommet  correspondant  du  premier  triangle  que- l'on  a  formé,  le 
point  S'  se  trouvera  à  l'extrémité  du  rayon  mené  du  centre  C  de 
la  sphère  par  le  point  l! .  L'intervalle  S'2'  décroîtra  avec  la  dis- 
tance mutuelle  des  deux  stations  S ,  2',   proportionnellement  a« 
carré  de  cette  distance,  et,  en  les  supposant  suffisamment  rappro- 
rhées ,  sa  dimension  linéaire  pourra  devenir  négligeable ,  comme 
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on  verra  qu'elle  Test  effectivement  dans  nos  triangulations.  Alors 
il  n'en  résultera  pas  d'inégalité  sensible  entre  les  k>ngueurs  de  Tare 
circulaire  SS'  et  de  l'arc  S2'  qui  en  est  la  projection  verticale  sur 
le  sphéroïde  ;  et  cette  circonstance,  jointe  à  la  coïncidence  de  nos 
méridiens  sphériques  avec  les  méridiens  vrais  menés  par  les  mêmes 
points ,  rendra  aussi  l'angle  azimutal  calculé  i'y  sensiblement  égal 
à  sa  valeur  vraie,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  page  i5o. 
Mais,    pour  transporter  à  la  station  S'  de  \9ifig.  27  le  calcul 
qu'on  a  fait  à  la  station  S ,  il  faut  d'abord  y  concevoir  ime  nou- 
velle sphère  transversalement  osculatrice  au  méridien  PS',  laquelle 
devra  généralement  différer  de  la  première,  par  la  situation  de 
son  centre  sur  l'axe  polaire ,  par  l'inclinaison  de  son  rayon  R'  sur 
cet  axe ,  et  par  la  longueur  de  ce  rayon.  Car  ces  trois  éléments  ne 
pourraient  rester  constants,  sur  toute  la  ligne  de  l'opération  ,  que 
dans  le  cas  infiniment  particulier,  et  jamais  pratiquement  réalisable, 
où  toutes  les  stations  seraient  situées  exactement  sur  le  parallèle 
de  la  première  station  S.  Il  faudra ,  en  outre ,  connaître  la  dis- 
tance angulaire  du  pôle  au  zénith  vrai  de  S',  laquelle  devant  être 
comptée  à  partir  de  la  normale  locale  2'N',  fig.  29,  différera 
généralement  de  la  distance  d'  calculée  dans  le  premier  triangle 
polaire,  puisque  celle-ci  est  évaluée  à  partir  du  rayon  CS'  ou  C2'. 
Cela  exigera  donc  une  petite  correction  dépendante  de  l'angle 
Cl'N'  compris  entre  ces  deux  droites;  et  l'on  ne  pourra  l'obtenir 
qu'après  avoir  déterminé  la  configuration  générale  du  sphéroïde 
avec  assez  d'approximation  pour  pouvoir  l'évaluer.  Cette  déter- 
mination sera  également  nécessaire  pour  donner  aux  rayons  suc^ 
cessifsR,  R',...  des  sphères  osculatrices  leurs  véritables  valeurs. 
Enfin  elle  le  deviendra  encore  pour  réduire  à  une  même  distance 
polaire  vraie,  sur  le  sphéroïde,  toutes  les  portions  d'arcs  de  paral- 
lèle, séparément  évalués  entre  les  méridiens  des  stations  consécu- 
tives. Nous  établirons  plus  loin  les  formules  analytiques  de  toutes 
ces  corrections.  Mais  il  était  essentiel  d'en  faire  pressentir,  dès  à 
présent,   la  nature  et  l'emploi  indispensable  pour   obtenir  des 
résultats  définitivement  exacts. 

156.  Un  raisonnement  exactement  pareil  va  nous  montrer  com- 
"lent,  au  moyen  de  corrections  analogues,  les  formules  [i]et[2j. 
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ci'dessus  établies  ^  peuvent  servir  à  calculer  la  longueur  totalf 
d*un  arc  méridien  compris  entre  deux  stations  S ,  S^  9  liées  entre 
elles  par  un  réseau  de  triangles  sphériques ,  sans  avoir  besoin  de 
subdiviser  ce  réseau  en  triangles  partiels  appuyés  sur  la  méri- 
dienne prolongée  de  S,  comme  nous  Tavons  fait  précédemment. 
Pour  cda  je  reproduis,  dans  la^^.  3o ,  le  même  réseau  que  nous 
avions  déjà  considéré  fi^,  18.  On  suppose  de  même  que  l'on 
connaît  les  angles  sphériques  de  tous  les  triangles ,  les  longueurs 
absolues  de  tous  leurs  côtés ,  Tangle  azimutal  Z  que  Tun  de  ces 
côtés ,  par  exemple  SS',  forme ,  en  S,  avec  la  direction  de  la  mé- 
ridienne locale,  enfin  les  distances  angulaires  c/,  rfn  d«  pôle  au 
zénith  vrai  des  deux  stations  extrêmes  S ,  S„.  Pour  simplifier  la 
première  exposition  du  raisonnement,  supposons  d'abord  toute 
la  chaîne  des  triangles  établie  sur  une  même  sphère  dont  P  soit 
le  pôle  et  R  le  rayon,  exprimé  dans  Tespèce  d'unité  de  longueur 
qu'on  aura  choisie ,  par  exemple  en  toises.  Il  n'y  aura  plus  au- 
cune construction  à  faire.  Car,  connaissant  la  longueur  de  l'arc  SS„ 
l'angle  azimutal  Z,  et  la  distance  d  du  pôle  au  zénith  observc-e 
en  S,  la  formule  [1],  page  169,  donnera  immédiatement  la  longueur 
de  l'arc  SM, ,  compris  sur  le  méridien  de  S  entre  les  parallèles  des 
deux  stations  S,  S,.  Soit  (D),  la  longueur  de  cet  arc  ,  exprimé  en 
imités  de  même  nature  que  R  ;  sa  valeur  angulaire ,  en  secondes 

de  degré,    sera  ^r—  R''.  EIn  l'ajoutant  à  d  qui  est  connu,  la 

R 

somme  rf,  sera  la  distance  angulaire  du  pôle  P  au  zénith  de  la  sta- 
tion Sj.  Avec  ces  deux  angles,  et  l'arc  SSi  ou  A  qui ,  i^éduit  aussi  en 

A 

secondes,  vaudra    -R"  ou  a",  la  formule  [2],  page  160,  feracon- 

R 

naître  l'azimut  Z'  de  la  station  S  sur  l'horizon  de  S',  compté  autour 

du  méridien  de  celle-ci,  dont  le  cercle  aboutit  aussi  au  pôle  P.  Alors, 

en  ajoutant  à  Z'  les  angles  formés  autour  de  cette  station  par  les 

sommets  des   triangles  qui  s'y  joignent ,  on  obtiendra  l'azimut 

du  côtéSiSa  ou  S1S4  sur  son  horizon.  Fixons-nous  à  cette  dernière 

évaluation.  La  longueur  du  côté  8,84  est  déjà  connue  par  le  calcul 

des  triangles.  On  se  retrouvera  donc  dans  les  mêmes  conditions 

qu'en  S ,  avec  un  système  de  données  pareilles.   Ainsi ,  en  ieii' 
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appliquant  les  mêmes  formules,  on  en  eonclura  de  même  l'arc 
S,^4 ,  compris*  sur  le  méridien  de  9|  entre  les  parallèles  des  sta- 
tions Si,  S4 ,  plus  Paziniut  de  St  vu  de  celle-ci.  Or,  ce  parallèle  est 
ici  supposé  tracé  autour  du  même  pôle  commun  P.  Donc,  si  on 
le  prolonge  idéalement  jusqu'au  méridien  primitif  PSm ,  qu'il  ren- 
contrera en  M4 ,  V&rc  M1M4  sera  égal  à  S||X4 ,  puisque  tous  les  mé- 
ridiens sont  pareils  et  partent  du  même  pôle  ;  de  sorte  que  l'on 
connaîtra  ainsi  Parc  total  SM4  compris  entre  les  parallèles  de  S 
et  de  S4  sur  ce  premier  méridien.  On  voit  même ,  par  la  figure , 
qu'on  aurait  pu  l'évaluer  d'une  autre  manière,  en  prenant  pour 
intermédiaire  la  station  S3,  ee  qui  fournira  une  vérification  des 
calculs  par  lesquels  cet  intervalle  aura  été  conclu.  Arrivé  ainsi  à 
la  station  S4 ,  on  passera  aux  suivantes  de  la  même  manière ,  en 
calculant  les  différences  d^arcs  méridiens  compris  entre  leurs  pa- 
rallèles successifs  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  la  plus  aus- 
trale S,|.  Le  parallèle  de  celle-ci ,  conduit  jusqu'au  méridien  pri- 
mitif PS/»,  donnera  la  dernière  portion  d'arc  méridien  compris 
entre  elle  et  la  précédente.  La  somme  de  tous  ces  intervalles  con- 
sécutifs composera  l'arc  total  du  méridien  primitifSMn,  compris 
entre  les  parallèles  extrêmes  du  réseau  total.  On  pourra,  en  outre , 
déterminer,  par  la  formule  [3]  les  angles  polaires  compris  entre 
les  méridiens  de  toutes  les  stations  que  l'on  aura  accouplées  suc- 
cessivement }  et  la  formule  [4]  donnera  encore ,  si  Von  veut ,  les 
longueurs  des  arcs  de  parallèles  que  ces  méridiens  interceptent  à 
partir  de  chacune  des  mêmes  stations. 

156.  Dans  la  série  des  opérations  que  je  viens  de  décrire ,  le 
rayon  R  de  la  sphère  qui  porte  les  triangles  sert  d'abord  pour  ré- 
duire en  secondes  les  porticms  successives  des  intervalles  méridiens 
donnés  parla  formule  (i),  afin  d'obtenir  la  distance  angulaire  du 
pôle  au  zénith  dans  la  station  suivante;  et  il  sert  encore  pour  opé- 
rer une  conversion  pareille  sur  les  côtés  mêmes  des  triangles,  afin 
d'obtenir  les  azimuts  de  ces  côtés  sur  les  horizons  successifs  des 
diverses  stations.  Mais  il  importe  de  remarquer  que ,  si  l'on  a  pour 
but  unique  ou  principal  d'obtenir  la  longueur  de  l'arc  méridien 
compris  entre  les  parallèles  des  stations  extrêmes  S,  S„ ,  la  longueur 
absolue  du  rayon  R  n'a  pas  besoin  d'être  connue  avec  la  dernière 
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rigueur.  Car,  si  Ton  examine  la  formule  [i],  qui  donne  les  por- 
lions  (D)  d^arc  méridien  comprises  entre  les  parallèles  des  statioDs 
consécutives ,  on  verra  d'abord  que  les  distances  angulaires  d  du 
pôle  au  zénith  n'y  entrent  que  dans  les  termes  correctifs  toujours 
très-petits  y  de  sorte  qu'une  légère  erreur  sur  cet  élément  n'aurait 
qu'une  très-faible  influence  sur  les  valeurs  totales  de  (D).  La  même 
considération  s'applique  aux  valeurs  des  azimuts  i  qui  entrent 
dans  ces  mêmes  termes.  Quant  au  terme  principal  de  (D),  qui  est 
A  cos  I ,  si  on  le  décompose  en  A  —  2A  sin^  y  i ,  les  petites  erreurs 
qui  pourraient  affecter  Févaluation  de  i  n'y  auront  qu'une  influence 
très-atténuée.  Donc,  lorsque  le  rayon  R  sera  seulement  connu  avec 
une  approximation  qui  ne  laisse  que  très-peu  d'incertitude  sur  les 

rapports  -  et  -~r^  9  les  portions  de  l'arc  méridien  comprises  entre 

les  parallèles  des  stations  consécutives  devront  s'obtenir  ainsi  très- 
exactement. 

157.  Maintenant,  si  nous  supposons  le  réseau  des  triangles  éta- 
bli sur  un  sphéroïde  presque  sphérique  et  de  révolution  autour  de 
l'axe  polaire  céleste ,  il  faudra  placer  les  stations  successives  sur 
autant  de  sphères  différentes,  transversalement  osculatrices  à  leurs 
méridiens  propres ,  ayant  ainsi  toutes  leurs  centres  placés  sur  ce 
même  axe ,  et  leurs  rayons  polaires  coïncidents  avec  lui  en  direc- 
tion. Commençant  alors  par  la  station  S ,  où  la  distance  vraie  ^du 
pâte  au  zénith  a  été  observée ,  on  la  concevra  établie  sur  une 
sphère  pareille  ayant  pour  rayon  R,  dont  la  valeur  approximative 
devra  être  supposée  connue.  Alors,  ayant  aussi ,  comme  précédem- 
ment, la  longueur  du  côté  SS|  ou  A,  avec  l'azimut  Z  de  ce  côté 
sur  la  méridienne  de  S,  on  en  déduira  de  même,  par  les  for- 
mules [i]  et  [a]  :  1^  la  portion  d'arc  méridien  SMi ,  comprise  entre 
les  parallèles  des  deux  stations  ;  2°  la  distance  angulaire  du  pôle 
au  zénith  sphérique  de  S|  ;  3**  l'azimut  l' de  S  sur  l'horizon  sphé 
rique  de  Si.  Passant  à  cette  deuxième  station,  il  faudra  la  conce- 
voir établie  sur  la  sphère  transversalement  osculatrice  qui  lui  est 
propre,  et  dont  le  centre  sera  situé  sur  sa  normale  réelle.  L'azimut 
précédemment  calculé  i'  s'y  transportera  sans  avoir  besoin  de  cor- 
rection ,  et  Ton  en  conclura  celui  du  côté  S,  S4,  comme  précédera- 
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ment.  Mais  la  distance  angulaire  d'  du  pôle  au  zénith,  qui  a  été 
donnée  par  le  calcul  à  partir  du  rayon  GS|  de  la  sphère  précé- 
dente ,  devra  subir  une  petite  correction  pour  être  rapportée  à  la 
normale  vraie  de  S| ,  laquelle  formera  généralement  avec  ce  rayon 
un  petit  angle  qu'on  devra  évaluer  d'après  la  connaissance  géné- 
rale du  sphéroïde.  Cette  réduction  étant  supposée  faite ,  on  se  re- 
trouvera en  Si  ,  dans  les  mêmes  conditions  où  Ton  était  en  S,  avec 
des  données  pareilles.  On  y  évaluera  donc  de  la  même  manière 
l'intervalle  méridien  Si  1x4 ,  qui  se  transportera  encore  sur  le  méri- 
dien primitif  de  S  et  s^y  appliquera  à  la  suite  de  SMi,  avec  sa  vraie 
valeur,  puisque  tous  les  méridiens  sont  pareils ,  le  sphéroïde  étant 
supposé  de  révolution.  En  continuant  ainsi  progressivement  jus- 
qu'à la  dernière  station  S»,  on  connaîtra  la  longueur  totale  de  l'arc 
méridien  compris  entre  son  parallèle  et  celui  de  la  première  sta- 
tion S  d'où  l'an  est  parti. 

158.  Les  mêmes  considérations  que  nous  avons  appliquées  tout 
à  rheure  au  cas  d^une  sphère  unique  montreront  ici  encore  que  les 
rayons  osculateurs  successifs  R,  Ri,...  n'ont  besoin  d'être  connus 
qu'approximativement,  pour  l'évaluation  des  termes  correctifs  où 
ils  entrent  comme  dénominateurs.  Mais  ils  seront  nécessaires ,  en 
outre,  pour  calculer,  par  déduction,  les  azimuts  successifs i',  dont 
l'angle  calculé  d'  est  aussi  un  élément.  Heureusement ,  dans  ces. 
applications,  les  rayons  successifs  R,  Ri,...  ne  varient  que  par  des 
différences  très-petites ,  que  l'on  peut  toujours  évaluer  avec  une 
approximation  suffisante,  d'après  la  connaissance  générale  de  la 
forme  du  sphéroïde  obtenue  antérieurement.  ' 

i39.  Delambre  considérait  la  méthode  précédente  comme  la  plus 
simple  et  la  plus  directe  que  l'on  pût  employer  pour  trouver  l'arc 
total  SM„,  fig,  3o,  et  il  la  préférait,  à  cause  de  la  régularité  de  son  ap- 
plication, à  celle  qui  fait  obtenir  les  mêmes  résultats  en  prolongeant 
les  côtés  des  triangles  successifs  jusqu'au  méridien  primitif  PS/ra , 
comme  je  l'ai  exposé  d'abord  sur  la  ^g".  18.  En  supposant  que  l'on 
calcule  les  azimuts  successifs  et  les  angles  polaires  parles  formules  [i] 
et  [2],  il  est  évident  que  les  deux  méthodes  doivent  conduire  à  des 
résultats  identiques  si  on  les  applique  exactement.  Car  les  distances 
successives  du  pôle  au  zénith ,  dont  on  fait  usage  dans  la  dernière 
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•méthode  que  je  viens  d'^cposer,  s'obtiennent  avec  un  degré  d'ap- 
proxdmation  exactement  égal  à  celui  que.  donne  la  règle  de  Lq^e&dre 
pour  résoudre  les  triangles  spliériques  primitifs  ou  auxiliaires  que 
Ton  emploie  dans  la  première  ;  et  tous  les  autres  éléments  des  cal- 
culs successifs  résultent  rigoureusement  des  formules[2]  et[3],d'après 
cette  unique  évaluation.  Chacun  pourra  donc  employer  celui  des 
deux  procédés  qui  lui  paraîtra  le  plus  commode;  et,  en  effet, 
l'application  qui  en  a  été  souvent  faite  à  un  même  réseau  de  trian- 
gles a  donné  des  résultats  complètement  pareils  quand  les  calculs 
ont  été  exactement  effectués. 

I4il.  M.  Largeteau  a  judicieusement  combiné  l'emploi  des  deux 
méthodes  pour  calculer  le  plus  simplement  possible  Parc  de  méri- 
dien compris,  dans  la  triangulation  d'Espagne  ,  entre  les  parallèles 
de  Montjouy  et  de  Formentera.  hç  réseau  qui  lie  ses  stations 
extrêmes  est  représenté  yfgf.  5o  et  5i,  avec  deux  systèmes  dilTérents 
de  constructions  géométriques ,  par  lesquelles  M.  Largeteau  a  dé- 
•  terminé  concurremment  l'arc  méridien  intercepté.  Ces  deux  sys- 
tèmes partent  d'une  origine  commune  que  j'indiquerai  d'abord. 
£n  jetant  les  yeux  sur  ces  figures ,  on  voit  que  les  deux  stations 
extrêmes,  Montjouy  et  Formei^era ,  sont  situées  sur  des  méridiens 
peu  différents.  Mais  la  nécessité  de  traverser  la  mer  qui  des  sépare 
a  forcé  de  rejeter  d'abord  le  réseau  des  triangles  vers  l'ouest,  puis 
de  le  ramener  vers  Test  sur  cette  dernière  station ,  par  des  côtés 
d'une  étendue  considérable.  C'est  pourquoi ,  si  l'on  voulait  déter- 
miner les  intervalles  méridiens  des  stations  les  plus  écartées  vers 
l'ouest,  par  la  première  méthode  ,  en  prolongeant  les  constructions 
géométriques  auxiliaires  jusqu'au  méridien  deMontjouy,  on  aurait  à 
évaluer  des  cotés  bien  plus  longs  encore,  ce  qui  exigerait  des  précau- 
tions de  calcul  particulières  pour  obtenir  les  derniers  chiffres  de  leurs 
expressions.  Afin  d'éviter  cette  difficulté,  M.  Largeteau  prend  pour 
méridien  primitif  une  des  stations  intermédiaires,  située  vers  l'ori- 
gine boréale  du  réseau ,  mais  déjà  notablement  rejetée  vers  l'ouest, 
telle  que  celle  de  Saint- Jean.  Au  moyen  des  triangles  qui  la  lient 
à  Montjouy  ,  où  l'on  a  déterminé  astronomiquement  la  distance  d 
du  pôle  au  zénith,  ainsi  que  l'azimut  /  d'un  des  c6té$ du  réseau, 
^fontjouy-Matas  ,  il  détermine  :   i*'  l'arc  méridien  compris  entre 
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les  parallèles  de  Montjouy  et  de  Saint-Jean  ;  2^  la  distance  du  pèle 
au   zénith  dans  cette  dernière  station;  3°  enfin,  l'azimut  d'un 
des  côtés  du  réseau ,  par  exemple  du  côté  Saint- Jean-Montagut  sur 
son  horizon.  H  a  donc  ainsi  toutes  les  données  nécessaires  pour 
calculer  trigonométriquement  l'arc  méridien  compris  entre  Saint- 
Jean,  comme  point  de  départ,  et  Formentera ,  en  conduisant  seule- 
ment les  arcs  des  triangles  auxiliaires  jusqu'au  méridien  de  cette 
première  station^,  ce  qu'il  fait  de  deux  manières  dtfîérentes,  repré- 
sentées dans  les  fig.  5o  et  5i .  Ayant  obtenu  ainsi  des  résultats  qui 
concordent,  il  ajoute  à  cet  intervalle  la  première  portion  d'arc  mé- 
ridien intercepté  entre  les  parallèles  de  Saint-Jean  et  de  Montjouj, 
ce  qui  lui  donne  l'intervalle  compris  entre  ceux  de  Montjouy  et  de 
Formentera.  Je  rapporte  en  note  ce  double  calcul  à  la  suite  du  pré- 
sent chapitre ,  ne  pouvant  offrir  une  application  plus  complète , 
ou  plus  probante ,  des  procédés  employés  pour  ce  genre  de  déter- 
mination. Mais  je  le  renvoie  jusque-là  pour  y  introduire  les  petites 
corrections  qu'il  faut  y  faire  lorsqu'on  veut  assimiler  la  surface  • 
terrestre  à  un  ellipsoïde  de  révolution  légèrement  aplati  à  ses  pôles, 
ce  qiu  est  plus  exact  que  de  la  supposer  tout  à  fait  sphérique, 
quoique  cette  hypothèse  plus  complexe  ne  la  représente  pas  encore 
avec  une  complète  rigueur,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt. 

14| .  Pour  prouver  l'exactitude  des  formules ,  tant  rigoureuses 
qu'approximatives ,  que  je  viens  d'établir  dans  la  présente  section, 
je  les  appliquerai  à  un  cas  numérique  que  Delambre  a  aussi  choisi 
comme  exemple,  pour  le  même  but,  dans  le  tome  III  de  son  ou- 
vrage intitulé  :•  Base  du  système  métrique ^  page  34» 

Reprenant  le  triangle  sphérique  PSS',  fig.  24  »  ^^  ^  donne  les 
trois  côtés  du  triangle  homologue  de  la  sphère  centrale ,  et  l'on 
prend,  pour  leurs  valeurs  angulaires, 

conséquemment 

d'  —  dz=    o°2o'o",o. 

De  là ,  par  les  formules  finies  de  la  trigonométrie  sphérique,  on  tire 
i  les  valeurs  exactes  des  trois  angles  de  ce  triangle,  et  Ton  prend  le 
Mipplément  de  l'angle  S  pour  exprimer  l'angle/  employé  dans  notre 


.ià 


I  ^6  ASTROKOMIE 

notation.  En  faisant  ce  calcul  avec  les  Tables  ordinaires  de  sinus  à 
sept  décimales ,  et  bornant  les  évaluations  aux  centièmes  de  se- 
conde ,  on  trouve 

i  =  7o«59'45",o7,        i'=7o»  3'5o",07,        />  =  i°i9'32'^39; 

conséquemment 

/  — ,'=   o»55'55Vo. 

Maintenant ,  de  ces  résultats  extrayons  seulement  rf,  / ,  a,  qui  sont 
les  données  admises  dans  nos  formules,  et  cherchons  les  valeurs 
que  celles-ci  assignent ,  en  conséquence ,  aux  trois  autres  éléments 
d'y  i\  /?. 

Je  calcule  d'abord  la  différence  rf'  —  d  par  son  expression  ap- 
proximative [i]  de  la  page  iSg  qui ,  en  supposant  Tare  a  exprimé 
en  secondes ,  est 


COSlSlD'it 


(^'—  €3?f=racosiH-  -  iri; ^  —  ?  iwT,  (  H 7^  \ 

^  '  2  R''  tang  d      6  R"»  \       tang^  df 

où  il  faut  mettre  pour  données 

a  =  i«  =  36oo'',         I  =  7o«59'45",o7,        d  =  45*»  lo', 
et  logR''  =  5,3i442  5i. 

Et  y  en  me  bornant,  comme  ci-dessus,  aux  centièmes  de  seconde, 
limite  que  nous  avons  adoptée  dans  les  évaluations  rigoureuses,  je 
trouve ,  par  les  différents  termes  de  cette  expression , 


00. 


(d' —  €/)"  =  1 1 72^,29  -h  27^,92  —  o",2  I  =  1 200",00  =:  2o'o  , 

Ce  résultat  coïncide  jusque  dans  les  centièmes  de»  seconde  avec  Té- 
valuation  exacte  ;  les  valeurs  calculées  de  1  —  /'  etp  coïncideront  par 
consécpient  aussi  avec  leurs  analogues  dans  les  mêmes  limites, 
puisque  nos  formules  [2]  et  [3]  les  dérivent  en  toute  rigueur  du 
résultat  précédent,  combiné  avec  les  valeurs  données  de  a^ifà. 
Cest  en  effet  ce  que  le  calcul  confirme ,  et  je  ne  rapporte  point  ici 
ces  déductions,  en  raison  de  leur  identité  absolue  avec  les  valeurs 
rigoureuses.  Je  vais  seulement  soumettre  à  cette  épreuve  les  expres- 
sions approchées  de  i  —  «'  et  âep  que  nous  avons  développées  en 
puissances  de  Tare  a  dans  les  pages  162  et  164. 

Je  commence  par  celle  de  1  —  1  ',  qui ,  énoncée  en  secondes  de 
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degré,  est 


a"' 


en  faisant 


_  cosi{d'-hd)  cos^  (d'  —  d)  sint 

sina' 


Réduite  en  nombres  avec  les  éléments  ici  adoptés ,  elle  donne 
(/  —  ry  =  Qo  55'  54^76  -4-  0^23  =  00  55'  54",99. 

Elle  diffère  donc  seulement  de  o'',oi  de  la  valeur  exacte  que  donne 
notre  formule  rigoureuse,  dont  le  calcul  est  tout  aussi  facile.  On 
voit  que  les  termes  en  a^  ne  peuvent  pas  y  être  négligés. 

Je  passe  aux  deux  expressions  analogues  de  Tangle/?  qui,  expri- 
mées aussi  en  secondes ,  sont 

„        „  sin  I         I  a^^    .    .  sin  (rf'  -h  i  )  sin {d' —  i ) 

^="  5;^~6ir'*"" ^^FJ' ' 

„_    , sin i'        I  «"»  sia(d-hi')ûn(d-i') 

^  sm  d        dR  '  sm^d 

Elles  s^accordent  toutes  deux  à  donner 

y  =  i»i9'32",2i2  4-o%i83=  i«i9'32",395; 

elles  reproduisent  donc  la  valeur  exacte  de  p'\  et  l'on  voit  encore 
que  les  termes  en  a^  n'y  sont  pas  négligeables. 

D'après  cela,  on  doit  s'attendre  à  obtenir  moins  de  précision  par 
les  formules  plus  restreintes  que  Ton  a  inti^odui tes  dans  l'usage 
habituel ,  et  qui  sont 


„       a  sm  I 


En  effet ,  celles-ci  donnent 

/?"=?  i<»i9'32",2i2;  (/  —  /'/'=  0*^55' 54'',79. 

L'évaluation  de /?'''  présente  une  erreur  égale  à  o'',i83;  celle  de 
(1  —  l'y'  est  en  erreur  de  o",2i,  c'est  l'effet  des  termes  qu'on  y  a 
T.  m."  12 
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négligea.  Ces  fxprt'ssiûnsnedevraient  donc  pas  être  employées  pour 
(lukuter  (les  op(-r,itions  d'où  l'on  veut  déduire  des  résultats  précis , 
sunout  si  les  valeurs  qu'on  en  tire  se  transportent  siiccessiTemenr 
h  de  longues  chaînes  de  triangles.  Car  l'erreur  des  azimuts  ca)ei: 
lés  tend  alors  à  s'accroître  progressivement  par  son  accumulation. 
Il  me  semblerait  donc  prérérable  de  calculer  seulement  les  valeiin 
de  ^' —  d  par  la  formule  approximative  dont  l'exactitude  est  asiti- 
rée  jusque  dans  les  termes  en  a'  qu'elle  renferme,  et  d'en  conclure 
l'angle  polaire /j,  ainsi  que  la  différence  (  —  /'  par  les  formutw 
rigoureuses  dont  l'emploi  est  presque  aussi  simple  que  celui  dtî 
approximations  imparfaites  qu'on  leur  a  substituées. 

Sectioh  IV.  —  Pjvuves  de  la  non-sphéricité  tJe  la  terre.  Sa   . 
forme  s'assimile  à  celle  d'un  ellipsoïde  de  réfolutioii 
légèrement  renflé  à  l'équateur  et  aplati  aux  pôles. 

142.  La  non-sphéricité  de  la  terre  se  manifeste  par  l'inégale 
longueur  des  degrés  du  méridien,  mesurés  à  différentes  dislances 
angulaires  du  même  pôle  céleste.  Sur  une  sphère,  ces  longueurs 
devraient  être  égales  ,  tandis  qu'en  réalité  on  trouve  qu'elles  dé- 
croissent en  allant  de»  pôles  vers  l'équateur,  suivant  une  propor- 
tion peu  difféi-ente  de  celle  du  carré  du  cosinus  de  la  distance 
polaire  C'est  ce  que  prouveront  les  mesures  que  nous  allons 
l'apporter. 

Le  plus  grand  arc  d'un  même  méridien  que  l'on  ait  jamais  me- 
suré, est  celui  qui,  partant  du  parallèle  de  l'observatoire  de  Green- 
nich,  traverse  la  France,  l'est  de  l'Espagne,  et  se  termine  dans  \» 
petite  lie  de  Fermentera ,  l'une  des  Pythiuses.  Les  distances  du 
pôle  au  zénith  ont  été  astronomiquement  observées,  non  pas  seu- 
lement aux  extrémités  boréale  et  australe  de  cet  arc,  mais  encore 
dans  cinq  stations  intermédiaires,  ce  qui  a  fourni  six  mesures 
distinctes  du  degré  terrestre  dans  les  diverses  parties  de  son  am- 
plitude. Tous  les  résultats  de  cette  ^ande  opération  se  trouver' 
rassemblés  dans  le  tableau  placé  ici  en  regard  de  la  page  suivante. 
Je  l'extrais  de  l'ouvrage  deDelambre,  intitulé  :  Base  du  système 


NOMS  DES   STATIONS. 


Greenwich 38 


Dunkerqu€. 
Panthéon. 


Evaux. 


Garcassonne. 


Montjouy. 


Formentera. 


LONGUEUR 

du  z|       du  degré 
sexagésimal 
:onclue,en  toises  • 
en  c  DO. 


38 

43 

46 

48 

5i 


Amplitudes 


Longueur  moyenne  entre  les  s 


LONGUEUR 

de  Tare  terrestre 

correspondant 

à  i''  sexagésimale, 

en  toises. 


57097,62 
57087,68 
57069,31 
56977,36 
56960,46 
56955,38 


i5,86o448 
15,857690 
i5, 852586 

15,827044 
I 5, 822350 

15,820939 


égaleà.j2D(«). 


Distance  du  pôle  au  zénith  co  léterminée  par  la  condition 
que  le  carré  de  son  cosin 


■n^BHBHBai 


. 


hysique,  t.  m,  page  179. 
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métrique ,  tome  III,  page  549>  en  y  faisant  quelques  rectifications  ^ 

de  détail  devenues  nécessaires ,  par  un  calcul  plus  exact  de  Tare  | 

d'Espagne,  et  par  une  nouvelle  détermination  de  la  distance  du  pôle  ' 

au  zénith  à  Formentera,  plus  sûre  que  celle  qu'on  avait  faite  pri- 
mitivement. Toutes  les  longueurs  sont  exprimées  en  toises  de  Tan- 
cien  étalon  de  PAcadémie  des  Sciences,  qui  avait  servi  aux  pre- 
mières opérations  des  académiciens  français  au  Pérou ,  et  auquel 
on  avait  soigneusement  comparé  les  règles  de  platine  employées 
dans  Tepération  nouvelle.  Cet  étalon,  qui  est  en  fer,  est  supposé 
représenter  exactement  2  toises ,  à  la  température  centésimale  de 
i6°-f.  C'était  la  véritable  unité  scientifique  de  longueur  adoptée 
en  France  avant  qu'on  y  eût  substitué  le  mètre  dont  nous  parle- 
rons plus  loin  (*). 

145.  Ce  tableau  suggère  plusieurs  réflexions.  D'abord  on  y 
voit  qu'en  effet  les  longueurs  des  degrés  partiels  y  vont  toutes 
en  croissant ,  à  mesure  que  le  pôle  céleste  se  rapproche  da- 
vantage du  zénith  des  lieux  où  ils  sont  mesurés.  Mais  si  Ton 
compare  les  différences  successives  de  ces  longueurs  aux  diffé- 
rences des  distances  polaires  moyennes  qui  y  correspondent,  et 
que  Ton  peut  tirer  de  la  troisième  colonne ,  on  reconnaîtra  aisé- 
ment que  la  diminution  ne  suit  pas  une  marche  exactement  régu- 
lière. Car,  par  exemple,  entre  les  deux  premiers,  elle  est  de 
10*^  pour  une  variation  de  distance  polaire  moyenne  égale  à 
1^19',  tandis  qu'entre  les  deux  derniers,  elle  n'est  que  de 
S'^  pour  une  différence  de  a**i6'3o"  en  nombres  ronds.  Cela 
provient  très- vraisemblablement  de  deux  'causes:  d'abord  d'ir- 
régularités réelles,  existantes  sur  les  diverses  parties  de  cet  arc 
terrestre,  comme  il  s'en  manifeste  entre  les  longueurs  du  pen- 
dule qu'on  y  a  mesurées,  ainsi  que  cela  a  été  établi ,  tome  II , 
pages  472  6t  suivantes;  puis  des  légères  inexactitudes  qui  ont  pu 
être  commises  dans  l'évaluation  trigonométrîque  des  longueurs , 
et  dans  les  déterminations  des  distances  polaires  d,  la  dernière 
colonne  du  tableau  montrant  qu'une  erreur  de  i''  sur  cette  der- 

^  j  ■  \  ■  *■■■-■      Il  ■  ■  ■■■■il. 

[*)  Le  détail  de  ces  comparaisons  est  consigné  dans  le  tome  III  de  l^Base 
du  système  métrique,  page  ^o'i;  et  leur  résultat  final  est  exprimé  tel  que  Je 
viens  de  le  dire,  à  la  page  6i3. 

12.. 
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nière  détermination  équivaut  à  une  erreur  de  15*^,8  sur  la  lon- 
gueur de  l'arc  d*où  chaque  degré  partiel  est  conclu.  Or,  à  l'é- 
poque où  l'opération  fut  faite,  les  cercles  répétiteurs  français 
présentaient  des  ino perfections  qui  permettaient  dif&cilement  de 
répondre  de  quantités  angulaires  aussi  petites  ;  et  la  distance  po- 
laire du  zénith  à  Formentera,  qui  a  été  reprise  en  iSaS,  est  peut- 
être  la  seule  où  l'on  puisse  espérer  d'avoir  obtenu  la  précision 
de  i".  Le  moyen  le  plus  naturel  de  compenser  ces  incertitudes 
consiste  à  prendre  une  évaluation  moyenne  du  degré  terrestre 
entre  toutes  celles-là.  Mais,  pour  le  faire  judicieusement,  il  faut 
employer  ici  un  artifice  pareil  à  celui  que  nous  avons  appliqué 
aux  mesures  du  pendule,  tome  II,  page  47 1  •  Car  sachant,  comme 
cela  sera  prouvé  plus  tard,  que  l'expression  générale  d'un  degré 
terrestre  D^®)  est  très-approximativement  de  la  forme 

DC»^  =A  -hBcos^^, 

Â  etB  étant  deux  coefficients  sensiblement  constants  pour  une  série 
de  degrés  qui  se  suivent  sur  une  même  portion  de  méridien  de 
peu  d'étendue,  on  en  conclura,  par  le  raisonnement  dont  nous 
avons  fait  alors  usage,  que  la  moyenne  arithmétique  entre  les  lon- 
gueurs de  ces  degrés  devra ,  abstraction  faite  de  leurs  irrégulari- 
tés, répondre  à  une  distance  moyenne  D  du  pôle  au  zénith,  telle 
qu'oja  ait 

cos^  D  =  -  Z  cosW, 
n 

n  étant  le  nombre  total  des  degrés  dont  on  fait  la  somme.  J'ai 
rappx)rté  le  résultat  de  ce  calcul  dans  les  deux  dernières  lignes 
placées  au  bas  du  tableau,  et  je  le  prendrai  comme  un  élément 
unique,  déduit  de  toute  l'opération. 

144.  Maintenant,  pour  en  tirer  parti ,  je  l'associerai  à  diverses 
autres  mesures  de  degrés  de  méridiens  qui  ont  été  effectuées  avec 
le  plus  de  soin ,  en  des  lieux  de  la  terre  où  .les  distances  du  même 
pôle  céleste  au  zénith  sont  tros-différentes.  Pour  que  cette  aésocia- 
tion  fût  complètement  rigoureuse ,  il  faudrait  que  ces  degrés  appar- 
tinssent tous  à  un  même  méridien.  Mais,  quoique  les  opérations 
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effectuées  jusqu*ici  n'ofTreDt  pas  un  pareil  caractère  d'identité , 
cela  n'aura  qu'une  influence  très* secondaire  sur  les  résultats  gé- 
néraux que  nous  en  pourrons  déduire,  parce  qu'à  des  distances 
égales  du  pôle  céleste  au  zénith ,  les  longueurs  des  degrés  mesurées 
sur  des  méridiens  divers  approchent  tellement  de  l'égalité,  qu'on 
n'a  pu  encore  y  constater  de  différences  générales.  De  sorte  que  la 
forme  de  la  surface  teirestre,  dans  ce  qu'elle  a  de  régulier, 
parait  être,  sinon  rîgoureuseraent ,  du  moins  très-approximative> 
ment  assimilable  à  un  sphéroïde  de  révolution ,  dont  l'axe  coïncide 
en  direction  avec  l'axe  polaire  céleste,  et  dont  tous  les  méridiens 
sont  sensiblement  pareils.  Cette  hypothèse  est  donc,  du  moins,  la 
première  qu'il  faille  essayer  de  lui  adapter ,  et  le  tableau  sui- 
vant nous  fournira  les  éléments  nécessaires  pour  en  faire 
l'épreuve  : 


LONCDEDHS 

DISTANCES 

corresp. 

LIEUX 

OÙ  les  degrés  ont  été 
mesurés. 

moyennes 

da  zénith 

an  pôle  boréal 

obseryées. 

du  degré 

terrestre 

en  toises 

de  l'éUloD 

de  TAcad. 

OBSERVATIONS. 

d. 

D(o). 

Opération  de  Bouguer   et  la 

Les  Andes  du  Pérou . 

88«>28'  5j)" 

'îfinV^R  )  Condamine,   recalculée  par  M 

'^     '     j  Delambre,  Base  du  sTstèmei 

\  mélrique ,  tome  III.                || 

Inde 

77.27.39 
43.51.54 

56762,30 
57024,64 

Opérât,  du  colonel  Lambton. 
Opération  française. 

Franoe  et  Espagne . . 

Opération  du  général  Mudge, 

Annleterre 

37.57.40 

57066  o6<, 

recalculée,  pour  Tamplitude 

'            j  terrestre,  par  Rodriguès,rft. 

(  Trans»,  181  a,  part.  II,  p.  332. 

/Opération  de  Glairaut,  Ou- 

Iiaponie.. .- 

a3.39.5o 

.      „      \  ihier  el  Maupertuis,  effec- 
'  ^*     j  tuée  de  nouveau  et  rectifiée 

(  parSwanberg. 

1 

Ici,  nous  voyons  se  réaliser  avec  une  évidtence  indubitable  le 


mode  de  variation  que  Tare  de  France  et  d'Espagne  nous  avait  déjà 
présenté.  Les  longueurs  des  degrés  vont  en  croissant  à  mesure  que 
la  distance  du  pôle  céleste  au  zénith  du  Meu  devient  moindre,  par 
conséquent  à  mesure  que  les  normales  de  la  surface  sphéroïdale  se 
rapprochent  de  son  axe  de  révolution.  Les  incertitudes  que  l'on 
peut  supposer  dans  les  déterminations  de  ces  longueurs  seraient 
tout  à  fait  insuffisantes  pour  y  produire  des  différences  si  grandes, 
et  si  continûment  progressives.  La  surface  terrestre ,  corrigée  de 
ses  inégalités  locales ,  et  ramenée  au  niveau  régulier  des  mers,  n'est 
donc  pas  exactement  sphérique.  Ses  méridiens,  supposés  pareils, 
ne  sont  pas  des  cercles  parfaits.  Mais  la  différence  est  petite,  à  en 
juger  par  le  peu  de  variation  totale  des  degrés  comparativement  à 
leur  longueur  absolue.  Le  sphéroïde  doit  donc  être,  relativement, 
un  peu  aplati  à  ses  pôles  où  les  degrés  sont  les  plus  longs ,  et  légè- 
rement renflé  à  son  équateur  où  ils  sont  les  plus  courts.  La  courbe 
génératrice  qui  représente  les  méridiens  doit  ainsi  différer  très- 
peu  d'un  cercle ,  et  reproduire  ces  in^alités  relatives  de  configu- 
ration ,  dans  les  points  correspondants  de  son  contour.  L'idée  la 
plus  naturelle ,  et  qui  devra  déjà  en  fournir  une  représentation , 
au  moins  très-approchée ,  c'est  de  l'assimiler  à  une  ellipse ,  ayant 
son  axe  polaire  PP,  un  peu  plus  court  que  Téquatorial  AA, ,  comme 
le  représente  lajig.  3i.  Mais ,  pour  réaliser  cette  assimilation,  et 
même  pour  savoir  si  elle  est  admissible ,  il  faut  d'abord  assigner 
généralement  les  lois  suivant  lesquelles  les  longueurs  des  degrés 
varient  sur  le  contour  d'une  ellipse  en  raison  de  l'inégalité  de  ses 
axes ,  puis  chercher  par  le  calcul ,  jusqu'à  quel  point  d*exactitude 
on  peut  représenter  ainsi  les  variations  des  longueurs  exprimées 
dans  le  tableau  précédent.  L'établissement  des  lois  mathémati- 
ques doit  donc  nécessairement  précéder  ici  toute  application. 

145.  Afin  de  rendre  bien  sensibles  les  conséquences  qui  résul- 
tent de  l'inégalité  des  axes,  je  prends  pour  type  làfig.  Sa,  où  elle 
est  représentée  comme  très-considérable ,  comparativement  à  leur 
longueur  absolue.  0  est  le  centre  de  l'ellipse;  OA,  ou  0A|,  son  demi- 
axe  équatorial,  que  je  désigne  par  a;  OP,  ou  OPi,  son  demi-axe  po- 
laire, que  je  nomme  ^.Nous  savons  déjà  que  celui-ci  devra  être  plus 
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court  que  Tautre.  Faisons  généralement 

€  = ï        ce  qui  donnera        b  =  a(i — e)* 

a  ^  ' 

La  lettre  s  représente  ce  que  Ton  appelle  d'ordinaire  V aplatis- 
sement de  Pellipse  ,  par  conséquent  aussi  celui  de  l'ellipsoïde 
qu'elle  devra  engendrer  en  tournant  autour  de  son  axe  polaire 
PP.  (*). 

a'  — 3' 


Faisons  encore  e^ 


a" 


Le  radical  ±sl  a^  —  b^  est  l'excentricité  OF  ou  OFi  de  Tellipse. 
La  lettre  e  représente  donc  ici  le  rapport  de  cette  excentricité  au 
demi-grand  axe  a. 

Si  l'on  prend  la  valeur  de  ^  en  a  et  g,  puis  qu'on  la  substitue 

■ 

(*)  (Test  la  définition  établie  par  Deiambre,  Base  du  c^stème  métrique , 
tome  II,  page  66si,  et  il  b'j  est  conformé  dans  tous  les  calcals  de  ce  même 
oavrage.  XI  Ta  reproduite  dans  son  Traité  d'Astronomie,  tome  III ,  page  555. 
Elle  a  été  adoptée  par  les  auteurs  qui  ont  écrit  après  lui  sur  la  Géodésie; 
en  conséquence,  jM  cru  devoir  m^y  assujeltir  dans  un  ouvrage  destiné  dus 
applications  pratiques.  Mais  je  dois  cependant  avertir  que  cette  définition 
de  l'aplatissement  u''est  pas  celle  qu'ont  employée  les  géomètres  théoriciens, 
par  exemple  Laplace  et  Legendre.  Le  premier  dans  VExposiiion  du  Sûrstème 
du  monde,  chaj^.  XIV,  le  second  dans  ses  recherches  sur  la  Trigonométrie 
sphéroïdique,  Mémoires  de  VJnstitut  pour  i8o6,  page  143,  appellent  aplatisse- 
ment le  rapport  ■-     ■■  . .  Si  l'on  désigne  celui-ci  par  «',  en  continuant  de  re- 

a—b 
présenter par  e,  la  condition  d'égalité  des  valeurs  de  a  et  de  &,  tirées 

de  ces  deux  notations ,  donnera 

1 — «= y,  conséqucmmcnt         «'= • 

On  voit  ainsi  que  e'  surpasse  e,  et  que  la  différence  est  de  l'ordre  s*.  Or,  les 
termes  de  cet  ordre,  quoique  très -faibles,  ne  sont  pas  toujours  négligeables 
dans  les  opérations  géodésiqaes,  de  sorte  qu'il  est  bien  essentiel  d'y  distin- 
Cuer  celle  des  deux  définitions  de  raplatissemeni  que  l'on  veut  adopter  ponr 
l'énoncé  des  résultats. 
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dans  l'expression  de  e-^  a  disparaît,  et  il  reste 


6=^  =  28  — e% 


les  deux  quantités  e,  e  sont  donc  toujours  liées  Tune  à  Vautie 
par  cette  relation. 

Pour  rendre  sensibles  les  détails  de  notre  figure  type,  j'y  ai 
représenté  le  demi-axe  a  comme  beaucoup  plus  long  que  le 
demi' axe  polaire  h.  Mais,  dans  Tellipse  que  nous  voulons  adapter 
aux  méridiens  terrestres,  ces  deux  axes  différeront  très-peu  l'un  de 
l'autre,  relativement  à  leur  valeur  totale,  ce  qui  fait  que  les  rap- 
ports e,  é^  y  seront  exprimés  par  de  très-petites  fractions.  Cela 
permet  de  calculer  très-exactement  et  très-simplement  s,  quand  on 
connaît  c^  qui,  ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure,  est  donné  im- 
médiatement par  la  comparaison  des  différents  degrés.  En  effet, 
si  l'on  tire  e  de  la  relation  précédente,  en  ne  prenant  que  celle  des 
deux  racines  qui  lui  donne  une  valeur  très-petite  de  l'ordre  e%  on  a 

£  =  I  — (i.  —  c*)»; 

la  petitesse  de  c%  relativement  à  l'unité ,  permet  de  développer 
l'expression  radicale  en  une  série  très-convergente,  par  la  formule 
du  binôme;  et  comme  on  a,  en  général, 

en  remplaçant  u  par  e%  il  en  résultera 

On  pourrait  prolonger  le  second  membre  indéfiniment.  Mais,  dans 
aucune  application  à  la  figure  de  la  terre,  on  n'a  besoin  de  dé- 
passer les  e^\  et,  en  particulier,  pour  obtenir  e  dans  les  limites 
d'exactitude  dont  les  observations  permettent  de  répondre,  il  n'est 
pas  besoin  d'aller  jusque-là. 

146.  Prenons  maintenant  sur  un  même  quadrant  de  notre  el- 
lipse un  nombre  quelconque  de  points  M|,  M2,  M3,...,  et  menons, 
par  chacun  d'eux,  autant  de  normales  à  cette  courbe,  que  nous 
prolongerons  dans  son  plan ,  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  le  petit 
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àxe  aux  points  Ni,  Nj,  1^3,.. . .  Je  désignerai  généralement  par  N  les 
longueurs  MiNi,  M2N3,  MsNa,...  des  portions  de  chaque  normale 
ainsi  limitées.  Tout  cercle,  qui  a  son  centre  sur  ces  noi*males,  et 
qui  aboutit  à  leur  point  de  départ,  est  tangent  à  la  courbe  en  ce 
point*là.  Mais,  pour  chaque  normale ,  il  y  en  a  un  dans  le  nom- 
bre, dont  le  contact  avec  la  courbe  est  plus  spécialement  intime , 
parce  qu'il  s'y  prolonge  jusque  sur  les  deux  éléments  infiniment 
petits,  situés  immédiatement  de  part  et  d'autre  du  point  de  tan- 
gence.  Celui-là  se  caractérise,  en  géométrie ,  par  la  dénomination 
très-expressive  de  cercle  osculateur  de  la  courbe ,  au  point  consi- 
déré. L'intimité  particulière  de  son  contact  donne  lieu  au  résultat 
suivant  qui  la  rend  sensible,  et  qui  est  représenté  graphiquement, 
fig,  33.  Soient  LML  une  courbe  plane  quelconque ,  et,  dans  son 
plan,  la  droite  TMT  qui  la  touche  en  M.  Par  ce  point,  perpendi- 
culairement à  la  tangente ,  menons  dans  le  même  plan  la  normale 
indéfinie  MN,  et  plaçons  sur  elle ,  en  C ,  le  centre  du  cercle  qui 
est  osculateur  en  M.  Si,  par  tout  autre  point  Ci,  C2,  pris  sur  la 
même  normale,  on  décrit  des  cercles  dont  les  rayons  soient  CiM, 
ou  GaM ,  ces  cercles  toucheront  encore  la  courbe  en  M.  Mais  tous 
ceux  dont  le  centre  C|  sera  situé  entre  le  point  C  et  le  point  M, 
seront  intérieurs  à  la  courbe  autour  du  point  de  tangence  comme 
AMA  ;  et  tous  ceux  dont  le  centre  C3  sera  situé  au  delà  du  point 
C  relativement  à  M,  lui  seront  extérieurs  comme  BMB.  Ceux-ci , 
dans  le  voisinage  du  point  M,  passeront  toujours  entre  la  courbe 
LML  et  sa  tangente  rectiligne ,  dont  ils  se  rapprocheront  sans 
cesse  à  mesure  que  leur  rayon  s'allongera  ;  de  sorte  qu'elle  sera 
leur  limite  extrême.  Le  cercle  osculateur,  décrit  du  point  C,  se 
maintiendra  plus  près  de  la  courbe  et  la  suivra  plus  longtemps 
qu'aucun  de  ceux-là. 

147.  Revenant  à  notre  ellipse,  représentée^?^.  32,  j'y  définirai  la 
direction  de  chaque  normale,  par  l'angle  MiNjP,  MaNjP,  MgNsPv 
qu'elles  forment  avec  l'axe  polaire  OP,  et  je  nommerai  générale- 
ment cet  angle  d^  en  le  comptant,  comme  je  viens  de  le  dire ,  vers 
le  pôle  P,  que  je  désignerai  comme  boréal.  On  verra  tout  à  l'heure 
que  cet  angle  d  est  réellement  la  distance  angulaire  du  pôle  au 
^mi\  telle  qu'on  l'observerait  sur  l'ellipsoïde  à  partir  du  pro- 
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loDgement  extérieur  de  la  normale  de  Tellipse,  laquelle  devient 
aussi  la  normale  de  la  surface  en  chaque  point.  Mais  je  me  borne 
à  faire  pressentir  cette  application  ;  et,  considérant  seulement  Ï6 
les  particularités  propres  à  Tellipse  génératrice,  j'y  désignerai  gé- 
néralement par  7  la  longueur  du  rayon  osculateur  pour  la  dis- 
tance angulaire  d.  J'appellerai  aussi  N  la  longueur  de  la  normale 
correspondante ,  limitée  à  la  rencontre  de  Taxe  polaire.  On  dé- 
montre ,  dans  les  Traités  de  calcul  différentiel ,  que  N  et  7  ont  les 
expressions  suivantes  ('*')  : 


N=. 


a 


_        a{i—e^) 


1'  "y^ 

(i  —  e^  cos^dy  (1  —  e^  cos'  dy 

De  là ,  on  tire  généralement 

(  I  —  e^  cos'  d) 


N 


-  e^  cos'  d)       r         ^'     .  ,  n 

— ^  =  7     I  H sm'^l 


148.  Dans  toutes  les  ellipses  que  nous  voulons  considérer,  a 
est  plus  grand  que  ô,  et  le  carré  e^  est  ime  quantité  positive  très- 
petite  comparativement  à  l'unité.  Ainsi,  dans  ces  ellipses,  la  nor- 
male N  terminée  au  petit  axe,  comme  nous  l'avons  admis,  est 
toujours  un  peu  plus  grande  que  le  rayon  osculateur  y  qui  y  cor- 
respond. C'est  aussi  ce  que  représente  notre  figure  type,  où  les 
centres  d'osculation  propres  à  chaque  normale  sont  désignés  par 
C„  C2,  C3,....  Seulement,  la  nécessité  où  Ton  s'est  trouvé  d'y  mettre 
une  grande  disproportion  entre  les  deux  axes  pour  rendre  ses  dé- 
tails perceptibles,  fait  que  l'excès  de  N  sur  7  y  est  plus  grand  qu'il 
ne  le  serait  dans  une  ellipse  où  e^  serait  moindre  ;  mais  cet  excès 
est  toujours  de  l'ordre  de  <?%  d'après  l'expression  que  je  viens 
d'en  donner. 

149.  Le  plus  grand  de  tous  les  rayons  osculateurs  d'une  pareille 
ellipse  est  celui  qui  coïncide  avec  la  direction  du  petit  axe  polaire 
pour  lequel  on  a  c?  =  o,  et  sa  longueur  est  représentée  par  PC^ 


(*)  Ces  expressions  seront  rappelées  dans  une  Note  analytique  placée  à  la 
fin  de  la  présente  section,  où  j'expose  plusieurs  applications  qui  en  dépen- 
dent. 
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dans  la  figure.  Le  plus  petit  est  celui  qui  coïncide  avec  la  direc- 
tion du  grand  axe ,  pour  lequel  rf=  90®;  et  sa  longueur  est  re- 
présentée par  ACfl.  En  donnant  successivement  à  d  ces  deux  va- 
leurs dans  les  expressions  précédentes,  on  trouve  : 
Pour  le  premier  cas, 


fl» 


d=zo,  N  =  7;         7  = T  — T-î 

pour  le  deuxième , 

^==90%        N  =  «;         7  =  «(1  —  e^)=  — 

Dans  les  ellipses  que  nous  considérons,  le  demi-axe  équatorial  a 
est  plus  grand  que  le  demi-axe  polaire  b;  ainsi  le  plus  grand  rayon 
osculateur  qui  correspond  à  rf  =  o  est  plus  long  que  ^ ,  et  le  plus 
petit  correspondant  k  d=  go**  est  moindre  que  a.  On  a  marqué 
ces  deux  centres  de  courbures  extrêmes,  aux  points  C^  et  C^  de 
la  figure ,  diaprés  les  valeurs  de%  deux  rayons  qui  convenaient  à 
ses  dimensions. 

ISO.  Si ,  dans  un  même  quadrant  PA  de  l'ellipse ,  on  conçoit,  à 
partir  du  pôle  P,  une  série  de  normales  infiniment  voisines,  elles 
se  couperont  successivement ,  puisqu'elles  auront  des  directions 
différentes  et  qu'elles  sont  dans  un  même  plan.  Leurs  points  d'in- 
tersection, supposés  ainsi  infiniment  proches ,  seront  les  centres 
d'osculation  successifs  ;  et  la  série  de  ces  centres  formera  une  courbe 
continue  C^  C,  C2  Cj  Ca  que  l'on  appelle  la  deçeloppée  du  quadrant 
considéré.Cette  dénomination  est  fondée  sur  ce  que,  si  Ton  conçoit  un 
iil  parfaitement  flexible  et  inextensible,  qui,  partant  du  sommet 
équatorial  A,  s'enroule  sur  cette  courbe  et  se  termine  en  C^,  puis, 
que  l'on  développe  graduellement  ce  fil  en  le  tenant  toujours  tendu 
sur  la  courbe,  son  extrémité  A  décrirait  le  quadrant  AP  de  l'ellipse, 
en  lui  restant  toujours  normal.  Une  conséquence  évidente  de 
cette  génération ,  c'est  que  toutes  les  normales  menées  dans  un 
niéme  quadrant  de  l'ellipse  sont  successivement  tangentes  à  sa 
flcveloppée  dans  Iqs  centres  d'osculation  propre  à  chaque  normale. 

La  grande  différence  de  longueur  relative  que  l'on  a  donnée 
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aux  axes  a  et  6  de  notre  figure  type ,  flaiit  que  la  développée  dif 
quadrant  PA  a  une  étendue  considérable  et  s'éloigne  beaucoup 
du  centre  0.  Cela  était  nécessaire  pour  rendre  ces  détails  sen- 
sibles. Mais,  dans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres^  où  b  diffère 
très-peu  de  a ,  l'étendue  de  la  développée  est  relativement  beau- 
coup moindre  et  se  rapproche  beaucoup  plus  du  centre  O,  dans 
lequel  elle  se  rassemblerait  tout  entière  si  l'on  faisait  b  =  a, 
c'est-à-dire  si  l'ellipse  devenait  un  cercle.  En  ce  sens,  on  peut 
donc  dire  que  la  développée  du  cercle  se  réduit  à  un  point  unique 
qui  est  le  centre  même  0  (*). 

loi.  Ceci  va  nous  servir  pour  éclaircir  une  difficulté  qui  se 
présente  continuellement  dans  le  calcul  des  arcs  méridiens,  et  à 
laquelle,  je  crois,  on  n'avait  jamais  fait  attention.  Soit  Mt  MjUD 
très-petit  arc  de  méridien ,  dont  Mi  Ni ,  M3  N3  représentent  les  nor- 
males extrêmes ,  et  M2N2  la  normale  au  point  moyen.  Supposons 
cet  arc  assez  restreint  pour  qu'on  puisse  le  considérer  conmie  se 
confondant  sensiblement  avec  le  contour  du  cercle  qui  serait  oscu- 
lateur  en  M2 ,  ce  qui  sera  l'assimilation  la  plus  exacte  qu'on  en 
])uisse  faire.  C'est  aussi  celle  que  l'on  emploie  généralement  pour 
évaluer  les  amplitudes  angulaires  des  petits  arcs  de  méridien, 
mesurés  sur  la  surface  terrestre.  Nommons  A  la  longueur  de  cet 
arc  exprimé  en  toises,  et  p  la  longueur  du  rayon  osculateur 
en  M2 ,  exprimé  dans  la  même  espèce  d'unités.  L'angle  Mi  IM3,  ou  I, 
compris  entre  les  deux  normales  extrêmes ,  est  donné  par  les  ob- 
servations astronomiques.  C'est  la  différence  des  distances  angu- 
laires du  pôle  au  zénith  qui  s'observeht  en  Mi  et  en  M3.  Car  les 
normales  déterminent  le  point  zénithal  de  chaque  station ,  par 
leur  prolongement  extérieur.  Lorsque  l'angle  I  est  donné  par 
l'observation,  en  degrés  de  la  graduation  sexagésimale  du  cercle, 
et  que  l'on  connaît  aussi  la  longueur  du  rayon  p  en  toises, 
on  en  conclut  la  longueur  A  de  l'arc  que  cet  angle  embrasse 
sur  la  circonférence  osculatrice,  par  sa  valeur  proportionnelle 


(*)  Pour  ne  pas  interrompre  les  raisonnements,  je  rejette  à  la  fin  de  celte 
secliou  une  Note  analytique  sur  les  rayons  osculateurs  et  la  développée  de 
Tellipse,  qui  justifiera  toutes  les  notions  dont  je  fais  usage  ici. 
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A  =  2arû  TTi —  Si,  au  contraire,  l'arc  A  est  donné  en  toises,  ainsi 
^  360*» 

que  p,  on  en  conclut  l'angle  au  centre  î  par  l'expression  inverse 

A 
l  =  36o® •  Mais  cela  suppose,   ou  semble  supposer,  que  les 

2xjjp 

deux  rayons  menés  du  centre  d'osculation  moyen  G3 ,  aux  points 
extrêmes  de  l'arc ,  coïncident  sensiblement  avec  les  deux  normales 
extrêmes,  ou  s'en   écartent  de   quantités  angulaires  si  petites, 
qu'on  peut  légitimement  les  négliger.  Or,  d'abord ,  la  coïncidence 
dont  il  s'agît  ne  peut  pas  exister  rigoureusement  si  le  méridien 
n'est  pas  exactement  circulaire  ;  et  pour  les  méridiens  elliptiques, 
cela  se  voit  par  notre  figure  même.  Car  le  centre  d'osculation 
moyen  Cj  étant  nécessairement  placé  entre  les  centres  d'oscula- 
tion extrêmes ,  par  la  nature  de  la  développée  qui  est  convexe 
vers  le  centre  0 ,  les  deux  rayons  C2M, ,  C2M3 ,  menés  de  ce  centre 
moyen  aux  deux  points  extrêmes  de  l'arc  M1M3 ,  diffèrent  évidem- 
ment des  deux  normales  correspondantes.  Reste  donc  à  examiner 
s'ils  fonneraient  avec  ces  normales  des  angles  négligeables.  Mais 
ceci  n'aurait  lieu  ,  même  pour  des  méridiens  aussi  peu  différents 
du  cercle  que  ceux  de  la  terre ,  qu'en  restreignant  l'arc  M1M3 
auquel  on  applique  ces  conversions  beaucoup  plus  qu'on  ne  le 
fait  habituellement.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'angle I,  compris 
entre  les  normales,  soit  seulement  de  a®,  on  trouve  que  les  angles 
CîM,! ,  CjMsI  seraient  de  o'^Boo ,  ce  qui  est  loin  d'être  une  quan- 
tité négligeable  dans  des  calculs  précis.  Toutefois  le  résultat  de  la 
conversion    effectuée   comme  je   l'ai  dit  tout  à  Thenre  devient 
exact,  par  un  effet  de  compensation  que  l'on  peut  concevoir  sur 
notre  figure.  Car,  d'après  la  forme  convexe  de  la  développée , 
les  deux  rayons  d'osculation  extrêmes  C2M, ,   C2M3,  s'écartent 
dans  un  même  sens  des  normales  correspondantes  ;  et  dans  une 
ellipse  très- peu  aplatie,  comme  celle  des  méridiens  terrestres, 
les  valeurs  angulaires  de  ces  deux  écarts  sont  sensiblement  égales 
jusque  dans  les  millièmes  de  seconde,  pour  un  angle  total  I 
de  2°,  en  quelque  point  du  quadrant  de  l'ellipse  qu'on  le  suppose 
formé.  Ainsi ,  en  n'appliquant  pas  la  formule  de  conversion  à 
des  angles  plus  grands  que  cette  amplitude,  et  c'est  ce  qu'on 
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est  bien  loin  de  faire,  l'angle  M 1G2M3,  soutendu  par  Tare  A  au 
centre  du  cercle  oscillateur,  se  trouve ,  en  somme ,  égal  à  l'angle 
des  deux  normales,  jusque  dans  les  dernières  limites  d'évalua- 
tion appréciables,  comme  on  l'avait  toujours  supposé,  sans  en 
avoir,  je  crois,  la  démonstration.  Ce  résultat  sera  établi  dans 
une  Note  qui  fait  suite  à  la  section  présente.  Le  calcul,  et  la 
fi^.  32  elle-même,  s'accordent,  en  outre,  à  montrer  que ,  pour 
des  relations  de  position  pareilles ,  les  segments  Mil ,  M3I  des  deux 
normales  extrêmes  sont  sensiblement  égaux  entre  eux,  ainsi 
qu'au  rayon  osculateur  moyen  M2C2. 

1^2.  Notre  ellipse  génératrice  étant  ainsi  bien  étudiée,  fai- 
sons-la tourner  autour  de  son  axe  polaire  PPi  pour  former  l'el- 
lipsoïde de  révolution  que  nous  voulons  assimiler  à  la  surface  ter- 
restre. Dans  ce  mouvement,  tous  les  points  de  l'ellipse  décriroDt 
simultanément  des  circonférences  de  cercle  dont  les  rayons  seront 
leurs  distances  respectives  à  l'axe  polaire.  Gonséquemmeat,  l'ellip- 
soïde ainsi  constitué  aura  pour  méridiens  l'ellipse  génératrice  elle- 
même.  Or,  les  normales  de  cette  ellipse  deviendront  les  nonnab 
de  l'ellipsoïde  en  chaque  point  que  l'on  voudra  considérer.  Car, 
d'abord  elles  seront  perpendiculaires  à  la  tangente  de  l'ellipse  en 
ce  point ,  et  elles  seront  ainsi  perpendiculaires  à  la  tangente  trans- 
versale du  cercle,  mené  en  ce  même  point  perpendiculairement  au 
plan  de  rotation.  Étant  perpendiculaires  à  ces  deux  droites,  ellesle 
seront  aussi  au  plan  qui  les  contient ,  lequel  sera  tangent  à  l'ellip- 
soïde dans  le  point  spécifié.  D'après  cela,  les  poiitts  situés  dans 
des  méridiens  différents ,  à  une  même  distance  angulaire  du  pôle, 
auront  leurs  normales  propres  dirigées  vers  un  mêoie  point  de 
l'axe  polaire  où  elles  s'entrecouperont  mutuellement;  et,  pour 
chaque  distance  polaire  assignée,  ils  se  trouveront  eux-méma 
situés  sur  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  sera  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  rotation ,  de  sorte  qu'elle  sera  un  parallèle  à 
l'ellipsoïde.  Mais  si  l'on  choisit ,  dans  les  méridiens  différents, 
deux  points  placés  à  des  distances  polaires  inégales,  leurs  normales 
iront  couper  l'axe  polaire  en  des  points  distincts;  et;.,  comme  les 
plans  méridiens  qui  contiennent  ces  normales  n'ont  que  fxX  n^ 
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(le  commun ,  elles  y  poursuivront  leur  marche  indéfinie ,  sans  se 
rencontrer  jamais. 

185.  Ici  j'ai  besoin  de  rappeler  un  résultat  géométrique,  com- 
mun à  toutes  les  surfaces  dont  la  convexité  est  continue.  Si,  en  un 
point  quelconque  d'une  telle  surface,  on  mène  une  normale  au 
plan  tangent,  il  y  aura  sur  cette  normale  une  longueur  finie,  dont 
chaque  point  pourra  être  le  centre  d'une  sphère  osculatrice  au 
sphéroïde  dans  le  lieu  considéré.  Mais  le  sens  d'osculation  de  ces 
sphères,  c'est-à-dire  celui  où  elles  ont  avec  la  surface  du  sphé- 
roïde un  contact  du  second  ordre,  sera  différent,  selon  le  point 
où  l'on  aura  placé  leur  centre.  Dans  l'intervalle  de  la  normale  ci- 
dessus  spécifié ,  il  y  a  toujours  deux  de  ces  sens ,  rectangulaires 
entre  eux,  pour  l'un  desquels  le  rayon  de  courbure  est  le  plus 
grand,  et  l'autre  le  moindre  de  tous  ceux  qui  aboutissent  au  même 
point  de  la  surface.  Si,  autour  de  ce  point,  on  cherche  la  suite 
des  centres  de  courbure  qui  ont  cette  propriété  de  maximum  ou 
de  minimum ,  on  les  trouve  placées  sur  deux  surfaces  réglées,  qui 
se  croisent  rectangulairement  au  point  désigné.  Ces  deux  surfaces 
sont  formées  par  la  série  des  normales  infiniment  voisines,  qui  se 
coupent  mutuellement,  d'abord  avec  la  normale  primitive,  puis 
chacune  successivement ,  avec  une  des  normales  suivantes.  Leur 
intersection  avec  le  sphéroïde  considéré  y  trace  deux  lignes 
courbes,  que  l'on  appelle  ses  lignes  de  plus  grande  ou  de  moindre 
courbure,  selon  qu'elles  contiennent  le  système  de  rayons  oscula- 
teurs  maximum  ou  minimum  autour  du  point  de  départ.  Et  on 
les  reconnaît  sur  chaque  sphéroïde  par  la  géométrie  ou  par  le 
calcul,  d'après  ce  caractère  d'intersections  mutuelles,  propre  au 
système  des  normales  qui  les  composent;  car  il  leur  est  spécial. 

184.  Cela  va  nous  les  faire  aisément  apercevoir  dans  notre 
ellipsoïde  de  révolution.  D'abord,  l'ellipse  génératrice  est  évidem- 
ment une  de  ces  lignes.  En  effet,  sur  chaque  méridien,  les  normales 
successives  menées  en  ses  divers  points  s'entrecoupent  nécessaire- 
ment dans  son  plan,  puisqu'elles  y  ont  des  directions  diverses.  Les 
circonférences  de*  parallèles  nous  offriront  l'autre  ligne  de  cour- 
bure. Car  les  normales  menées  aux  divers  points  d'un  même  paral- 
lèle sont  les  arêtes  rectilignes  d'un  cône  droit  ayant  son  centre  sur 
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Taxe  polaire,  où  elles  s^entrecoupent  ainsi  mutuelleoient.  Les  por- 
tions de  chaque  normale  comprises  entre  chaque  point  de  Tel- 
lipsoïde,  et  leur  point  d'intersection  de  Taxe  polaire,  constituent 
donc  les  rayons  osculateurs  propres  à  ce  second  système  de 
courbure.  Aussi  est-il  rectangulaire  à  l'autre,  conformément  à  la 
règle  générale,  en  chaque  point  de  Tellipsoïde  que  Ton  veut  con- 
sidérer. Il  ne  reste  plus  qu'à  savoir  sur  lequel  des  deux  systèmes 
se  trouvent  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  rayons  osculateurs 
propres  à  chaque  point.  Or  cela  est  encore  très-facile.  En  effet,  si 
l'on  désigne  par  N  les  longueurs  des  segments  de  chaque  nonnale 
terminés  à  Taxe  polaire,  et  par  7  le  rayon  osculateur  de  l'el- 
lipse, pour  une  même  distance  polaire  dy  nous  avons  trouvé  géné- 
ralement, page  186, 

N=y  (14-    ^  ^  ûn^d\. 

Dans  notre  ellipsoïde,  ^  étant  une  fraction  positive  moindre  que  i, 

'  N  est  toujours  plus  grand  que  7  pour  un  même  point.  Ainsi,  sur 

chaque  normale ,  le  plus  petit  de  tous  les  rayons  osculateurs  de 

l'ellipsoïde  est  7  ;  le  plus  grand  est  N.  Leur  différence  N  — 7,  ou 

5  sin-  dy  exprime  la  longueur  du  segment  de  la  normale  qui 

contient  tous  les  centres  d'osculation  divers ,  propres  à  un  même 
point;  et  cet  intervalle,  pour  chaque  distance  polaire  donnée,  est 
une  fraction  de  7  d'autant  plus  petite  que  e^  est  moindre,  de  sorte 
que  sur  une  sphère  rigpureuse  il  devient  nul  avec  e^.  Ce  sont  les 
conséquences  particulières  de  la  proposition  générale  énoncée  plus 
haut ,  page  188,  §  1^0. 

ISS.  Quand  on  connaît,  dans  une  surface  quelconque ,  le  plus 
petit  rayon  de  courbure  p,  et  le  plus  grand  pj,  situés  sur  les  deux 
systèmes  de  lignes  que  nous  venons  de  définir,  on  peut  facilement 
trouver  le  rayon  de  courbure  p  qui  est  osculateur  à  la  surfoce  sui- 
vant un  plan  formant  un  angle  quelconque  i  avec  le  plan  de  la 
moindre  courbure.  Car  on  démontre,  dans  la  théorie  des  sur- 
faces, que  Ton  a  toujours  la  relation  suivante  trouvée  par  Euler  : 

I       I       « .       I    . 
-  =  -  cos^  i  -H  -  sm'  I. 

P      pi  P» 
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Dans  notre  ellipsoïde,  le  rayon  pt  est  celui  de  l'ellipse  génératrice, 
que  nous  avons  nommé  7,  et  te  rayon  pi  est  la  normale  prolongée 
jusqu'à  Taxe  polaire,  que  nous  avons  nommée  N  ;  d'après  les  ex- 
pressions que  BOUS  avons  données  de  ces  deux  quantités  (page  186), 
on  aura  donc  ici 


P 


( I  —  e'  cos^  dy  (i  —  e^  cos^  dy 


Ainsi,  quand  Tosculation  devra  avoir  lieu  dans  l'azimut  /,  compté 
autour  du  méridien  elliptique,  on  aura  le  rayon  osculateur  0  par 
cette  formule 

-  ~  ^ -^ --L.  cos^  i  -h  ^ sin^  / , 

p  a[i  — e^)  a 

qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


-  =  -  I  I  H-  ; sm'  d  cos^ 


en  faisant  comme  ci-dessus 

a 


N 


(ï  —  e^cos^^/j' 

Nous  discuterons  plus  loin  l'emploi  de  cette  formule»  dans  son  ap- 
plication aux  arcs  terrestres  pour  lesquels  l'angle  i  a  une  valeur 
intermédiaire  entre  ses  limites  extrêmes  1  =  o  et  /  =  90°.  Mais  au- 
paravant il  faut  procéder  à  la  comparaison  des  degrés  du  méridien 
mesurés  à  diverses  distances  du  pôle,  pour  en  déduire  la  valeur 
de  a^y  ainsi  que  la  longueur  des  demi-axes  terrestres  a  et  b,  en 
toises.  Car  l'accord  plus  ou  moins  approché  de  ces  résultats  ob- 
tenus par  les  différeistes  mesures  dont  nous  avons  donné  le  tableau 
page  181,  est  la  première  épreuve  qu'il  faut  faire  pour  savoir  si  un 
ellipsoïde  de  révolution  quelconque  peut  être  employé  avec  une 
suffisante  exactitude  à  la  représentation  de  la  figure  de  la  terre. 

i56.  Mais,  ayant  de  procéder  à  cette  recherche,  il  est  essentiel  de 
lever  un  doute  qui  pourrait  se  présenter  à  l'esprit.  Les  longueurs 
T.  m.  i3 
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des  degrés  y  rapportées  dans  notre  tableau  de  la  page  i8i ,  repré- 
sentent autant  de  petits  arcs  du  méridien  terrestre ,  soutendant 
chacun  un  angle  de  i°  au  centre  du  cercle  qui  est  osculateurà 
ce  méridien ,  même  dans  les  lieux  où  ils  ont  été  individuellement 
mesurés.  Mais  ils  ont  été  conclus  de  triangulations  dont  nous  avons 
considéré  toutes  les  parties  comme  appliquées  sur  des  sphères  de 
rayons  progressivement  variables,  et  transversalement  osculatrices 
au  méridien  terrestre ,  ce  qui  suppose  ces  rayons  égaux  aux  seg- 
ments N  des  normales ,  et  non  pas  aux  rayons  osculateurs  7  de 
l'ellipse.  N'y  a-t-il  pas  une  contradiction  logique  entre  ces  deux 
manières  d'envisager  successivement  les  mêmes  résultats? 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  qui  n'est  qu'apparente ,  il  faut  re- 
venir un  moment  sur  la  marche  des  calculs  qui  nous  ont  donné  les 
longueurs  des  arcs.  Nous  avons  d'abord  l'arc  de  Pensylvanie,  où  elle 
a  été  déterminée  par  une  mensuration  immédiate.  En  divisant  cette 
longueur  par  l'amplitude  angulaire  de  Tare  céleste  compris  entre  ses 
normales  extrêmes ,  nous  avons,  sans  nous  en  rendre  compte  alors, 
obtenu  le  même  résultat  que  si  nous  l'eussions  placé  sur  le  cercle 
osculateur  local  de  l'ellipse  méridienne  ,  puisque ,  en  raison  de  sa 
petitesse ,  il  aurait  soutendu  au  centre  de  ce  cercle  le  même  angle 
que  nous  avons  employé.  Quant  aux  longueurs  des  arcs  méridiens 
qui  ont  été  déduites  des  triangulations,  si. on  les  suppose  calculées 
par  le  théorème  de  Legendre ,  la  connaissance  des  rayons  oscula- 
teurs consécutifs  sur  le  réseau  des  triangles  ne  devient  nécessaire 
que  pour  évaluer  la  portion  d'arc  méridien  comprise  entre  le  der- 
nier nœud  de  la  méridienne ,  et  le  parallèle  delà  dernière  station. 
Or,  ce  segment  étant  toujours  très-petit,  on  peut  placer  indifférem- 
ment le  triangle  qui  le  donne,  sur  Tune  ou  l'autre  des  sphères  oscu- 
latrices extrêmes,  en  lui  attribuant,  même  pour  son  rayon,  celui  qui 
résultjB  de  l'arc  de  Pensylvânie.  En  effet,  l'erreur  de  cette  évaluation 
ne  pouvant  être  que  fort  petite,  puisque  le  sphéroïde  est  presque  sphé- 
rique,  elle  n'influera  pas  sensiblement  sur  la  longueur  absolue  du 
segment  très-restreint  auquel  oïl  l'appliquera.  L'arc  total  ainsi  ob- 
tenu  sera  donc  exact.  S'il  est  peu  étendu ,  en  le  divisant  par  l'am- 
plitude angulaire  de  l'arc  céleste  compris  entre  ses  normales  extrê- 
mes, amplitude  donnée  par  les  observations  astronomiques ,  on  le 
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plaee  virtiielleraent  sur  le  qerde  qui  serait  osculateur  à  Teilipse  dans 
sa  partie  moyeane,  et  l'on  obtient  amsi  la  longueur  de  l'arc  D(*'), 
qui  soutendrait  an  centre  de  ce  cercle  un  angle  de  i*'.  Si  Tare  total 
parait  trop  grand  pour  pouvoir  être  légitimement  appliqué  sur  un 
même  cercle  osculateur  local  de  F^lipse,  on  le  subdivise  en  portions 
plus  petites,  aux  extréouités  desquelles  43n  détermine  as^tronomi- 
quement  les  distances  angulaires  du  pôle  du  zénith ,  comme  on  Ta 
fait  dans  Topération  de  France  et  d'Espagne.  On  peut  aîorç  y  cal- 
culer sépaifément  les  longueurs  du  degré  propres  à  chaque  cercle 
osculateur.de  Tellipse ,  qui  aurait  son  point  de  contact  au  milieu  de 
leurs  parties  diverses.  Ainsi  ces  déterminations  atteignent,  sans 
cercle  vicieux  lexique,  toute  l'exactitude  que  l'on  peut  attendre 
(i  opérations  pratiquement  réalisées. 

Si  nous  considéron^maintenant  lesjongueurs  d'arcs  méridiens  qui 
se  déduisent  des  mêmes  triangulations  par  la  méthode  de  Delambre, 
les  rayons-  des  .sphères  sur  lesquelles  on  applique  successivement 
les  côtés  des  triangles  pour  en  déduire  les  segments  de  méridien 
compris  entre  «les  parallèles  de  deux  stations  consécutives ,  servent 
seulement  pour  l'évaluation  des  termes  correctifs ,  où  ils  entrent 
explicitement  avec  leurs  valeurs  absolues,  et  aussi  comme  éléments 
(le  calcul,  1°  pour  transporter  les  azipiuts  d'une  station  à  une 
autre;  2®  pour  obtenir -les  distances  du  pôle  au  zénith  propres  à 
chaque  station  dans  le  premier  mode  de  leur  emploi.  I^a  petitesse  des 
tnrmes  auxquelsâls-s'appliquent,  permettrait  de  leur  attribuer  sans 
erreur  appréciable,  sur  toute  l'étendqe  dela.tr^anjgulation,  une 
longueurx^ommu^e ,  par  exemple  celle  qui.resulte.de  l'arc  de  Pen- 
sylvanie.  Quant  à  la  correction 'que  le|$  ^azimuts  exigent,  nous 
avons  montré  qu'elle  est  rendue,  insensible  par  le  sens  d'oscula- 
tion  transversMattry}|];é  aivK  sphères  ^successives,  jointe  à  la  petitesse 
de  Tangle  formé  à  chaque  stattion  entre  la  norinale  vraie  et  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice  précédente  dans  un  ellipsoïde  de  révolution 
presque  s|>hérique.  A  la  vérité,  ce  même  angle  entre  avec  toute  sa 
valeur  dans  la  réduction  qa'il  faut  faire  aux  distances  d'  du  pôle 
au  zénith  calculées  sur  la  sphère ,  pour  les  rapporter  à  la  normale 
réelle  de  la  no«velle  station  où  on  les  tn^n&porte.  Mais  cette  réduc- 
tion est  toujours  si   petite  sur  l'étendue  restreinte  d'une  même 

i3.. 
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triangulation ,  qu'an  pourrait  la  négliger  presque  sans  erreur  dans 
les  termes  correctifs  qui  seuls  la  contiennent.  Pour  le  montrer ,  il 
suffira  de  dire  par  avance,  que,  sur  Tare  total  de  France  et  d^Espagne 
qui  embrasse  une  amplitude  totale  de  1 2^4^'  47 'S  l'angle  formé  par 
la  dernière  normale  avec  la  sécante  menée  du  centre  de  la  première 
sphèrie  osculatrice,  au  point  correspondant  de  la  surface  réelle,  est 
moindre  que  3' 56",  comme  je  le  prouverai  plus  tard.  De  sorte  que 
l'on  obtiendrait  encore  les  valeurs  individuelles  des  termes  correc- 
tifs, avec  des  erreurs  presque  nulles,  ou  même  insensibles,  en 
négligeant  ses  variations  intermédiaires ,  ce  qui  reviendrait  à  cal- 
culer ces  termes,  comme  si  tout  le  réseau  entier  était  appliqué  sur 
la  sphère  localement  osculatrîce  à  la  première  station.  Or  la  lon- 
gueur totale  de  l'arc  méridien  comprise  entre  les  parallèles  des 
stations  extrêmes  étant  ainsi  obtenue  exactement,  son  application 
sur  les  cercles"  localement  osculateurs  dans  le  sens  de  l'ellipse  se 
fait  sans  erreur  en  divisant  sa  totalité ,  ou  ses  diverses  portions, 
par  l'amplitude  céleste  qu'elles  embrassent,  et  que  l'observation 
donne ,  rapportées  aux  normales  vraies  de  leurs  points  extrêmes. 
Ce  mode  de  calcul ,  de  même  que  le  précédent ,  n'impliquent  donc 
pas  de  cercle  vicieux  logique ,  mais  seulement  l'emploi  des  approxi- 
mations successives  dont  l'application  est  universelle  dans  l'astro- 
nomie. Même  au  point  où  se  trouve  aujourd'hui  la  géodésie,  ces 
approximations  peuvent  être  converties  de  prime  abord  en  résul- 
tats définitifs ,  la  forme  générale  de  la  surface  terrestre  étant  assez 
bien  connue  pour  que  l'on  puisse,  si  on  le  juge  convenable,  cal- 
culer très-exactement- toutes  ces  petites  réductions  que  j'ai  supposé 
d*abord  que  l'on  négligeait*  Aussi  la  méthode  de  Delambre  et  celle 
deLegendre,  étant  appliquées  aux  mêmes  triangulations,  ont-elles 
toujours  donné  des  longueurs  d'arcs  méridiens  où  l'on  ne  trouve 
que  des  différences  négligeables. 

157.  Toute  difficulté  logique  étant  dissipée  par  cette  discussion^ 
les  divers  degrés  du  méridien  rapportés  dans  notre  tableau  de  la 
page  181  doivent  être  considérés  comme  autant  de  petits  arcs  sou- 
tendant  un  angle  de  1°  au  centre  du  cercle  qui  est  osculateur  à 
l'ellipse  des  méridiens  terrestres  dans  la  partie  moyenne  de  cha- 
cun d'eux.  Soit  donc  généralement  D^®)  la  longueur  d'un  quel- 
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conque  de  ces  arcs  exprimé  en  toises  à  l'endroit  de  l'ellipse  où  la 
distance  angulaire  du  pôle  céleste  au  zénith  estdy  et  plaçons-le  sur 
le  cercle  qui  est  osculateur  à  Tellipse  à  ce  même  endroit ,  en  dési- 
gnant par  7  la  longueur  du  rayon  de  ce  cercle  ^exprimé  aussi  en  toi- 
ses. Le  contour  de  la  circonférence  osculatrice  sera  2zjy  ,  zj  étant 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  et  comme  ce  contour 
comprend  36o**,  la  longueur  D(®)  du  degré  considéré  en  devra 
être  la  36o^  partie.  Gela  donnera  l'égalité 

lOO 

ou ,  en  mettant  pour  7  sa  valeur  analytique ,  propre  à  la  distance 
polaire  dy  dans  une  ellipse , 

('^  ^""  =  78^  — ' -^- 

•    (i — é^cos^  dy 

t2S8.  Lorsque  é^  est  une  très-petite  fraction  de  Tunité ,  comme 
on  verra   que   c'est  le  cas  de  l'ellipsoïde  terrestre,  le  facteur 

1  peut  se  développer,  par  la  formule  du  binôme  , 

(i  — e'cos^rf)* 

en  une  série  convergente  qui  est 

5  =  i-h4<?'cos'r/-h-î^^*cosW+f|r'®cos'W-f--nT^''cos«^+...; 


e^cos'rf)' 


ce  qui  donne 


^==-^a(i— e-)(i4-|e'cos'rf  +  ^c<cos'rf+f|t'Ccos''^+fH-^*cos*«^-»--'-)" 

Le  facteur  commun  -h-  (  i  — e^)  représente  la  longueur  du  degré 

lorsque  cos'  d  est  nul,  ce  qui  suppose  d=^  90®.  C'est  donc  le 

degré  équatorial;  je  le  désignerai  par  D^.  Si  e*  est  une  fraction 
très-petite,  le  terme  dépendant  de  sa  première  puissance  est  beau- 
coup plus  considérable  que  ceux  qui  le  suivent.  Alors  on  voit  que, 
^ans  une  ellipse  ainsi  constituée ,  les  longueurs  des  degrés  vont  en 
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croissant  de  Féquateur  an  pôle ,  presque  proportionneUemcnt  au 
carré  du  cosinus  de  la  distance  polaire. 

En  combinant  des  degré»  mesurés  sur  des  parties  des  méridiens 
terrestres  correspondantes  à  des  distances  polaires  très-différentes, 
nous  reconnaîtrons  bientôt  que ,  par  les  apprfciations  les  pins 
exactes ,  on  a  à  fort  peu  près ,  en  toises , 

D°==:  56741^?  22     et     loge' =  3,8039924. 
Prenant  donc  le  premier  nombre  comme  représentant  le  facteur 

—^  «  (  I  —  e^) ,  on  pourra  évaluer  tous  les  autres  coefficients  nu- 
mériques des  puissances  fie  cos^  d,  par  les  Tables  de  logarithmes 
ordinaires  à  sept  décimales ,  et  l*on  trouvera  pour  la  valeur  d^uo 
degré  quelconque  correspondant  à  la  distance  polaire  dj 

D(o)z=5674iT,22-l-54iT,986cos'rf-h4T,3i4cos*rf 

+o''',o32  cos^rf-|-o''^,ooo23  cos'rf-f-. . . 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  évaluation  sont  déjà  si  faibles, 
que  Ton  ne  peut  répondre  de  pareilles  quantités  dans  des  mesures 
effectives  ;  à  peine  peut-on  espérer  de  reproduire  celui  qui  les  pré- 
cède. Maintenant,  si  l'on  a  plusieurs  mesures  de  degrés  faites  à  des 
distances  polaires  peu  différentes  les  unes  des  autres ,  le  terme 
4^,3i4cos*  d  y  sera  presque  constant,  et  les  petites  variations 
qu'il  éprouvera  pourront  être  censées  se  confondre  avec  les  er- 
reurs des  observations,  ainsi  qu'avec  les  irrégularités  réelles  du 
sphéroïde  terrestre.  On  se  donnera  donc  une  chance  de  compensa- 
tion très-présumable,  en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  tous 
ces  degrés ,  et  l'affectant  à  une  distance  polaire  moyenne  D ,  telle 
que  le  carré  de  son  cosinus  soit  aussi  une  moyenne  entre  les  carrés 
des  cosinus  de  toutes  les  distances,  comme  je  l'ai  fait  pour  Tare  de 
France  et  d'Espagne  au  commencement  de  cette  section. 

159.  Je  vais  maintenant  exposer  par  quelle  combinaison  on 
peut  déterminer  les  deux  éléments  caractéristiques  de  l'ellipse ,  « 

et  e\  A  cet  effet,  je  prends  deux  degrés  DJ**\  dJ**^,  dont  les  lon- 
gueurs ont  été  mesurées  aux  distances  respectives ,  rf, ,  ^2  du  pôle , 
d'i  ét^t,  pour  fixer  les  idées,  plus  grand  que  d^ ,  ce  qui,  d'après 
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notre  tableau  de  la  page  181 ,  supposera  D^**'  moindre  que  D^J; 

l'équation  générale  étant  appliquée  successivement  à  ces  deux  ob- 
servations, on  aura 

'      '        i8o.  ,      ,,.!'      ^'    -180,  ,      ,,.f' 

(1  —  e^ cos' (II)  (i  ' —  e-  cos' d^y 

et,  en  divisant  la  seconde  de  ces  égalités  par  la  première,  il  en  ré- 
sultera 


DC°)       /i-^e'cos'd 


3 
2 


cosVj    ' 


par  conséquent , 


2 
I  —  6'»cosV/.        /D^°^^ 


Ceci  détermine  donc  t'-;  car,  en  le  dégageant,  on  a 


I»)\It  /rACo;\t 


À  cosV/,—  cosUI,  (^\     1=1- (  5l 

égalité  dans  laquelle  tout  est  connu  ,  excepté  e^. 
Pour  tirer  parti  de  cette  relation  ,  il  faut  remarquer  que,  d'après 

notre  tableau  de  la  page  181,  le  rapport--^  sera  moindre  quer  l'u- 
nité ,  mais  n'en  différera  que  par  une  très-petite  fraction  que  je 
tlésigne  par  f*  ;  on  aura  donc 

5Pr=i~P>      par  conséquent     (^j    =(1— fz)\ 

Or,  |x  étant  une  petite  fraction  qui  sera  ici  toujours  positive ,  on 

pourra  développer  (i  —  p)^  en  une  série  convergente  par  le  moyen 
Je  la  formule  du  binôme,  qui  donnera 

'Dl°^  I 


D, 


(o) 
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Ou  pourrait  pousser  plu^loin  ce  développement,  maison  veri-a 
tout  à  Fheure  que  cela  serait  inutile.  Pour  en  abréger  l'expression, 
je  fais 

2  =  ff*-+-7P'-4-rrî^'-^îT7f**--- i        ^'«^ 


<oK  f 


7 


d';' 


1  — 


Ceci  étant  substitué  dans  le  premier  membre  de  notre  équation, 
il  s'y  forme  la  différence  cos*  rfi  —  cos^d^  qui  se  peut  transformer 
en  sin  (di-^di)  sin  (d,  —  rfi  ),  produit  qui  sera  toujours  positif, 
puisque  d^  est  supposé  plus  grand  que  di .  Cette  réunion  étant  faite, 
réquation  prendra  cette  forme  : 

(2)  e^[sm(di  +  rf,)sin  (rf,  —  J,)  -\-  1  cos'rfj  =  2. 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  en  tirer  numériquement  e^.  Or,  c«la 
sera  facilité  par  cette  circonstance,  que  Z  se  trouvera  toujours  être 
ime  fraction  très-petite,  non  pas  seulement  en  comparaison  de 
Tunité,  mais  en  comparaison  du  produit  des  deux  sinus  qui  forme 
la  première  partie  du  coefficient  de  e^.  Cela  permettra  d'effectuer 
ce  calcul  par  les  Tables  ordinaires  de  logarithmes  à  sept  décimales, 
comme  on  va  tout  à  l'heure  s'en  convaincre.  Seulement,  pour 
n'avoir  pas  à  opérer  sur  de  trop  petits  nombres,  et  aussi  pour  ob- 
tenir des  valeurs  de  e^  qui  ne  soient  pas  trop  fortement  affectées 
par  les  erreurs  qui  ont  pu  être  commises  dans  les  évaluations  des 
deux  degrés  comparés ,  il  faudra  les  prendre  à  des  distances  po- 
laires  <i, ,  dt  différentes  l'une  de  l'autre,  ce  qui  rendra  le  rapport  p 
notablement  plus  assuré. 

ICO.  Lorsque  l'on  connaîtra  e%  on  mettrasa  valeur  dans  les 
deux  équations  primitives  (i)  pour  en  déduire  le  demi-grand  axe  a. 
En  effet,  en  considérant  ces  équations  sous  leur  forme  générale, 
chacune  d'elles  donne 

/i8o\  ^    ,(i —c'cos'^)'' 

\     XS     j  I    —    ^=»  ' 

niais  c*  entrant  au  numérateur  et  au  dénominateur  du  second 
membre,  celui-ci  ne  se  développerait  pas  commodément  en  une 
série  régulière  ;  et ,  en  outre,  comme  a  àoit  être  im  grand  nombre, 
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les  différents  produits  dont  ce  dévelop^jernent  se  composent , 
devraient  être  évaluée  avec  des  soins  fatigants  de  précision.  Ces 
difficultés  s'éludent  en  cherchant  d'abord  à  obtenir  log  a ,  au  lieu 
de  a.  En  effet,  si  Ton  prend  les  logarithmes  tabulaires  des  deux 
membres  de  l'équation,  il  en  résulte 

log  fl=logD(°>-|-log  (  —  )  H-|log(i— e»cos»rf)— log(i— e'); 

180 
le  rapport s'est  déjà  présenté  fréquemment  dans  nos  calculs. 

C'est  celui  que  nous  avons  nommé  par  abréviation  w,  et ,  en  bor- 
nant l'évaluation  de  son  logarithme  à  dix  décimales,  nous  avons 
trouvé 

log  [ I  =  1,7581226324. 

Je  suppose  que  Ton  prenne  le  logD^®^  dans  les  mêmes  limites  de 
précision  :  ce  sera  le  seul  de  la  formule  qui  exigera  ce  soin.  Car, 
pour  les  autres  qui  contiennent  ^%  on  les  obtiendra,  par  le  dé- 
veloppement de  leur  expression  logarithmique,  en  séries  régu- 
lières ,  dont  tous  les  termes  seront  très-aisément  calculables.  En 
effet,  si  l'on  nomme  k  le  module  direct  des  Tables  ordinaires  pour 
lequel  on  a 

log*=:i~6377843ii3,        et        log(|^)=:  1,8138765704, 
le  développement  connu  de  log(i  —  x)  donnera  ici 

\%  a  =rlog  D(°) -f-log  I  —  I  — l' A-  (e'  cos»  rf-f-  ;  e"  cos*  rZ-h-i- e'  cos"  d-h^e'  cos\l. . .  ) 


expression  très-simple  dont  la  loi  est  évidente,  et  dans  laquelle 
tous  les  termes  dépendants  de  e^  pourront  se  calculer  par  les  Tables 
ordinaires,  à  sept  décimales,  avec  une  suffisante  précision.  Si  l'on 
voulait  prétendre  à  un  peu  plus  de  rigueur  numérique,  il  faudrait 
calculer,  avec  dix  décimales  seulement ,  les  deux  termes  qui  dé- 
[•cndcnt  de  la  première  puissance  de  ^%  auquel  cas  il  feindrait 
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avoir  obtenu  son  logarithme  dans  les  mêuiçs  limites.  Mais  cela 
supposerait  qu'on  évalue  aussi  logcos'^?  avec  une  exactitude  de 
même  ordre ,  ce  qui  exigerait  des  Tables  dont  Tusage  est  jusqu'ici 
peu  commun.  Au  reste,  cette  recherche  serait  pratiquement  super- 
flue et  illusoire,  parce  que  les  erreurs  que  comportent  les  me- 
sures des  degrés  D(°)  dépasseraient  les  limites  de  précision  numé- 
riques qu'on  obtiendrait  ainsi  péniblement  sur  les  derniers  chif- 
fres des  termes  en  e'. 

Il  faudra  effectuer  successivement  le  calcul  de  loga  avec  les 

deux  degrés  Dj"^ ,  D[^\  qui  ont  servi  à  déterminer  ^%  afin  de  con- 
stater que  les  deux  résultats  s'accordent,  dans  les  très-petites  li- 
mites d'erreur  que  comportent  les  dernières  décimales  négligées; 
et  cela  servira  pour  constater  l'exactitude  des  opérations  numé- 
riques desquelles  ces  résultats  sont  déduits. 

161.  Enfin,  lorsque  cette  vérification  sera  faite,  on  calculera 
l'aplatissement  s  d'après  son  expression  en  e^  qui,  d'après  la 
page  1 84,  est 

(4)  e=le'+le'4- J^^«H-^6'*.... 

Le  premier  terme  s'évaluera  directement  en  prenant  la  moitié  de /r*, 
et  les  suivants  se  calculeront  avec  les  Tables  de  logarithmes  à  sept 
décimales.  Connaissant  ainsi  e,  on  en  déduira  la  longueur  du  demi- 
axe  polaire 

b  =za  —  as, 

le  terme  correctif  «  s  se  calculant  par  les  mêmes  Tables,  soit  en 
.  une  seule  fois,  soit  par  l'évaluation  de  ses  parties  correspondantes 
aux  différents  termes  dont  s  est  composé. 

162.  Les  deux  éléments  a,  e  de  l'ellipse  méridienne  étant  ainsi 
déterminés,  on  en  pourra  déduire  les  longueurs  qu  elle  donne  aux 
degrés  D(°>,  correspondants  à  des  distances  polaires  d  quelconques; 
car,  en  retournant  l'équation  (3),  on  en  tirera 


logD(«)=loga— log(-^)—   it(^>         4-te*  -hiC      H-7^ 


\   «S 

•  •  < 


-+- 1  /•  (c'  cos^  r/-f-  ~  e'  cos'  rZ-H-j  C  cos"^-*-  t  ^''  ^'^^ 
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Si  dans  cette  iormule  on  fait  d  zt  90»,  elle  donnera  le  degré  éqiia- 
tonal  ^  je  le  représente  par  ï)^**\  Si  l'on  y  fait  dz=o^  elle  donnera 
le  degré  polaire;  je  le  représente  par  D^**^  ;  on  aura  ainsi 

logD^^^^  =:loga  — log  \ç^\    —  X(e»  4,  1^»  4.  |^e  ^  LeK  .  .), 

logD^"^  =lôg«-log  {ç^  -f.  i^(e»-f-  |^^-|<?«  4-  1^. .  .), 
et  généralement 

0gD(o)  =  logD^^^-f-f^((?2cos'^/-4-i^cos*J-^l^cos«rf-h-i.e«co5«^...). 

Ainsi,  lorsqu'on  aura  calculé  le  logarithme  du  degré  équatorial  dans 
l'ellipse  obtenue,  on  aura  celui  qu'elle  assigne  pour  toute  autre  dis- 
tance polaire  donnée  d^  en  calculant  la  partie  corrective  quis'ajoute 
à  ce  premier  résultat.  On  verra  tout  à  l'heure  que,  dans  l'ellipse  ter- 
restre ,  la  petitesse  de  e"  fait  que  les  trois  premiers  termes  suffisent 
toujours.  Ce  développement  équivaut  à  celui  que  nous  avons  dé- 
duit dans  la  page  197  de  l'expression  explicite  de  D(«),  en  y  sup- 
posant connue  la  longueur  du  degré  équatorial ,  qui  est  un  de  ses 
facteurs. 

165.  J'emploierai  d'abord  ces  formules  pour  combiner  le 
degré  du  Pérou  avec  le  degré  moyen  de  France  et  d'Espagne. 
D'après  notre  tableau  de  la  page  181,  les  données  du  calcul  seront 

Di*»^=  56736T,  81  ;         d,  =  88«  28'  59'; 

D[°>=:  57024T,  64;         J.  =  430  5i'  54'^; 

delà  on  tire   5^^.=^  , ??2l^  ==,_». 

Di"^  57024,64  ^' 

et,  en  calculant  p  par  les  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales , 
avec  le  seul  soin  d'évaluer  directement  les  parties  proportionnelles 
|)ar  division  ou  multiplication  des  diffl^rences  totales ,  on  trouve 

]n^  p  =1=  3,70307  35  ;    y^:::  o,oo5o4  74674- 
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Si  Ton  avait  évalué  p  par  la  division  arithmétique  rigoureuse, 
on  aurait  trouvé  seulement  2  unités  de  moins  sur  I4  dernière 
décimale.  Or,  déjà  une  unité  de  l'ordre  0,00000  00 1,  dans  le 
rapport  p,  ne  donnerait  pour  résultat,    dans  la  reproductioo 

de  Dj^®^,  que  0*^,00057  064  >  c'est-à-dire  des  demi-millièmes  de 

toise ,  fraction  bien  inférieure  à  celles  dont  on  peut  répondre  sur 
de  semblables  mesures*  L'évaluation  de  log  p  etde  p  par  les  Tables 
de  logarithmes  à  sept  décimales  est  donc  ici  parfaitement  suffi- 
sante pour  représenter  les  résultats  réels  des  observations,  et  je 
n'aurai  plus  besoin  de  répéter  cette  remarque  dans  les  autres  cas 
pareils. 

|x  étant  connu ,  il  faut  former  la  fonction  1  par  son  expression 

Le  premier  s'évaluera  directement ,  et  les  suivants  se  calcule- 
ront par  les  logarithmes  ordinaires.  On  aura  ainsi ,  en  exagérant 
l'appréciation  des  décimales ,  pour  ce  premier  exemple  : 

I  p  =  o,oo336  49782  6 

I  jji^  =  0,00000  28307  7 

~jli^z=:  0,00000  ooo63  5 

— •  p*  =:  0,00000  00000  2 

2  =  o,oo336  781540       log  2:  =  3,52734  83. 
Maintenant  il  faut  former  l'équation  - 

e^  [sin  [d-i  4-  di)  sin  (d^  —  //,)  -h  2  cos^  «?,]  =  2. 
En  calculant  les  deux  termes  du  coefficient  de  e%  on  trouve 

log  sin  (dj  -h  di)  sin  (d^  —  dt)  =  1,7 1 525  3g 

log  2  cos^di  =  6,37294  <59> 
ce  qui  donne 

sin  (^2  4-  d,)  sin  {d^  —  di)  =  0,51910  34524 

2  cos'  di  =  0,00000  236oi  57 

Somme  ou  coefficient  de  e^  ; 0,51910  58 126 

dont  le  logarithme  est 1,7152559 


* 
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On  tire  donc  de  là 


e' 


9 

o,  oo336  78154 
"^0,5191058126'  log<^'=  3,81209 24;e'  =  o,oo64877239. 


£n  effectuant  directement  la  division  arithmétique,  on  obtien- 
drait 3  unités  de  plus  sur  la  dernière  décimale,  ce  qui  dépasse 
de  bien  loin  les  quantités  dont  on  peut  répondre  dans  les  données 
primitives,  et  ne  produirait  aucune  différence  appréciable  sur  les 
résultats  réels.  On  voit  que  le  second  terme  du  coefficient  de  e^  se 
trouve  ici  fort  petit,  comparativement  au  premier,  et  il  en  sera 
toujours  de  même  dans  les  autres  cas  d'après  son  facteur  cos^  d^ , 
parce  que  les  opérations  ne  seront  jamais  effectuées  très-près  du 
pôle.  Cela  suggère  une  autre  manière  plus  prompte  de  calculer 
la  fraction  qui  exprime  e^  En  effet ,  si  Ton  représente  par  A  et  B 
les  deux  parties  de  son  coefficient,  on  ponrra  la  transformer  de 
la  manière  suivante  : 


=i--A)(r 


B  B       A        \A/   VA/        \A/  VA 

et,  en  effectuant  le  calcul  delà  série  par  les  logarithmes  à  sept  déci- 
males déjà  obtenus,  on  trouve,  en  se  bornant  aux  d^ux  premiers 

termes, 

-=        0,00648775373 

A. 

-  j     (  -  j  ï=r. —  0,00000  002950 


conséqaemment       e^  =:       0,00648  77242 

Les  termes  ultérieurs  seraient'  évidemment  insensibles.  Cette 
évaluation  s'accorde  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut 
dans  les  limites  de  différences  négligeables  que  j'ai  indiquées. 

164.   Connaissant  e%  nous  pouvons  calculer  le  logarithme  du 
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demi-grand  axe  a  de  l'ellipse  par  son  expression  générale 
log  a  =  logDC«)-h  log  {  —  J— l-X- (ef'co^'rf+l^^cos*  rf-f-^ e«cos«  rf4-7<?*cos'«... 


OÙ  Ton  a 


log  (  -3- )  =  i,736i5  26324 , 


cr 


logX-   =:  1,6377843113, 
log  (fX)=:  7,8 1387  55703, 

et  il  conviendra  d'évaluer  ainsi  a  successiveaient  p^  chacun  des 
deux  degrés  combinés ,  afin  de  coo^mer  l'exactiUide  4^  opéra- 
tions numériques  par  lesquelles  on  a  déterminé  é^. 

J'effectue  d'abord  cette  évaluation  de  a  en  employant  le  degré 
du  Pérou.  Les  données  du  calcul  seront 

D(»)  =  56736^,81;    ^=  88'^28'5g". 

Par  un  essai  de  précision  que  Ton  verra  ctre  superflu ,  je  prends  le 
logarithme  de  DC°)  avec  dix  déci- 
males; j'ai  ainsi log  D^**^  =:4>749'.4  i538() 

J'y  ajoute log  I j  =  i  ,75812  26324 

•    ^       -^      f      ■  »■  ■■ — — — 
Ce  qui  donne  la  partie  piincipale  de 

log  /î 6,5i  198  75465 

J'y  joins  la  somme  des  termes  dépen- 
dants de  ^%  que  je  trouve  être . .  *  -H  0,00282  38ooi) 

Et  j'obtiens log«  =6,5i48i  i34y3 

Le  calcul  des  termes  dépendants  de  e^  se  fait  par  les  Tables  de 
logarithmes  à  sept  décimales,  comme  il  suit  : 


j 
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Termes  négatifs.  ^  Termes  positifs . 

jXe^'cos^^^  0,00000  2961 8  3  /6?^  =  0,00281  7583 1 

( Les  suivants  sont  négligeables . )  | /e^  =  o , 00000  g  1 398 

\k'€^  =  0,00000  ooSgS 
^/'e«=:  0,00000  00002 

Somme  des  ternxes  positifs. +0,00282  67626 

Somme  des  termes  négatifs — 0,00000  29618 

Excès  positif  à  joindre  à  la  partie  prin- 
cipale de  log  a H-  0,00282  38oo8 

C'est  le  nombre  que  j'ai  employé. 

i6S.  J'effectue  maintenant  le  même  calcul  de  log  a  avec  le  degré 
moyen  de  France  et  d'Espagne.  Ici  les  données  seront 

DC«)=  57024^,64,  et         €/  =  43^5i'54'', 

ce  qui  donne  log  cos*fl?=  1,7158396. 

Alors  ,  eti  opérant  comme  tout  à 
l'heure,  je  prends  d'abord logD(«)  =4,7560625522 

\ogl- — 1=1,7581226324 

Partie  principale  de  log  a 6,5  i4i8  5x846 

Termes  correctifs  dépendants  de  <?^  .  +  0,000626 1 636 

Ceqûi donne log«  =  6,5i48i  i3482 

Les  termes  positifs  qui  dépendent  de  e^  sont  les  mêmes  qiie  précé- 
demment. Mais  les  négatifs  sonl^  plus  sensibles,  parce  qu'ici  cos^^  est 
beaucoup  moindre.  En  voici  le  détail ,  où  je  me  borne  aux  trois  pre- 
miers termes ,  parce  que  les  suivants  sont  négligeables  : 

3 
Ac^cos^d=  0,002 1 9  68864 


2 

2     2 


»    3    e^ 
-  A~  cos^  ^=0,00000  37043 


3   e^ 

-  A~  cos^d=  0,00000  ooo83 

a   3 

Somme  des  termes  négatifs.  — 0,00220  55990 


2o8  /^taosToxie 

La    somme  des   positif   est,    comme    ci- 
dessus >       +0,0028267626 

Excès  positif  à  ajouter  à  la  partie  principale  de 

log  fl 4-0,0006261636 

C'est  le  nombre  que  j'ai  employé. 

Nos  deux  valeurs  de  log  a  ne  différant  que  de  9  unités  sur  la 
dixième  décimale,  je  prends  la  moyenne  entre  elles,  et  f ai 

ainsi \o^a=z6,Si^8i  iZ^yi 

De  là  je  tire ,  par  les  Tables  de  loga- 
rithmes à  dix  décimales âr  =  827 1985*^,329 

Et,  par  les  Tables  ordinaires  à  sept 

décimales «  =  327 1985*^,321 

Ces  dernières  suffiraient  donc  encore  même  pour  ce  calcul.  Ca<^ 
on  ne  saurait  avoir  la  prétention  de  répondre  des  millièmes  de 
toises  dans  la  longueur  du  demi-axe  de  l'ellipse  terrestre,  puisqu'on 
ne  peut  pas  répondre  des  centièmes,  ni  même  des  dixièmes  dans 
les  mesures  des  degrés  combinés. 

i66.  L'accord  des  deuxévaluations  de  )og  a  prouvant  l'exactitude 
des  opérations  numériques  d'où  Ton  a  conclu  ^%  on  peut  aviec  sû- 
reté en  déduire  l'aplatissement  e  par  son  expression  en  «?-,  qui  est 

Je  forme  le  premier  terme  directement  et  je  calcule  les  autres  par  b 
Tables  ordinaires  de  logarithmes  à  sept  décimales  ;  les  deux  suivants 
sont  seuls  sensibles.  J'obtiens  ain«[ 

|.  éf* = o,oo3;i4  3862 1 
1  ^  =  0,0000052613 
-J^  ««=20,0000000171     ^ 


•^.. 


Donc  <  =0,0082491405       log  s =3,5 117685 

ou,  en  fraction  ordinaire,     s  =: >• 

307,774 

167.  Le  demi-axe  polaire  b  est  lié  au  demi-grand  axe  par  la 
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relation  convenue,  page  i83, 

b  =z  a  —  as; 

avec  les  valeurs  précédentes  de  a,  loga  et  log  s,  on  trouve 

as  =  loGSi'^'jiSg, 
donc 

b  =  3271985'^, 329 —  io63i'^,i39=  3261354''',  19. 

D'après  cette  évaluation,  le  rayon  de  Téquateur  terrestre  n'excéde- 
rait le  rayon  mené  au  pôle  que  d^environ  cinq  lieues  communes  et 
trois  dixièmes,  anciennes  mesures,  en  faisant  chaque  lieue  de 
2  000  toises. 

168.  Nous  pouvons  maintenant  calculer  la  valeur  générale  de 
log  D(^)  dans  notre  ellipse,  d'après  les  expressions  établies 
page  202.  Pour  cela,  nous  formerons  d'abord  la  partie  constante 


logfl— logf 


1  •  Or,  nous  avons 

u    j 


logfl  =  6,5i48i  13477 
log  (•^1  =  1,7581226324 

donc  log-«  —  log  [— ")  =  4 ,  75668  87 1 53 

Nous  avons  trouvé  déjà,  page  207, 

fi[e^'\-\e^  -{-^kc^  +  ^ke»,  .  .)  =0,0028267626. 
D'après  ce  qui  a  été  démontré  page  2o3 ,  si  l'on  retranche  cette 
somme  de  la  partie  constante,  on  aura  logD^**^;  ajoutant,  au  con- 
traire, sa  moitié  à  celte  même  partie,  on  aura  log  D^°^  On  trouvera 
ainsi 

logD(°)  =  4,75386  19527,  logD^*'^^  4,7581020966. 

T.    III,  l4 
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De  là  on  tire 

Longueur  du  degré'équatorial en  toises.  D^   =56^36'' ,42 

Longueur  du  degréipolaire  en  toises. . .  D^   =5']2^'^,oè 
Excès  du  degré  polaire  sur  l'équatorial .  556*^,44 

Et  ensuite  généralement,  pour  une  distance  polaire  quelconque, 
logD(o)  =4,^^5386  19527  + 1^  (e^cos^^-h  i^cos^  rf+|^  cos^i+j^cos'^. 

169.  Comme  exemple  de  cette  évaluation,  et  aussi  pour  en  ap- 
précier la  justesse,  je  l'emploierai  à  la  détermination  de  la  lon- 
gueur du  degré,  mesuré  dans  l'Inde  par  le  colonel  Lambton. 
L'unique  donnée  nécessaire  pour  le  calcul  sera  la  distance  po- 
laire d  qui,  d'après  notre  tableau  de  la  page  181 ,  est 

d=T]0^Y3g"; 
d'où  l'on  tire 

logcos'^=  2,73334  76. 

Ce  logarithme,  combiné  avec  ceux  de  ^  et  de  e\  qui  sont  déjà 
connus,  donne,  pour  les  deux  premiers  termes  correctifs  qui  sont 

seuls  sensibles, 

{ke^cos^d=  0,0001992120 

I X-  -  cos*  rf  =  G ,  00000  oo3o4 

2 


Somme  de  termes  correctifs,  additive  0,00019  92424 

Cette  somme  étant  ajoutée  à  la  partie  constante  delogD(°^  il  en 
résulte,  à  la  distance  polaire  assignée, 

logD(«)  =  4,75406  1 1951,        DC«)=  5676^^^45  calculé. 
On  a,  par  notre  tableau..  .    D(**)=:  56762*^,30  mesuré. 
Excès  du  calcul. ...  -f-  o"^,  i5 

Il  est  impossible  de  répondre  d'une  différence  de  cet  ordre.  Pour 
la  faire  disparsutre,  il  suffirait  d'appliquer  la  petite  correction 
soustractive  —  o",oi5  à  l'amplitude  astronomique  de  l'arc  me- 


i 
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suré,  laquelle  était  de  1^34^56'^  daq&l^opérâtion  du  colonel  Lamb- 
ton.  Or,  les  observations  faîtes  cived -fes  meilleurs  instruments  et 
les  soins  les  plus  minutieux,  comportent  des  erreurs  bien  plus 
grandes  que  cette  limite  (^). 

{*)  Gomme  on  a  sans  cesse  besoin  d^évaluer  ainsi  les  différences  de  lon- 
gueur des  ûsçtésy  en  différences  correspondantes  qu'elles  supposeraient  dans 
Tobservation  des  amplitudes  astronomiques  ou  géodésiques  d^oû  on  les  a 
déduits,  pour  se  faire  une  idée  exacte  de  leur  importance,  il  conTient  de  ré- 
duire cette  évaluation  en  formule. 

Soient  A  Pamplitude  de  Tare  observé  exprimée  en  toises,  N  le  nombre  de 

secondes  sexagésimales  que  contient  son  amplitude  astronomique  observée  ; 

D(())  la  longueur  du  degré  sexagésimal  qu^on  déduit  de  ces  données  réunies. 

On  aura  évidemment  : 

36ooA 

TV 

(O) 

Soit  maintenant  D     le  degré  correspondant  à  la  même  distance  polaire 

moyenne,  qui  est  obtenu  théoriquement,  et  nommons  x  le  nombre  de  se- 
condes sexagésimales  dont  il  faudrait  augmenter  N  pour  le  conclure  tel  de 
la  même  amplitude  A.  On  aura  pareillement 

^(o)  _  36ooA 
Divisant  la  première  égalité  par  la  seconde ,  il  en  résulte 

=  — ^  7  consequemment         jr  =  N I 

N  D^^  \        d'°^ 

«  .  \  c 

L'évaluation  de  x  se  fera  très-aisément  par  logarithmes.  Ici, par  exemple, 
nousavonsD  —D^  =— o^,i5et  N=56g6''.QuantàD^  ,  son  logarithme 
est  déjà  trouvé.  Le  calcul  s^effectuera  donc  comme  il  suit  : 

log  o  ,  i5  =  1,1760913  — 
log  N  =  3,7555700 

2,93i66i3  — 

(O) 

logD^    =^,'^^0611 


logx=  2,1766001  — ,        ce  qui  donne        x  =  —  o",oi5oi7. 

Cest-à-dire  que,  pour  obtenir  une  augmentation  de  o''^,i5dans  la  longueur 

i4*' 
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170.  Je  vais  faire  un  calcul  pareil  pour  les  deux  autres  arcs  de 
noire  tableau  de  la  page  i8i,  qui  ont  été  mesurés  au  nord  des 
limites  de  distance  polaire  que  nos  données  embrassent.  Je  consi- 
dère d'abord  celui  d'Angleterre,  pour  lequel  on  a 

d  z=z  Z']^5']%o"y         \o^co^^dz=.  1,7935246. 

Avec  cet  élément  et  la  valeur  précédente  de  e',  je  trouve 

I  k  e^  cos*  rf  =  G ,  00262  7 1 933 


e' 


\k  - cos*  d  =.  o ,00000 52976 
\k-  cos®  1/  =  o ,  00000  00 142 

(o)  ■ 

Somme  additive  à  log  D     0,00268  25o5i 


du  degré  qui  se  déddit  de  Pamplitude  A,  il  faudrait  diminuer  FampUtude 
astronomique  do  cette  quantité.  En  opérant  de  même  dans  tous  les  cas 
pareils,  on  obtiendra  la  valeur  et  le  signe  de  la  correction  x,  exprimée  en 
secondes  de  degré  sexagésimal. 

Si  Ton  voulait  opérer  Paccord  de  Pobserration  et  du  calcul  en  altérant 
Tamplitudo  géodésique  A  et  laissant  Tamplitude  astronomique  la  même,  il 
faudrait  supposer  que  A  devient  A+a,  N  restant  constant.  Alors  a  deyrait 
être  tel  que  Ton  eût  Tégalité 

(O)  _  36oo(AH-fl) 
*    -  N         ' 

et,  en  divisant  celle-ci  par  la  première,  qui  avait  donné  0(o>  pour  Pamplitude 
A,  on  en  tirera 

A-t-a         « 

.  ■  =  grjr  1         consequenrment 

Alors  a  sera  exprimé  en  unités  linéaires  de  même  aspèce  que  A,  et  Ton  voit 

que  son  signe  serait  toujours  contraire  h  celui  de  la  correction  x,  quUl  feu- 

drait  appliquer  Pamplitude  astronomique  pour  produire  le  même  accord.  On 

A  N 

pourrait  encore  éliminer  .^     ■  par  sa  valeur  âfi^**"^®  de  la  première  éga 

lité ,  ce  qui  donnerait 


=C- 


N. 


36oo      / 
et  cette  seconde  expression  donnerait  la  même  valeur  de  a  que  la  précédente. 
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ce  qui  donne,  pour  la  distance  polaire  désignée  , 

logDC«)  =4,7564944578.         D(°)=  57081^,37  calculé. 
On  a,  par  notre  tableau. . .    D(«)  =  57066"^, 06  mesuré 
Donc,  excès  du  calcul.  . .  +  i5'^,3i 

L'amplitude  astronomique  de  Tare  total  mesuré  par  le  colonel 
Mudge  était  de  2»5o'23'',35.  Pour  faire  disparaître  la  différence 
indiquée,  il  faudrait  la  diminuer  de  2'',  74.  Cette  correction,  quoi- 
que un  peu  forte,  n'est  pas  inadmissible,  car  les  mesures  de  l'am- 
plitude conclues  par  les  distances  zénithales  d'étoiles  différentes 
présentaient  des  différences  qui  s'élevaient  jusqu'à  4". 

171.  Considérons  enfin  l'arc  de  Laponie,  et  déduisons- le  de  la 
raéme  formule.  Pour  cela,  on  a 

d  =  23°39'5o",        log  cos^d  =  T ,  9237 1 1  a. 
Avec  cette  donnée,  on  trouve 

I A  c^cos'  d  =  Oy  00354  55 1 23 


3  '  *• 


y  iî  -  COS*  d=z  Oy  00000  96483 


|A-t:  cos®f/=  0,00000  oo35o 


Somme  additive  à  log  D^    o ,  oo355  5 1 926 

Ce  qui  donne,  pour  la  distance  polaire  désignée, 

logD(°)  =  4,75741  71483.         D(°)  =  57202^,78  calculé. 
On  a,  par  notre  tableau. . .     D(°)  =  57196'^,  16  mesuré. 

Donc,  excès  du  calcul.  .  .  4-6*^,62 

L'amplitude  totale  de  l'arc  observé  était  de  i*'37' i9",57.  Pour 
faire  disparaître  Texcès  donné  par  le  calcul  théorique,  il  faudrait  la 
diminuer  de  o",676,  et  M.  Swanberg  ne  pouvait  pas  répondre 
d'une  si  petite  quantité  avec  le  cercle  répétiteur  dont  il  faisait 
usage,  surtout  comme  on  l'employait  alors. 

172.  On  voit  donc  qu'à  juger  par  les  épreuves  précédentes,  Tel- 
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lipse  déduite  du  degré  du  Pérou,  combinée  avec  le  degré  moyen  de 
France  et  d'Espagne,  reproduirait  généralement  les  longueurs  des 
degrés  depuis  Téquateur  jusqu'au  pôle,  dans  des  limites  d'écart  qui 
n'excéderaient  pas  l'étendue  des  erreurs  possibles  des  observations 
d'où  ils  sont  conclus.  Nous  reconnaîtrons  toutefois ,  un  peu  plus 
loin,  que  l'exactitude  de  cette  représentation  est  très-loin  d'être 
partout  aussi  parfaite,  et  que  la  forme  du  sphéroïde  terrestre  s'eo 
écarte  notablement  en  certaines  localités.  Mais ,  avant  de  passer  à 
ces  comparaisons  définitives,  il  sera  bon  de  voir  quelle  ellipse 
nous  aurions  trouvée  si ,  au  lieu  de  combiner  le  degré  moyen  de 
France  et  d'Espagne  avec  celui  du  Pérou,  nous  l'avions  combiné 
immédiatement  avec  celui  de  Laponie,  dont  il  reproduit  si  ap- 
proximativement la  longueur  mesurée.  Gela  nous  montrera  l'éten- 
due des  variations  que  subissent  le  demi-grand  axe  a,  et  le  carré 
de  l'excentricité  ^',  lorsqu'on  les  conclut  de  données  aussi  peu  dif- 
férentes ;  et ,  par  leur  plus  ou  moins  de  stabilité,  nous  apprécie- 
rons la  confiance  numérique  qu'on  peut  accorder  à  leurs  valeurs 
absolues. 

175.  Gomme  ces  calculs  sont  exactement  pareils  à  ceux  que 
nous  avons  effectués  dans  la  précédette  combinaison ,  je  les  expo- 
serai beaucoup  plus  brièvement.  Ici,  d'après  notre  tableau  delà 
page  i8i,  les  données  seront  : 

Degré  moyen  de  France  et  d'Espagne, 

Dj°^=  57024^,64,     ^.=:  43«5i'54";   logcos'^,  =  7,7158398. 

•• 

D^ré  de  Laponie , 

(o)  — 

D,   =57196'^, 16,     rf,=  23"3g'5o";     logcos^rf,  =  1,9287110 
De  là  je  tire  d'abord 

H^^'~57i^,!6'  f*=o.oo299  88027;     log(x=3,47694j9- 

Avec  cette  valeur  de  p,  je  forme  la  somme  2 ,  et  je  trouve 
2=0,0020002028;  log  2  =  3,8010789. 
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Avec  ces  nombres ,  et  les  valeurs  données  des  distances  polaires 
r/j,  diy  je  conclus 

0,0020002023  c   /     f  1       7      ô      £*  00 

^=Mi^l377^  =  *''°^^^'9^'°'    >°g<^=  3,795738.. 

Cette  valeur  de  e^  se  trouve  ainsi  un  peu  plus  faible  que  par  la 
combinaison  précédente.  Pour  en  vérifier  l'exactitude  numérique, 
je  calcule  successivement  log  a,  en  Tassociant  à  chacun  des  deux 
degrés  employés  ici  comme  données^  et  j'obtiens  deux  évaluations 
qui  diffèrent  seulement  de  quatre  unités  sur  la  dixième  décimale 
logarithmique.  Négligeant  donc  cette  différence,  je  prends  leur 
moyenne,  et  j'ai 

log«  =6,5147800106, 

ce  qui  donne  a  =  32']i']^Q^y2^3 

£n  combinant  le  même  degré  moyen 
de  France  et  d'Espagne,  avec 
celui  du  Pérou,  nous  avons 
trouvé a  =z  827 1985^,329 

Excès  de  la  première  évaluation. . . .  236'^,o86 

Le  demi-axe  équatorial  se  trouve  donc  ici  un  peu  plus  court. 
Mais  la  différence  est  bien  petite  sur  une  si  grande  longueur.  Avec 
la  valeur  que  nous  venons  d'obtenir  ici  pour  c%  je  cherche  l'apla- 
tissement 8 ,  et  je  trouve 

e  =  o,oo3i288732=:-3yj^,;     log  «  =  3,4953879. 

Cet  aplatissement  est  un  peu  plus  faible  que  la  combinaison  pré- 
cédente ne  l'avait  donné ,  comme  la  moindre  valeur  de  é'  devait  le 
faire  prévoir.  En  le  combinant  avec  la  valeur  moyenne  de  log  <?, 
obtenue  tout  à  l'heure,  on  en  conclut 

«  e  =      I  o236'^,87 
Et  puisqu'on  a  trouvé a    z=z32']i']^g^y2^ 

il  en  résulte b    =  326i5i 2*^,37 

Le  demi-axe  polaire  b  se  trouve  donc  ici  un  peu  plus  grand  que 
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dans  la  première  combinaison ,  tandis  que  le  demi-axe  éqaatomljj 
a  été  trouvé  un  peu  moins.  C'est  une  conséquence  decequerapli-j 
tissement  s  est  ici  plus  faible  qu'il  n'était  alors.  Mais,  par  la  nia-| 
nière  dont  ces  valeurs  s'obtiennent,  on  conçoit  combien  il  est  facii 
qu'elles  présentent  de  pareilles  discordances. 

174.  Avec  les  valeurs  de  log  a  et  de  é^  ainsi  obtenues,  jc| 
trouve  : 

log  a  — log  ( 1  =  4>75665  78782, 

^|e'+T^-f-i^-l-7<?". . .  I  =  0,027 1 39664 . 

Ces  nombres  étant  combinés  selon  la  règle  de  la  page  2o3J 
et  appliquées  comme  dans  la  page  209^  donnent 

logDi'^=4,7539434ii8,         logD^*'^^  4,75801 436i4; 

et  par  suite 

Longueur  du  degré  équatorial  en  toises.  D^°^  =  56747^»^^ 
Longueur  du  degré  polaire  en  toises. . .   D^**^  =  57281*^,49^     ! 

Excès  du  degré  polaire  surl'équatorial .  SZi^^^v] 

de  là  on  tire ,  pour  une  distance  polaire  quelconque, 
logD(°)  =4,75394341  i84-|it{^cos'^-hjc<cos*^-h|e«cos«flr-+-7^cos'rf. 

Ce  nouveau  degré  équatorial  surpasse  de  10*^,644  celui  que  nous 
avions  obtenu  par  la  combinaison  de  l'arc  du  Pérou  avec  l'arc 
moyen  de  France  et  d'Espagne.  Le  degré  polaire,  au  contraire, 
est  moindre  de  1 1*^,672  que  celui  que  la  même  combinaison  nous 
avait  donné.  Les  deux  calculs  reposent  d'ailleurs  sur  une  donnée 
commune ,  qui  est  l'arc  moyen  de  France  et  d'Espagne.  Or,  les 
deux  écarts  ici  obtenus  répondent  respectivement  à  des  diffé- 
rences de  o",675  et  0^,727  dans  les  amplitudes  astronomiques  de 
l'arc  de  1°,  qui  seraient  mesurées  à  l'une  et  à  l'autre  de  ces  dis- 
tances polaires  ;  et  l'on  répondrait  difficilement  de  pareilles  quan- 
tités sur  la  mesure  pratique  de  ces  amplitudes,  aux  époques  oii 


.^ 
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elles  ont  été  obtenues.  Nous  pouvons  donc  en  conclure  que  ces 
deux  combinaisons  représenteraient  la  partie  régulière  de  l'ellipse 
terrestre  avec  une  approximation  à  peu  près  également  admissible. 
Cependant  elles  donnent  des  valeurs  de  é^  et  de  s  notablement  dif- 
férentes, puisque  nous  trouvons  : 

Par  le  degré  du  Pérou ,  combiné  avec  le  degré  moyen  de  France 
et  d'Espagne , 

^'  =  0,0064877239;      6  =  0,0032491405  =  3-5Yr7T4- 

Par  le  degré  de  Laponie  combiné  avec  le  même  degré  moyen , 
^'  =  0,00624  79570;     s  =  0,0031288732=  3P7-g-^yj7. 

Ceci  nous  apprend  donc  que,  dans  l'état  où  se  trouvaient  les  obser- 
vations astronomiques  et  les  opérations  géodésiques ,  lorsque  Ton 
a  fait  ces  diverses  mesures  de  degrés  terrestres,  on  ne  peut  pas 
répondre  de  la  quatrième  décimale  sur  l'évaluation  de  c'  ou  de 
l'aplatissement  s. 

17S.  Les  déterminations  précédentes  nous  donnent  ainsi  ce  que 
l'on  pourrait  appeler  la  partie  régulière  de  l'ellipsoïde  terrestre , 
telle  que  peuvent  la  fournir  les  éléments  employés  dans  le  calcul. 
Mais,  en  appliquant  ces  résultats  aux  degrés  qui  ont  été  mesurés 
dans  certaines  localités ,  on  y  découvre  des  écarts  trop  considé- 
rables pour  qu'on  puisse  les  attribuer  aux  erreurs  des  observations. 
De  sorte  qu'il  faut  nécessairement  y  voir  des  irrégularités  réelles, 
qïii  rendent  la  forme  du  sphéroïde  terrestre  occasionnellement 
différente  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dans  les  lieux  dont  il 
s'agit. 

Ces  irrégularités  sont  surtout  manifestes  en  Europe,  vei*s  le 
45*  degré  de  distance  polaire ,  où  les  longueurs  du  pendule  s'écar- 
tent aussi  le  plus  notablement  d'une  loi  de  variation  continue, 
comme  je  l'ai  fait  remarquer  dans  le  tome  II,  page  47 2.  C'est 
pourquoi,  le  degré  moyen  qui  répond  à  peu  près  à  cette  distance 
polaire  étant  un  élément  commun  aux  deux  combinaisons  que  nous 
venons  d'effectuer,  on  peut  indifféremment  employer  Tellipse  ré- 
gulière déduite  de  l'une  ou  de  l'autre ,  pour  l'appliquer  à  ces  éva- 
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luations  locales.  J'y  emploierai ,  en  conséquence,  celle  qui  résulte 
de  Tare  moyen  d'Espagne  et  de  France ,  combiné  avec  celui  du 
Pérou,  laquelle  donne,  en  général ,  pour  la  longueur  d'un  degré 
quelconque  en  toises , 

log  D(«)=r4,75386 19527+ 1^  |e'cos^^-+-^*cos^e/+je«cos«^-hycos' (/...( 

expression  dans  laquelle  il  faut  faire 

log|/  ==  7,81887  55703 ,     et  loge^=  3,8120924. 

176.  J'appliquerai  d'abord  cette  formule  à  l'évaluation  du  de- 
gré moyen  mesuré  entre  Evaux  et  Carcassonne ,  parce  que  c'est, 
dans  l'arc  de  France,  celui  qui  parait  le  plus  s'écarter  de  la  loi  gé- 
nérale. D'après  notre  tableau  A  de  la  page  1 7g ,  l'unique  donnée 
à  prendre  pour  élément  du  calcul  est  la  distance  polaire  moyenne 

^  =  45*'i8'ii'',58,      cequi  donne    \oQcos^d=  1,6943488. 

Avec  ces  éléments  je  trouve 
log  D(°)  =  4,57386  19527 -h  0,0020941831  =  4,7559561358; 

d'où  l'on  tire D^*"^  =     57010^,66  calcule. 

Or,  notre  tableau  de  la  page  1 79 
donne,  à  cette  même  dis- 
tance polaire D(®)  =r     56977*^^,36  mesuré. 

Donc,  excès  de  la  mesure  sur  le 
calcul D(°)— D^^  =  —      33^,3o 

L'amplitude  astronomique  de  l'arc  mesuré  était  2^  57'  ^S'^fH) 
ainsi  que  le  rapporte  Delambre,  Base  du  système  métriquC) 
tome  III,  page 549.  Pour  faire  disparaître  l'écart,  il  faudrait  la  dimi- 
nuer de  6^,2895,  d'après  la  formule  rapportée  dans  la  note  delà 
page  211.  Une  si  grande  erreur  n'est  pas  absolument  impossible 
avec  les  instruments  et  le  mode  d'observation  qu'on  employait 
alors.  Mais  elle  est  peu  vraisemblable,  et  il  y  a  lieu  de  présumer  que 
l'écart  obtenu  est ,  au  rfloins  en  partie,  l'effet  d'une  irrégularité 
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réelle  propre  à  cette  localité.  Si  Ton  voulait  établir  Taccord  en  alté- 
rant Tamplitude  géodésique,  il  faudrait,  d'après  la  même  formule, 
l'augmenter  de  99*^,606,  ce  qui  est  encore  moins  supposable. 

177.  Voici  un  autre  exemple  qui  n'offrira  pas  de  doute.  Il 
s'offre  dans  le  voisinage  de  Turin,  sur  la  portion  de  Tare  méridien 
qui  s'étend  entre  Andrate  et  Mondovi.  Une  première  mesure  avait 
été  faite,  en  1  «y 62  et  1 768 ,  dans  cette  localité,  par  le  père  Becca- 
ria ,  et  le  résultat  semblait  s'écarter  considérablement  de  l'ellipse 
moyenne  propre  à  cette  portion  de  l'Europe.  Mais  on  pouvait  lé- 
gitimement mettre  en  doute  l'exactitude  de  l'opération ,  ce  qu'une 
vérification  effective  a  depuis  confirmé.  MM.  Carlîni  et  Plana,  as- 
tronomes de  Turin,  l'ont  recommencée,  tant  pour  la  partie  astro- 
nomique que  pour  la  partie  géodésique,  avec  toutes  les  recherches 
de  précision  que  l'on  pouvait  attendre  de  leur  habileté  et  des 
excellents  instruments  qu'ils  ont  mis  en  usage.  Ils  ont  obtenu  les 
résultats  suivants,  que  j'extrais  de  l'ouvrage  de  M.  Plana  intitulé  : 
Mesure  d'un  arc  du  parallèle  moyen,  tome  II,  pages  346  et  sui- 
vantes : 

Longueur  totale  en  toises  de  l'arc  méridien  compris  entre  les 
stations  d' Andrate  et  de  Mondovi 64849*^,  8 

Amplitude  astronomique  de  l'arc,  observée. . .  1"  7'  27" 

Distance  du  pôle  au  zénith  au  milieu  de  l'arc, 
conclue  de  la  moyenne  entre  les  observa- 
tions faites  aux  deux  stations  extrêmes.  . . .       d=^5°  2'  3i" 

De  là  on  tire  proportionnellement  la  longueur 
(lu  degré  sexagésimal  pour  cette  distance  po- 
laire    D^®^  =  57687''',  o 

Maintenant  la  valeur  assignée  de  la  distance  polaire  moyenne  donne 

log  cos'  d=:i  ,6983336; 

et  en  introduisant  cet  élément  avec  e"^  dans  notre  expression  géné- 
'ale  des  degrés,  on  trouve 

logD(")=:  4,75386  19527-4-0,002  M  35179-=  4,75597  54706; 
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d'où  l'on  tire D^    =     6701 3''',  2o4  calculé. 

Or,  par  les  observations 
de  MM.  Carlini  et 
Plana,  nous  avons. . .  D(")=     57687"^, 000 observé. 


Donc,  excès  de  la  mesure 

sur  le  calcul ...     D(°)  —  Dp    =4-     673*^,  796 

Pour  faire  disparaître  cette  différence,  il  faudrait,  d'après  la  for- 
mule de  la  page  2 1 1  (note),  augmenter  Tamplitude  astronomique 
de  47">828,  ou  diminuer  Tamplitude  géodésique  de  757*^,46'  Ces 
deux  corrections  sont  également  inadmissibles,  dans  une  opération 
qui  a  été  faite  par  des  astronomes  habiles,  avec  le  soupçon  d'une  pre- 
mière erreur  ou  d'une  anomalie  réelle ,  et  avec  les  plus  grandes  re- 
cherches de  précision.  Il  faut  donc  en  conclure  que,  dans  la  localité 
dont  il  s'agit,  le  sphéroïde  terrestre  s'écarte  considérablement  de  la 
forme  elliptique  dont  il  approche  généralement  dans  son  ensemble. 
On  a  vu  dans  le  tome  II,  page  483,  que  les  longueurs  du  pendale 
mesurées  depuis  Bordeaux  jusqu'à  Fiume,  sur  ce  même  parallèle  de 
45  degrés,  s* écartent  aussi  beaucoup  de  la  constance  qu'elles  au- 
raient sur  un  sphéroïde  de  révolution ,  ayant  à  l'intérieur  une 
constitution  uniforme  sur  un  même  méridien.  De  telles  inégalités 
n'ont  rien  qui  doive  surprendre  si  l'on  considère  les  grandes  mo- 
difications physiques  que  les  couches  extérieures  de  la  terre  ont 
subies  partiellement  à  diverses  époques ,  et  qui  continuent  encore 
de  s'opérer  avec  lenteur  de  notre  temps  même,  puisque  certaines 
portions  des  continents  terrestres  paraissent  s'élever  graduelle- 
ment et  d'autres  s'abaisser. 

Quoique  les  deux  combinaisons  que  nous  venons  d'employer 
pour  déterminer  les  éléments  de  l'ellipse  terrestre  nous  aient  con- 
duits à  des  résultats  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  des  quan- 
tités si  petites,  que  l'on  ne  saurait  en  répondre  dans  des  opérations 
pratiquement  effectuées,  on  peut  espérer  d'obtenir  une  évaluation, 
sinon  certainement  plus  exacte  ,  du  moins  plus  digne  encore  de 
conQance,  en  prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs 
qu'elles  nous  ont  données  pour  les  éléments  déterminalifslog^' 
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et  S.  Je  forme  ainsi  le  tableau  suivant  qui,  d'après  le  système  de 
données  combinées,  présente  les  dimensions  en  moyennes  du  sphé- 
roïde terrestre  considéré  comme  un  ellipsoïde  de  révolution,  en 
faisant  abstraction  de  ses  irrégularités  locales.  Les  longueurs  y  sont 
exprimées  en  toises  de  l'Académie,  qui  a  servi  primitivement  d'éta- 
lon commun  à  toutes  les  mesures.  Elle  était  en  fer,  et  elle  est  censée 
rapportée  à  la  température  de  i6**|du  thermomètre  centésimal. 

Demi-axe  cquatorîal , 

a  =  327 1867''^,  28;        ^^%^  =  6,514795678g. 

Aplatissement, 

s  =  o,oo3 1890085;         loge=  3,5o36554 

I 


ou 
Carrédel'excentricité , 


3i3,77 


ë^  =z  0,006367843g;       loge*  =  3,8o39g24. 

Excès  du  demi-axe  équatorial  sur  le  demi-axe  polaire , 
«6=10434,01;  logas=  4>Oï845ii3io. 

Demi-axe  polaire , 

b  =z  3261433,27;        log^  =  6,5134*^84971. 

Avec  ces  éléments  moyens,  je  réduis  en  nombres  l'expression  dé- 
veloppée d'un  degré  quelconque ,  qui ,  d'après  la  page  197,  est 

^==^a(i~e*)(i-^4e*cos^c?+-4^c<cos<^-hTl^'cos«éf-h-H|e8cos»e/...). 

Le  coefficient  commun  se  calcule  d'abord  par  parties,  de  la  ma- 
nière suivante  : 
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log«  =  6,5 1 479  56789 

log z=:  1,75812  26824 


log  (^a)  =  4,75667  So465  ^a  =  57104^,8568 

log  c^  =  3,80899  24  ^ae'=     363T,é3^7 


log  (  -^  ae^  j  =  2,56o66  54         ~^^  ('  —  ^^)  =  56741^2221 

et ,  en  achevant  le  calcul  des  termes  suivants  avec  ce  coefficient 
commun,  on  trouve  généralement 

D(")=5674iT,224- 541^,986 cos»éf-f-4T,3i4i  cos*^/ 

-h  0*^^,03205  cos®rf  -h  ©'^,0002296  cos'^. 

C'est  la  série  que  j'ai  annoncée  dans  la  page  198,  et  Ton  voit  qu'il 
suffira  toujours  d'évaluer  ses  deux  premiers  termes,  pour  dé- 
passer les  limites  accessibles  à  l'expérience.  J'emploierai  désor- 
mais ces  résultats  moyens  dans  tous  les  calculs  d'a{^\icfitipn  (pie 
nous  aurons  ultérieurement  à  effectuer. 

178.  Je  joindrai  ici  l'expression  du  logarithme  de  la  normale >, 
limitée  à  l'axe  polaire,  parce  que  l'on  en  a  un  continuel  besoin 
dans  les  applications.  Nous  savons  que  l'expression  de  cette  nor- 
male est 

a 

N= ;, 

(i  — é^cos'dy 
on  aura  donc 

log  N=log a -f- - {e^ cos' d-\-{e^  cos*  d-\-\€^ ces®  d.  . .). 

Il  faudra  limiter  Iç  nombre  de  termes  de  cette  série  selon  le  nombre 
de  chiffres  décimaux  que  l'on  voudra  obtenir  dans  logN.  Le  tableau 
ci-dessus  fournira  toutes  les  constantes  de  ce  calcul  en  y  ajoutant 
la  valeur  de  log  y  ^,  qui  est 

log^  X^  =  1 ,3267543156. 
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NOTE 

AFFÉRENTE    A    LA    PAGE  l88. 

Sur  la  dés^eloppée  de  V ellipse,  et  sur  ses  rayons 

oscillateurs. 

Pour  préciser  les  considérations  exposées  dans  le  §  1^,  je  joins  ici  quel- 
ques détails  analytiques ,  qise  je  tire  des  formules  démontrées  par  Lacroix 
dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  tome  l®"^,  page  44^. 

1.  Rapportons  l'ellipse  à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  x,x , 
comptées  à  partir  de  son  centre,^.  32,  dont  la  première  se  prenne  sur 
l'axe  a  positivement  vers  A ,  la  seconde  sur  Taxe  b  positivement  vers  V. 
L'équation  de  cette  courbe  sera 


aV+6*x»=a**». 

De  là  on 

tire  les  coefficients  différentiels 

dx 

fc'ar                d^x 
a^y        '       dx^ 

b" 

£n  les  substituant  dans   Texpression  du  rayon    osculateur  que  Lacroi^c 
nomme  */,  on  trouve  comme  lui,  page  45 1, 


Aux  sommets  de  Taxe  polaire  PP, ,  x=  o  et^  =  d:  &  ;  on  a  donc  alors 

Aux  sommets  de  Vaxe  équatorial  AA»  ,r=oetx  =  d:fl;ona  donc  alors 

—  El*''  — El 
'^  "^ a*  b*"" a  ' 

Dans  chaque  cas  le  rayon  y  doit,  par  définition,  être  porté  sur  la  normale 
du  point  considéré,  à  partir  de  ce  point  intérieurement  à  la  courbe.  C'est 
pourquoi  je  ne  lui  attribue  pas  de  signe  propre.  Les  valeurs  que  ces  expres- 
sions lui  attribuent  sont  conformes  aux  énoncés  que  j'ai  donnés  dans  le 
texte. 

2.  Lorsqu'on  substitue  les  mêmes  coefficients  différentiels  dans  les  ex- 
pressions des  coordonnées  rectangulaires  du  centre  d'osculation  que  Lacroix 
nomme  a  et  j3  à  la  page  citéo)  en  les  pronant,<comme  lui,  parallèles  aux  r,^. 
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et  les  comptant  aussi  du  centre  O,  celte  substitution  donne 

et  en  faisant,  comme  dans  le  texte^ 

e«  =  (flz:iL),     d'où     fc«  =  a»(i  — O, 
a' 

elles  deviennent 

Sous  cette  forme  simple,  on  voit  que,  pour  chaque  point  de  Tellipsedont 
les  coordonnées  sont  a:,  r?  les  deux  coordonnées  a,  j3  du  centre  d'osculalion 
décroissent  simultanément  avec  l'excentricité  dont  le  carré  est  représenlé 
par  e*.  Enfin  elles  deviennent  nulles  quand  e  est  nul ,  c'est-à-dire  quand 
l'ellipse  devient  un  cercle,  auquel  cas  les  centres  d'osculation ,  après  s'être 
rapprochés  progressivement  du  centre  O,  finissent  par  coïncider  toas 
avec  lui. 

5.  En  éliminant  b*  de  l'équation  do  l'ellipse  par  son  expression  en  e\ 
cette  équation  devient 

(2)  ^*_f-  (i— e«)r«  =  a*(i  —e»). 

Prenez  les  valeurs  de  x  et  de  ^  en  a  et  /3,  puis  substituez -les  dans  celle-ci, 
vous  aurez  le  lieu  général  des  centres  d'osculation,  c'est-à-dire  Vé^uation 
de  la  développée;  et  après  la  suppression  des  facteurs  qui  seront  communs 
aux  deux  membres ,  vous  trouverez  pour  résultat 

(^^  V^»  (i  —  e*)  -f-  ^  =  V^  e*. 

Cette  équation  comprend  les  quatre  branches  de  la  développée  qui  corres- 
pondent aux  quatre  quadrants  de  l'ellipse^et  qui  sont  toutes  pareilles  à  celle 
qu'on  a  tracée  dans  la^.  Sa  pour  le  quadrant  à  coordonnées  posîti?esPA. 
Cherchons  par  exemple  les  points  où  la  courbe  coupe  l'axe  équatorialdes^- 
Pour  cela  il  faudra  faire  /3  =  o.  Alors  l'équation  donne 

a 

Il  y  a  donc  pour  ce  cas  deux  valeurs  de  l'abscisse  a ,  lesquelles  sont 

&«  b* 

a,  =  a ,  a-  =  — aH • 

a  'a 

La  première  répond  au  point  qui  est  désigné  par  C*  dans  la^.  Sa,  et  la 
seconde  à  son  homologue  Ca/  ,  situé  symétriquement  de  l'autre  côté  àa 
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centre  0.  Ces  valeurs  s'accordent  à  donner  —    pour   U   longueur  du   rayon 

osculateur  aux  deux  sommets  A.,  A|  de  Tellipse  ,  comme  nous  Pavions  déjà 
trouvé  directement. 

Chercbons  de  même  le  point  où  la  développée  coupe  Taxe  polaire  des  y. 
Alors  il  faut  faire  a  nul ,  et  Péquation  donne 

)/i-e^  h 

d'où  résultent  ces  deux  valeurs 

a"  a* 

a  étant  supposé  plus  grand  que  h  dans  la^.  3a ,  la  seconde  racine  /S,  y  est 
oégative.  Elle  répond  au  point  désigné  par  C,,.  C'est  le  centre  d^osculation 
du  sommet  P.  La  première  racine,  au  contraire,  est  positive.  Elle  répond  au 
point^homologue  désigné  par  C^^  qui  est  le  centre  d'osculation  du'sommet 
inférieur P|.  Ces  résultats  reproduisent  encore  ceux  que  nous  avions  trouvés 
directement  pour  les  rayons  d'osculation  aux  sommets  P,  P.. 

On  trouvera  de  même  tous  les  autres  points  des  quatre  branches  de  la 
développée  qui  correspondent  aux  quatre  quadrants  de  Pellipse ,  en  attri- 
buant à  leurs  abscisses  a,  ou  à  leurs  ordonnées  /3,  les  valeurs,  soit  positives, 
soit  négatives ,  pour  lesquelles  on  veut  les  déterminer. 

4.  Maintenant ,  pour  donner  à  Pexpression  du  rayon  osculateur  y  la  forme 
rapportée  dans  le  texte,  reproduisons,^.  34  9  une  ellipse  pareille  à  celle  de  la 
ji§.  3a,  afin  de  no  pas  compliquer  celle-ci.  En  un  point  quelconque  M  de  cette 
courbe,  menez  une  normale  MN  terminée  à  Taxe  5.  On  démontre,  dans  les 
éléments  de  géométrie  analytique,  qu'elle  coupe  cet  axe  sous  un  angle  MNP, 
ou  d,  tel  qu'on  a 

cela  se  voit,  en  effet,  immédiatement,  d'après  la  valeur  du  coefficient  diffé- 

dy 
rentiel  -j-  rapportée  plus  haut. 
dx 

Tirez j"  en  x  de  cette  expression,  et  substituez-le  dans  l'équation  de  Tel- 

Hpse  mise  sous  la  forme 

il  en  résultera 

,        rt'sin**/ 
I — e*cos*<i 


et,  par  suite. 


a>  (  I  —  e')*  cos*  d 

y'=  — i 1 . 

I  —  è*  cos'  d 


T.  m.  i5 
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Mettez  maintenant  ces  Talears  dans  l'expression  du  rayon  osculateur,  ea 

coordonnées  rectangulaires ,  qui  est 

», 

*''  = IFb* ' 

ou,  en  remplaçant  h*  par  sa  valeur  a*(i— e'), 


a«.(i-c»)» 


Après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de  la  fraction 
et  remplacé  sin*  <2+  cos'  d  par  i,  tous  trouverez 

[i— e*cos'd]* 

c'est  l'expression  que  j'ai  rapportée  dans  le  texte. 

tf .  Pour  avoir  les  coordonnées  a ,  y3 ,  du  centre  d'osculation  exprimées 
aussi  en  fonction  de  l'angle  d,  il  n'y  a  qu'à  reprendre  leurs  valeurs  en  coor- 
données rectangulaires  x^  y  y  que  nous  avons  trouvées  être 

Si  l'on  remplace  x ,  ^ ,  par  leurs  équivalents  tirés  des  équations  (3),  en  at- 
tribuant à  l'un  et  à  l'autre  le  signe  positif  qu'elles  ont  dans  le  quadrant 
PA,  on  aura,  pour  les  centres  d'osculation  qui  y  correspondent  : 

(5)  a= ^;  ^= ^ '- ^. 

(I  —  c'cosM)*  (i  —  c*  C08*<ip 

6.  Pour  obtenir  l'expression  de  la  normale  N  sous  une  forme  aoalogae; 
il  &ut  remarquer  que  dans  le  triangle  rectangle  NEM,  où  M£  est  x,  elle  est 

X 

égale  à  -; — j  •  Employant  donc  la  valeur  ci-dessus  de  x*  en  i2,  vous  aurez 

(6)  N=: 1 .. 


(i  —  c*cos*d)' 

11  est  quelquefois  utile  d'avoir  ON ,  distance  du  centre  de  l'ellipse  au  point  N» 
où  la  normale  rencontre  l'axe  polaire.  Cette  distance ,  considérée  comme  po- 
sitive vers  P, ,  a  évidemment  pour  valeur  Ncos  d  — y.  Mettant  pour  N  et/ 
leurs  valeurs  en  <2,  on  trouve 

(7)  o»=-^fl^'' 


I 


(i —  e*cos'd)' 
7.  Le  rayon  vecteur  central  R,  ou  QM,  est  également  facile  à  obtenirioas  b 
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même  forme,  puisque  son  carré  est  évidemment  égal  à  x*-hjr*.  Faisant  donc 
la  somme  de  ces  expressions  et  dégageant  la  portion  i  —  e*  cos'  d  qui  se 
trouve  commune  au  numérateur  ainsi  qu'au  dénominateur,  on  aura 

(8)  R.=..r,_fi(Lz4!)f£^]  et  R=.r.-f:iii^i>îîi^f . 

^  L  I  —  e*  cos*  d    }  L  1  —  e  cos'  d    J 

Lorsque e*  est  une  quantité  très-petite,  comme  dans  les  ellipses  des  mé-^ 
ridicns  terrestres ,  ces  expressions  sont  très-aisées  à  développer  en  séries  ra- 
pidement  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e*  ; 
et  il  est  également  très-facile  d'ayoir  les  expressions  de  leurs  logarithmes 
tabulaires  développées  sous  la  même  forme. 

8.  Enfin,  on  peut  aussi  vouloir  connaître  Tangle  MOP  que  le  rayon  R 
forme  avec  Taxe  polaire  OP.  Je  le  désignerai  désormais  par  la  lettre  D.  Sa 

tangente  trigonométrique  est  évidemment  égale  à  -•  Cela  donne 

"  1  —  c' 

Cet  angle  diffère  ainsi  très-peu  de  d  lorsque  e*  est  une  quantité  fort  petite , 
comme  dans  les  ellipses  des  méridiens  terrestres.  De  là  on  pourrait  aisément 
déduire  la  tangente  de  la  différence  D  —  d,  différence  représentée  dans 
notre  figure  par  Pangle  OMN  que  je  nommerai  v.  Mais  Texpression  de  cette 
tangente  ne  se  prêterait  pas  à  un  développement  toujours  convergent.  C'est 
pourquoi  il  vaut  mieux  chercher  Pexpression  de  son  sinus.  Or,  cela  est  très- 
facile.  Car  d'abord,  on  a  évidemment 

.;„n     ^                      sind                           r,     y               (i— <?*)cos<2 
sinD=^= ^;    cosD=^== i i ^' 

[i  — e*(2  — e»)cos«J]«  "      [i-^c*(a— c*)cos*d]* 

Or,  on  a  identiquement 

sin  (D  —  d)  =  sin  D  cos  d —  cos  D  sind. 

Substituant  les  valeurs  précédentes  de  sin  D  et  cos  D,  puis  réduisant  les 
termes  du  numérateur  qui  se  compensent,  on  trouve 

(9)  ,in(D_d)  = i£^}]^ ^, 

[I  —  e*  (2—  c*)  cos'  J]« 

expression  qui  peut  aisément  se  développer  en  une  série  toujours  conver- 
gente lorsque  e*  est  une  fraction  très-petitede  l'unité,  comme  dans  les  ellipses 
des  méridiens  terrestres. 

D'après  cette  valeur  générale,  l'angle  O  — d  ou  v  devient  nul  quand  d  est 
égal  à  0^  ou  go9.  En  effet,  dans  ces  deux  cas ,  le  rayon  R  et  la  normale  N  se 
confondent  en  une  mêmes  direction ,  qui  coïncide  avec  l'axe  h  ou  l'axe  a. 
Entre  ces  deux  limites  extrêmes  ,  la  plus  grande  valeur  de  D  —  d  n  lieu  ,  à 

i5.  . 
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très-peu  de  chose  près,  lorsque  d  =  45<*  j  ce  qui  rend  sio  a<2  égal  à  Timilé. 
Donnant  donc  à  d  cette  valeur,  on  a  pour  ce  cas  : 


8in(D  — d)  = 


ie'  _  ic« 


[i-Ç(^-0]' 


(i-e«-hie*)« 


Prenons ,  avec  Delambre , 

e*  =  O,oo646g5oa{ ,      ce  qui  répond  à  Taplatissement      e  =  o^ooSo^. 

En  réduisant  le  second  membre  en  nombres  et  cherchant  d  dans  les  Tables 
trigonométriques  par  la  valeur  du  logarithme  de  sa  tangente  ,  on  trouvera 

D  — i£=oOn'9'',38. 

Delambre,  dans  les  trois  volumes  de  son  ouvrage  intitulé  :  Base  du  ^stène 
métrique,  a  présenté  les  développements  des  expressions  (i),  (2),  (3), (4), 
sous  diverses  formes  de  séries  convergentes  convenablement  préparées  pour 
composer  des  Tables  numériques  continues  de  leurs  valeurs.  Il  ne  restera 
qu^à  étudier  les  diverses  modifications  qu^ii  leur  fait  subir  pour  les  appru- 
prier  &  ce  but. 

9.  Les  expressions  établies  dans  les  paragraphes  précédents  vcot  ne 
servir  pour  démontrer  l'importante  proposition  que  j^ai  énoncée  dansie 
texte,  page  188 ,  §  1^1.  A  cet  effet ,  revenant  à  la  fig.  3a ,  je  prends  sur  une 
partie  quelconque  du  quadrant  elliptique  PA  trois  points M^  >  M,,  M,,  tels 
que  les  normales  menées  aux  deux  extrêmes  forment,  avec  la  normale  inter- 
médiaire, des  angles  u  égaux  entre  eux ,  et  assez  petits  pour  que  Ton  puisse 
considérer  comme  négligeable  le  produit  du  cube  de  leurs  sinus  par  le  carré  e* 
de  Pexcentricité  de  Tellipse ,  ce  qui  permettra  de  les  étendre  jusqu^à  2*  ou 
môme  davantage.  Je  désigne  généralement  par  d  Pangle  que  la  normale  in- 
termédiaire M,  N,  forme  avec  Taxe  polaire ,  de  sorte  que  les  deux  autres 
feront  respectivement,  avec  ce  même  axe ,  les  angles  d —  u  et  J  +  u ,  u  étant 
restreint  aux  limites  ci -dessus  spécifiées.  Cela  posé ,  soit  G,  le  centre 
du  cercle  qui  est  osculateur  en  M,.  Je  mène  d'abord,  à  partir  de  ce  centre, la 
droite  C,]V1j,  dirigée  au  point  M^,  et  je  vais  chercher  Pangle  i^  qu'elle  forme 
avec  Taxe  polaire.  Quand  nous  Paurons  obtenu,  il  suffira  d'y  changer  —taw 
-h  (a  pour  avoir  Pangle  analogue  J,,  relatif  à  la  droite  similaire  C,M„ 
menée  du  môme  centre  de  courbure  C,  au  point  M,. 

Or,  en  nommant  x^ ,  x^  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  Mi , 
et  a  ,^  celles  du  centre  de  courbure  C, ,  on  aura  évidemment,  selon Tac- 
ception  générale  et  usuelle  des  formules  algébriques  , 

tangrf,  =?-! -. 

Il  ne  reste  qu'à  introduire  dans  le  second  membre  les  expressions  des  coor- 
données -r, , r, ,  «,  /2. 
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Formons  d^abord  celles  des  points  M^  ,  M,-  Comme  ils  sont  situés  sur  le 
quadrant  positif  P A  de  Tellipse,  on  les  conclura  des  formules  (3)  en  y  mettant 
pour  d  les  valeurs  particulières  à  chacun  de  ces  points.   On  aura  donc 

ainsi 

a  sin  (jd —  w)  ah  — e*)co8  (rf— «) 

'i  •— i  1  ^i  =  -^ ,  ï 

[  I  — -  e'  cos'  (d — à))]  '  [  r  — e'  cos'  (rf — w }]  « 

asind  a(i  —  e*)cosd 

x,= ^,  r,  = r- 

(i — e'cosM)'  (i — e*co8'<i)^ 

Maintenant ,  le  eentre  de  courbure  C,  étant  situé  sur  la  normale  intermé- 
diaire, menée  par  le  point  M,  du  quadrant  PA,  ses  coordonnées  a>  jB^  seront, 
d'après  les  formules  (5) , 

oe'  sin3  d      \  ae*  (j  — y*)cos3  d 


j 


^  =  - 


s 


(i— e'cosM)2l  ,(i  —  e'co8*df}| 

El  après  les  avoir  substituées,  conjointement  avec  a:^,^|,dans  Pexpressionde 
tang^^jOn  pourra  aisément  lui  donner  cette  forme  : 

e*  sins  d     [  i  —  e*  ces*  (d — w)]' 
I -- 

tang(d  — w)l        8in  (d—ùi)       (r — e'cos'rf)» 

ta»g  ^1  =        ,1^.       { ^ ^ ^ 

e'  cos3  d    [  I  —  e'  cos^  (d — 6))]* 

cos(rf--û))      (i  —  e*  coj'  d)* 

Le  facteur  compris  entre  les  parenthèses  ne  diffère  de  Punité  que  par  des 
termes  de  Tordre  e*.  Je  bornerai  son  développement  à  la  première  puissance 
de  e^et  la  suite  du  calcul  fera  voir  que  cette  limite  est  parfaitement  suffi- 
sante, étant  combinée  avec  la  petitesse  convenue  de  Pangle  ta.  Alors  les  radi- 
caux qui  entrent  dans  cette  expression  devront  être  réduits  à  Punité;  et  si 
1  on  reporte  le  terme  en  e*  du  dénominateur  au  numérateur,  par  la  division, 
^Q  ne  Vy  conservent  qu^à  sa  première  puissance ,  comme  nous  sommes  con- 
venus de  le  faire ,  on  aura 

tang^,  =  ^""g(^-")<,^e»r     ^^"'^      +      "^^'^     Il 
^    '  I  —  e'       \  Lsin  (rf  — «)  ^cos  {d—  w)J  f 

Pour  développer  les  rapports  dont  la  somme  compose  le  coefficient  dee*, 
je  mets  <2sou8  la  forme  équivalente  d  —  wH-«,  ce  qui  donne 

«ind=8in{<f —  u)cosu  +  cos(<f— éj)sinM  =  sin  (d— w)-f-cos  (d  —  w)  sin  w 

—  2  sin  {d —  oi)  sin*  |  w , 

€08rf=co8(rf —  ci))co8  6j —  sin  (J  —  w)  sin  w  =  cos  (d  —  w)  —  sin(^  —  <M)sîn(!>4 

—  acos  {d — <u)sin'Y  w. 

En  faisant  usage  de  ces  expressions  dans  le  terme  multiplié  par  c',  jesupr 
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poserai  Tangleû  assez  polit  pour  que  Ton  puisse  y  négliger  le  cube  elles 
puissances  supérieures  de  soit  sinus.  Cela  permettra  de  remplacer  2  810*^», 
dans  les  seconds  membres,  P^ri  sin^eu.  Alors,  si  Ton  élève  les  deui  membres 
de  chaque  équation  au  cube  par  la  formule  du  binôme,  en  se  restreignants 
cette  limite  d^approximation,  puis  qu^on  divise  respectivement  ces  cubes  par 
sin  {d — a)  et  cos  (rf  — •  w),  on  trouve 

sin'  d 
.    ,, r  ^8in*(rf—  6))-t-3sin  (d—  d>)cos(rf— w)sinûj 

-l-3[— isin«(d  — w)-+-cos'(<i  — «;]sin*w, 

7- =  cos'  Id — w)  —  3cos(if —  (u)sinr<f  —  &))sin  u 

cos(d— w)  ^  '  \  /        V  / 

-f-3  [~  ^cos'  (d  —  6j)-hsin'  (rf—  w)]  sin'  w. 

En  ajoutant  ces  deux  équations  pour  former  le  coefficient  de  e',  les  deox 
termes  qui  contiennent  sin  u  à  la  première  puissance  se  détruisent  mutuelle- 
ment; et  tous  ceux  qui  contiennent  sin'  {d — eu)  ou  cos'  {d — (a)  se  réunissent 
en  autant  de  sommes,  égales  chacune  à  Tunité  ;  il  en  résulte  donc 

.    , , 7-\ 73 ^  =  ï^-ï  sin'w. 

sin  (rf — w)       cos  (a  —  w) 

Ainsi,  dans  Tordre d^approximation  auquel  nous  nous  sommes  restreints,  le 
coefficient  de  e'  se  trouve  être  indépendant  de  d',et  comme  il  ne  contient 
que  le  carré  de  sin  6),  il  restera  le  même  si  Ton  change  +  é^en  — u  pour  ob- 
tenir tang  ^,  au  lieu  de  tang^,.  Substituant  donc  cette  valeur  dans  les 
expressions  de  ces  tangentes,  et  effectuant  la  division  par  i  —  e',  on  aura 
définitivement 


et  de  même 


lang  (?,  =  tang  (rf-  w)  ^  t.;  -  -  ^^^^,^  sin'  «J  ; 
tang  <y,  =  tang  (rf -f-  w)  1    i  —  -      ^^.,  sin'  «  j. 


On  voit  que  nous  avons  pu  très-légitimement  ne  conserver  que  la  pre- 
mière puissance  de  e',    puisqu^en  définitive  elle  se  trouve  multipliée  {lar 


sin' 6). 


10.  Ji  et  ^,  sont  les  angles  que  les  droitcts  C,M,,  C,M,  forment  respec- 
tivement avec  Taxe  polaire  PP,  de  la^^.  32.  D'après  les  expressions  irourées 
ici  pour  leurs  tangentes,  le  premier  est  plus  petit  que  rf  —  ta,  et  le  second 
plus  petit  que  rf+&),  comme  le  représente  notre  figure , et  comme  Teiig^ 
évidemment  la  forme  de  la  développée.  Mais,  pour  une  même  valeur  de  d, 
ces  deux  différences  sont  égales  entre  elles,  aux  quantités  près  de  Tordre  du 
cube  de  4),  ce  qui  rendTangle  MjC,M,  égal  à  l'angle  compris  entre  les  deux 
normales  dans  les  mêmes  limites  d'approximation.  C'est  aussi  ce  quelecal- 
cul  démontre  quand  on  déduit  des  expressions  précédentes  l'angle  J,  — Oi- 
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EnelTet,  on  a 

,.        ..        tangd\  — tango  I 


3     e 


1 


OU,  en  faisant,  pour  abréger,  c*  =  - -, 

"    '  2  (I— «?*) 

^^  '        *'      ^  '  Ln-tang(i— w)tang(d-f-w)(i  — c*8În*w)'J 

Puisque  nous  négligeons  ]e  cube  de  sin  u ,  le  facteur  carré  qui  entre  au  dé- 
nominateur du  second  membre  doit  être  réduit  à  i  —  ac'  sin'  cj.  Cela  étant 
fait,  multipliez  les  deux  termes  de  la  fraction  par  cos  {d — à)  cos((2-f-èj)  ;  et, 
en  réunissant  les  termes  qui  s^associent ,  on  aura  pour  résultat 


*«ng(Ji— 0  =  tang2 


I  — c'sin'tt» -| 

^c*8in(d — û)sin(<f+o))  .  -     1 
I i i ^8in*|6>  I 

cos  261  J 


On  Yoit ,  par  cette  expression  ,  que  Pangle  ^,  —  ^,  compris  entre  les  deux 
droites  C,Mj,  C,M,,  Jlg,  32,  diffère  de  Tangle  2u  compris  entre  les  deux 
normales,  seulement  par  des  termes  qui  seraient  de  Tordre  du  cube  de  sinu 
multipliés  par  e*]  de  sorte  que  cette  différence  serait  tout  à  fait  inapprécia- 
ble aux  observations ,  même  quand  Tangle  &>  formé  autour  de  la  normale 
moyenne  s^étendrait  jusqu''à  2®. 

11.  Mais  ceci  est  un  effet  de  compensation,  comme  le  montre  la^,^.  3i. 
Car,  dans  ces  limites  d^amplitude,  chacun  des  angles  ^, ,  $^  diffère  nota- 
blement de  Pangle  d — «d ,  d-i-a,  propre  à  la  normale  extrême  à  laquelle  it 
correspond.  Pour  le  voir,  il  n'y  a  qu'à  former  les  tangentes  de  lî  —  w  —  ^,  et 
de  i-f-w  __  j^.  On  aura  ainsi 

/j  ».        tang(d— «)  — tangj, 

tang(d  — w— JJ= !       ,j       .,        .   ; 

*'       H-Ung(d— w)tangd, 

*""^^^^"      '^•^~i-htang(dH-a,)tang(y, 
Substituez  respectivement ,  dans  ces  expressions ,  les  valeurs  trouvées  plus 


e' 


haut  pour  tang  J»  et  tang  J,,  en  faisant ,  comme  ci-dessus  ,  c'=  -  ^^ 

il  en  résultera 

tang(d  — <i*— (y,)=  *  ^  ■ 


I  —  c*  sin'  cj  sin' (rf  —  w) 
jc*  sin  2  (rf  -h  oi)  sin'  <o 


tang(d-t-w  — <?,)= ,   .   j      .  i/j  , 

*'^  "        I  —  c'sin*«sin'(d-i-w; 

^es  différences  sont  donc  individuellement  de  l'ordre  c'sin'w.  Si  on  les 
rwireint  à  cette  partie  la  plus  sensible,  en  négligeant  les  termes  qui  seraient 
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de  Tordre  du  cube  de  sin  w,  puis,  qu^on  revienne  des  tangentes  aux  arcs,  par 
le  rapport  de  proportionnalité  qui  sera  alors  légitime,  on  aura  pour  leurs 
valeurs ,  en  secondes  de  degré , 

3  e'  w«  sin  ad  .  »        ^  «'  w*  sinad 

Elles  seront  donc  égales  entre  elles  dans  cette  partie  principale  de  leur 
valeur.  Voilà  le  principe  de  la  compensation  qui  rend  J,  —  ^i  égal  à  aw. 
Mais  ces  valeurs  elles-mêmes  seront  individuellement  sensibles  dans  let 
limites  d^amplitude  attribuées  ci-dessus  à  u;  et  elles  atteindront  leur  maxi' 
mum  quand  d  sera  égal  à  45®.  Evaluons-les  alors  pour  les  méridiens  terres- 
tres ,  en  supposant  a  égal  à  29  ou  7200".  Nous  avons 

logR''=  5,3 14425 1,  loge'  =  3,8039924. 

De  là  on  tire 

3       e*     6i'         „ 

=  i^^ao. 


4  (!-«')  ir"     '■ 

Cette  quantité  ne  serait  pas  négligeable  dans  des  observations  exactes  ; 
mais  elle  disparaîtra  par  compensation  dans  Tangle  que  les  deux  droites 
C,Mj ,  C,M,  forment  entre  elles.  Ce  résultat  est  d'au  Un  t  plus  assuré  dans 
les  opérations  pratiques,  que  jamais  on  n'y  considère  des  arcs  201  dont  l'am- 
plitude s'étende  ainsi  jusqu'à  4°-  Or,  l'écart  dont  il  s'agit  variant  comme  le 
carré  de  u ,  il  ne  sera  plus  que  0*^,3  quand  2m  sera  réduit  à  2®,  ce  qui  est 
encore  une  amplitude  inusitée,  et  il  s'éteindra  complètement  lorsque  l'an- 
gle M  sera  restreint  aux  limites  habituelles.  Conséquemment, lorsqu'un  arc 
du  méridien  terrestre  A  sera  compris  entre  deux  normales  formant  entre 
elles  un  petit  angle  de  cet  ordre,  exprimé  par  l'arc  20»,  dans  un  cercle  dont 
le  rayon  est  l'unité,  si  on  le  suppose  placé  sur  le  cercle  osculateur  corres- 
pondant à  la  normale  moyenne  qui  bissecte  cet  angle,  on  pourra  admettre, 
sans  aucune  erreur  appréciable ,  qu'il  soutend  au  centre  de  ce  cercle  on 
angle  26». De  sorte  que  si  l'on  désigne  par  y  la  longueur  du  rayon  osculateur 
exprimée  en  unités  de  même  nature  que  A ,  on  aura  généralement 

.  2w  or 

'    180 

lorsque  l'angle  2&>  sera  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  ; 


et  encore ,  A  = 


R" 


lorsque  l'angle  2m  sera  exprimé  en  secondes. 

De  là  on  tirera  l'arc  A  en  toises  si  26)  est  donné ,  ou  inversement.  Cette 
relation  est  d'un  usage  continuel  dans  les  opérations  géodésiques;  mais  clic 
p4t  spéciale  pour  la  conversion  des  arcs  de  méridien. 
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12.  Diaprés  les  conditions  de  positions  relatives  que  la^.  32  indique  en- 
tre le  centre  d^osculation  moyen  C,  et  le  point  I,où  se  coupent  mutuellement 
les  deux  normales  extrêmes  iVf|Nj,  M, M,,  il  est  évident  qu^ils  devront  être 
toujours  très-proches  Pun  de  Pautré  lorsque  Tangle  2cj  sera  fort  petit;  comme 
nous  Tavons  supposé.  Cela  est  facile  à  constater  presque  sans  calcul.  En 
effet,  soient  X,  Y  les  coordonnées  rectangulaires  dn  point  d^intefsection  I, 
eta,^  celles  du  centre  d'osculation  C,  dont  nous  avons  formé  Texpression 
explicite  pour  chaque  distance  polaire  d.  Si  e*  était  nulle ,  c''e8t-à-dire  si 
Pellipse  se  réduisait  à  un  cercle,  les  points  1  et  C,  coïncideraient  quel  que 
fût»,  puisque  toutes  les  normales  s^entrecouperaient  au  centre  du  cercle, 
qui  deviendrait  le  centre  d^osculation  commun.  Ainsi,  dans  cette  circon- 
stance, les  différences  X —  a,  Y  —  ^  seraient  nulles.  Elles  le  seraient  en- 
core toutes  deux  si  û  était  nul  ou  infiniment  petit,  e*  étant  quelconque, 
puisque  le  centre  d^osculation  C,  est  déterminé   par  la  condition   môme 
d^ètrele  point  dMntersection  de  deux  normales  menées  à  des  points  de  Fel- 
lipse  infiniment  voisins.  Ces  deux  cas  de  nullité  étant  indépendants  l'un  de 
Tautre,  il  faut,  par  nécessité ,  que  les  expressions  générales  de  X  —  a  et  de 
Y  —  jS  satisfassent  à  Tun  et  Ik  Tautre  avec  la  même  indépendance  ;  ce  qui 
exige  que  ces  différences  soient  d'un  ordre  de  petitesse  exprimé  par  e*  sin  u, 
ou  par  quelque  puissance  plus  élevée,  conséquemment  plus  petite  de  ce 
produit  fractionnaire.  C'est  aussi  ce  que  l'on  trouverait  en  formant  leurs 
expressions  explicites.  Mais  la  considération  précédente  sulTit  pour  mon» 
trer  que,  dans  une  ellipse,  où  e*  sera  très-petit,  et  où  l'on  donnera  à  û  des 
valeurs  très-petites,  les  deux  points  I  et  C,  seront  toujours  extrêmement  rap- 
prochés l'un  de  l'autre,  puisque  leur  écart  sera  proportionnel  au  produit 
des^deux  facteurs  e*  et  sin  &>. 
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Section  V.  —  Des  corrections  nécessitées  dans  les  opé- 
rations géodésiqueSy  par  Vellipticité  du  sphéroïde 
terrestre. 

179.  Lorsque  nous  avons  exposé  les  procédés  de  triangula- 
tion employés  dans  les  opérations  géodésiques,  nous  avons  mon- 
tré qu'on  pouvait  ne  pas  les  restreindre  à  une  sphère  rigoureuse, 
mais  étendre  leur  application  à  tout  sphéroïde  presque  sphérique, 
en  concevant  les  triangles  consécutifs  individuellement  établis  sur 
des  sphères  progressivement  différentes,  qui  seraient  osculatrices 
à  la  surface  réelle,  dans  les  diverses  portions  du  réseau  considéré. 
Ajustant  même,  par  avance,  cette  conception  au  cas  où  la  surEsice 
serait  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  Taxe  qui  joint  les  pô- 
les célestes,  nous  avons  remarqué  qu'alors  il  était  avantageux  de 
placer  les  centres  de  toutes  les  sphères  sur  cet  axe  même,  ce  qui 
amène  leurs  rayons  polaires  pro'|)res  à  coïncider  avec  lui  en  direc- 
tion, et  fait  coïncider  leurs  plans  méridiens  avec  les  plans  méri- 
diens réels.  J'ai  annoncé  que,  dans  ce  mode  de  construction ,  le 
sens  de  l'osculation  de  chaque  sphère  était  transversal  à  ces  méri- 
diens, ce  que  nous  avons  depuis  démontré. 

Ayant  maintenant  prouvé,  qu'en  effet,  la  forme  de  la  surface 
terrestre  est  très-approximativement  assimilable  à  un  ellipsoïde 
ainsi  construit ,  il  devient  nécessaire  d'examiner  si  la  distribution 
des  centres  que  nous  avons  attribués  à  nos  sphères  locales ,  et  le 
sens  d'osculation  transversal  qui  en  est  la  conséquence,  offrent, 
en  effet,  la  combinaison  la  plus  avantageuse  que  Ton  puisse 
choisir  sur  une  pareille  surface.  Puis,  si  nous  la  trouvons 
telle ,  il  faudra  établir  les  lois  de  variations  des  rayons  des 
sphères  sur  l'étendue  d'une  même  triangulation,  assigner  les  va- 
leurs qu'on  doit  attribuer  à  leurs  longueurs  absolues  pour  les  di- 
verses parties  qu'elle  embrasse,  et  enfin,  modifier  ou  compléter 
les  formules  que  nous  avions  établies  pour  des  sphères  distinctes , 
afin  d'y  introduire  toutes  les  corrections  que  nécessitent  leur  di- 
versité et  leur  succession. 

180.  Toutes  les  formules  que  nous  avons  préparées  dans  la 
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section  précédente  peuvent  être  considérées  comme  ayant  pour 
objet  les  particularités  du  problème  général  auquel  se  rapporte 
\^fig.  i^y  et  que  nous  avons  résolu  dans  tous  ses  détails  pages  i54 
et  suivantes.  C'est  pourquoi  j'en  reproduis  ici  les  éléments  dans  la 
fig,  35,  en  les  transportant ,  dans  leur  disposition  la  plus  géné- 
rale ,  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  pareil  à  celui  qui  constitue 
la  sur&ce  terrestre,  avec  la  précaution  conventionnelle  d'exagérer 
graphiquement  le  rapport  d'inégalité  de  ses  axes ,  pour  pouvoir 
rendre  perceptibles  les  détails  de  construction  que  nous  devrons 
y  effectuer.  O  est  le  centre  de  l'ellipsoïde,  AA'  son  axe  équatorial 
2a,  VV  son  axe  polaire  7.b ,  celui-ci  coïncidant  avec  l'axe  polaire 
céleste,  un  peu  plus  court  que  l'autre ,  et  ayant  avec  lui  la  pro- 
portion d'inégalité  exprimée  par  l'équation 

è'  =  a»  (i  —  é^)y         où  l'on  a         log/?'  =  3,8039924. 

A'PA  est  un  méridien  identique  avec  Tellipse  génératrice ,  et  situé 
dans  le  plan  même  de  la  figure.  Sur  une  partie  quelconque  de 
son  contour,  on  prend  un  point  S,  oh.  Ton  mène  la  normale  SN, 
contenue  dans  son  plan,  et  formant  Pangle  SNP,  ou  d,  avec 
l'axe  polaire  PPij  en  sorte  que  d  est  la  distance  angulaire  du  pôle 
céleste  visible,  par  exemple,  du  boréal,  au  zénith  vrai  de  S.  Je 
désigne ,  comme  précédemment ,  par  N  la  longueur  du  seg- 
ment SN  de  la  normale ,  qui  se  termine  à  ce  même  axe  polaire. 
La  sphère  décrite  du  centre  N,  avec  la  longueur  N  pour  rayon  , 
est  osculatrice  à  l'ellipsoïde  en  S  dans  le  sens  perpendiculaire  au 
méridien  PSA ,  et  son  contact  se  prolonge  sur  toute  la  circonfé- 
rence qui  constitue  le  parallèle  du  point  S.  Sur  la  même  nor- 
male, je  place  en  C  le  centre  du  cercle  qui  est  osculateur  à  l'ellipse 
elle-même,  et  je  représente  par  7  la  longueur  de  son  rayon.  La 
sphère  décrite  du  centre  C ,  avec  le  rayon  7,  est  osculatrice  à  l'el- 
lipsoïde en  S,  dans  le  sens  du  méridien  PSA  ;  mais  son  contact  ne 
s'y  étend  généralement ,  dans  ce  sens ,  que  sur  deux  éléments  con- 
sécutifs infiniment  petits.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  antérieu- 
renoent ,  page  186,  on  a  toujours 

a  fl(i— e') 

N  = ^  ,  7  = 


{\—c^  cos  W  Y  (  I  —  c'  ros  W  )  ' 
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conséquemmeDt 

Dans  Tellipsoïde  terrestre  où  é^  est  une  fraction  positive  moindre 
que  I,  N  est  le  rayon  de  plus  grande  courbure,  et  7  le  rayon  de 
plus  petite  courbure ,  propres  au  point  S.  Toutes  les  autres  sphè- 
res, qui  sont  osculatrices  en  ce  même  point,  ont  leurs  centres  si- 
tués sur  la  normale  dans  Tintervalle  CN.  Et  si  l'on  désigne  par  / 
Tangle  azimutal,  compté  à  partir  du  méridien,  qui  désigne  le 
sens  suivant  lequel  leur  osculation  individuelle  s'opère,  la  lon- 
gueur p,  du  rayon  correspondant  à  Tazimut  /,  sera  donnée  par 
l'équation 

-=r-cos*i  -f-r^sm'/. 

P      7  N 

Nous  avons  établi  toutes  ces  expressions  dans  la  section  qui  pré- 
cède ;  mais  je  suis  obligé  de  les  rappeler  ici,  parce  que  nous  allons 
avoir  besoin  d'y  recourir  continuellement. 

181 .  Arrivant  au  problème  général  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé, je  désigne  par  SS,,  ou  A,  le  côté  d'un  triangle  principal  d'un 
réseau  géodésique,  partant  du  point  S,  et  y  formant ,  avec  le  plan 
du  méridien  de  ce  point,  l'angle  azimutal  /,  que  je  compte  à  partir 
de  la  branche  australe  SA.  Je  suppose  cet  arc  SS»  assez  petit  pour 
qu'en  l'appliquant,  comme  arc  de  grand  cercle,  sur  une  des  sphè- 
res qui  sont  osculatrices  en  S,  son  extrémité  S|  ne  s'écarte  du  point 
de  l'ellipsoïde,  situé  sur  la  même  normale  ou  sur  la  même  sécante, 
que  d'une  quantité  négligeable.  Les  autres  points  intermédiaires 
entre  S  et  Si  s'écarteront  encore  moins  de  ceux  de  l'ellipsoïde 
qu'on  leur  comparerait  par  les  mêmes  conditions.  Ainsi ,  dans 
l'amplitude  restreinte  que  nous  considérons ,  la  ligne  courbe  for- 
mée par  ces  derniers  ne  différera  pas  sensiblement  en  longueur 
de  l'arc  SSi  que  je  nommerai  A  ;  et  comme  cet  arc  A  est  le  plus 
court  que  l'on  puisse  mener  entre  les  points  S,  S„  sur  la  sphère 
osculatrice  oii  il  est  tracé ,  il  s'assimilera ,  dans  ces  conditions  de 
petitesse,  à  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  sur  le 
sphéroïde,  entre  le  point  S  et  le  point  correspondant  à  S,. 
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182.  Cette  assimilation  ne  pouvant  toutefois  être  qu'approxi- 
mative,  il  semblerait  d'abord  convenable  d'établir  généralement 
nos  formules  sphériques,  en  plaçant  Tare  donné  A  ou  SS|  sur  la 
sphère  qui  est  spécialement  osculatrice  en  S,  suivant  sa  direction 
azimutale  i,  afin  qu'elle  y  eût  un  contact  aussi  intime  et  aussi  pro- 
longé que  possible  avec  la  surface  réelle,  dans  le  sens  même  de  l'é- 
lément circulaire  qu'on  veut  identifier  à  celle-ci.  Mais  on  va  voir 
que  cet  avantage  ne  s'obtiendrait  qu'avec  l'inconvénient  d'une 
grande  complication  dans  les  résultats  trigonométriques  qu'il  nous 
est  le  plus  nécessaire  de  transporter  de  la  sphère  à  l'ellipsoïde.  En 
effet,  soit  d  le  centre  d'osculation  spécial ,  propre  à  l'arc  SSi  con- 
sidéré. Siy  par  ce  centre,  nous  menons  une  droite  parallèle  à  l'axe 
polaire  NOP  de  l'ellipsoïde,  ce  sera  l'axe  polaire  de  notre  sphère , 
lequel  percera  sa  surface  en  un  point  polaire  /?,  situé  hors  de  l'axe 
NOP.  De  ce  point,  menons  sur  cette  même  sphère  des  arcs  de 
grands  cercles ,  aux  deux  points  S,  S|  que  nous  supposerons  assez 
rapprochés  l'un  de  l'autre  pour  être  censés  tous  deux  appartenir 
à  l'ellipsoïde,  quoique  le  premier  seul,  où  l'osculation  s'opère,  lui 
appartienne  en  effet  rigoureusement.  En  résolvant  le  triangle  sphé- 
rique  SpSi  parles  formules  [i],  [2],  [3],  établies  pages  i58etsuiv., 
nous  connaîtrons,  sur  notre  sphère,  i°la  différence  de  distance  po- 
laire des  deux  points  S,St;  2®  l'angle  S/?Si  formé  à  son  pôle  ;  3®  l'angle 
azimutal/>S,S,  compté  en  dedans  du  second  méridien  sphérique  /?S, . 
Mais'ces  trois  éléments  différeront  de  ceux  auxquels  le  même  arc  SS| 
correspond  sur  l'ellipsoïde  ;  et  les  deux  deniiers  qui ,  surtout , 
nous  seront  [nécessaires,  ne  pourront  s'en  conclure  que  par  des 
réductions  dans  lesquelles  on  devra  tenir  compte  de  la  position 
spéciale  du  pôle  /?,  relativement  au  pôle  réel  P,  ce  qui  offrira 
beaucoup  de  difficultés.  On  évitera  cet  inconvénient  grave,  en  re- 
nonçant à  la  rigueur  de  l'osculation  spéciale,  et  plaçant  l'arc  SSi 
sur  la  sphère  osculatrice  décrite  du  point  N  avec  la  normale  NS 
ou  N  pour  rayon,  comme  le  représente  la  fig.  36.  A  la  vérité 
alors,  la  sphère  ainsi  décrite  ne  sera  plus  généralement  osculatrice 
à  l'ellipsoide^^suivant  l'arc  SS,.  Elle  le  sera  transversalement  au 
méridien  de  S,  sur  tout  le  contour  du  parallèle  circulaire  qui  part 
de  ce  point.  Cela  pourra  obliger  de  restreindre  l'amplitude  de 
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l'arc  SSi  dans  les  formules  sphériques,  un  peu  plus  qu'on  neTau- 
rait  fait  si  on  les  avait  établies  sur  sa  sphère  osculalrice  spéciale , 
afin  que  les  déductions  obtenues,  d'après  sa  longueur  A,  sur  cette 
autre  sphère  qui  s'écarte  davantage  de  la  surface  réelle ,  puissent 
encore  être  transportées  à  l'ellipsoïde  avec  une  approximation 
suffisante,  soit  immédiatement,  soit  avec  de  petites  corrections 
que  l'on  sache  évaluer.  Mais  le  léger  inconvénient  de  cette  limita- 
tion sera  racheté  par  beaucoup  d'avantages.  Car  alors  l'axe  polaire 
N/?  de  la  sphère  adoptée  coïncidera  toujours  rigoureusement ,  en 
direction,  avec  l'axe  polaire  NP  deTellipsoïde;  et  son  pôle  propre/) 
ne  dépassera  le  pôle  réel  P,  sur  cet  axe,  que  d'une  petite  quantité 
de  l'ordre  <?%  puisque  la  coïncidence  serait  exacte  si  e^  était  nulle, 
ce  qui  réduirait  l'ellipsoïde  à  une  simple  sphère.  Pour  faire  bien 
voir  les  conséquences  de  cette  construction,  je  vais  les  suivre  dans 
la  supposition  énoncée  plus  haut,  que  l'arc  circulaire  A  sera  assez 
petit  pour  que  son  extrémité,  que  je  désigne  par  S',  sur  la  sphère, 
ne  diffère  pas  sensiblement  du  point  Si  de  l'ellipsoïde  qui  est  situe 
sur  la  même  sécante  ou  la  même  normale.  Je  prouverai  plus  loin 
que  cette  condition  d'identité  finale  presque  exacte  est  toujours 
réalisée,  pour  les  côtés  principaux  de  nos    triangulations  géo- 
désiques ,  dans  les  limites  d'amplitude  où  on  les  restreint.  Ceci 
admis,  la  coïncidence  des  rayons  polaires  de  nos  sphères  avec  le 
rayon  polaire  de  Tellipsoïde  a  d'abord  pour  effet  de  rendre  iden- 
tiques ,  pour  les  deux  surfaces,  les  plans  méridiens  menés  par  les 
extrémités  S,  S,  de  l'arc  A.  L'angle  dièdre  S/?S,  ou  SPS„  com- 
pris entre  ces  méridiens ,  à  l'un  ou  l'autre  pôle ,  sera  donc  égal. 
Ainsi,  quand  on  Taura  calculé  pour  la  sphère,  d'après  les  valeurs 
données  de  ûf,  de  A,  et  de  l'azimul  /,  on  pourra  le  transporter 
aux  méridiens  elliptiques  sans  aucune  correction.  Je  prouverai  en 
outre  que ,  dans  les  mêmes  suppositions ,  l'azimut  sphérique  final 
/?S,S  ne  différera  de  l'azimut  elliptique  final  PSiS  que    par  une 
sorte  de  réduction  à  l'horizon,  qui  échappera  toujours  aux  appré- 
ciations angulaires  les  plus  précises  ;  de  sorte  qu'on  pourra  encore 
employer  ces  deux  azimuts  comme  égaux  entre  eux.  Je  démontrerai 
ensuite  que  l'arc  de  méridien  D' —  D,  compris  entre  les  parallèles 
dç  S  et  de  S,  sur  la  sphère,  ne  différera  pas  sensiblement  en  Ion- 
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gueur  de  Parc  elliptique  compris  sur  l'ellipsoïde,  entre  les  paral- 
lèles réels  de  ces  mêmes  points,  ce  qui  permettra  encore  de  les 
substituer  Tun  à  Tautre.  Le  seul  résultat  du  calcul  sphérique  qui 
aura  besoin  de  modification  pour  être  transporté  à  Tellipsoïde , 
sera  la  distance  polaire  d'  de  l'extrémité  de  l'arc  A.  Car,  expri- 
mant dans  ce  calcul  l'angle  S|NP,  que  le  rayon  central  NSi  forme 
avec  l'axe  polaire  de  la  sphère,  il  faudra  y  faire  quelques  change- 
ments pour  avoir  la  distance  polaire  elliptique  SiNiP,  comptée  à 
partir  de  la  normale  réelle  StNi,  menée  au  même  point  de  l'ellipse 
génératrice.  Mais  on  va  voir  que  cette  correction,  très-facile  à  éva- 
luer, sera  toujours  très-petite,  comme  je  l'ai  annoncé  précédem- 
ment. 

185.  Pour  établir  les  deux  dernières  propositions  que  je  viens 
d'énoncer,  je  reproduis  à  part  le  méridien  elliptique  final  PS,N 
dans  le  plan  de  l^fig-  87.  Je  place  en  N,  sur  son  axe  polaire,  le 
centre  de  la  sphère  qui  a  été  transversalement  osculatrice  à  l'ori- 
gine S  de  l'arc  A,  fig.  36  ;  et  sur  son  contour  je  marque  un  point  S 
situé  sur  le  même  parallèle  que  cette  origine ,  en  sorte  qu'il  s'y 
trouvera  aussi  à  l'extrémité  d'une  normale  SN  formant  avec  Taxe 
polaire  le  même  angle  d  que  la  normale  primitive  de  la^^.  36,  ce 
qui  lui  donnera  également  pour  longueur  N.  Puisque  notre  sphère, 
décrite  dans  cette  figure  avec  le  rayon  NS ,  est  osculatrice  à  l'el- 
lipsoïde suivant  toute  la  circonférence  qui  forme  le  parallèle  réel 
de  S,  sa  section  par  le  plan  du  méridien  elliptique  de  la  fig.  87 
sera  un  cercle  décrit  du  même  centre  N  et  tangent  à  l'ellipse  géné- 
ratrice au  point  que  nous  y  avons  désigné  par  S.  C'est  sur  ce  cercle 
que  la  résolution  du  triangle  sphérique  de  la  fig,  86 ,  place  l'ex- 
trémité de  l'arc  SSi,  d'après  sa  longueur  donnée  A  et  son  azimut  de 
départ  1.  Elle  l'y  porte  par  exemple  en  S',  à  une  certaine  distance 
polaire  fi?  4-^,  différente  de  ûf,  telle  que  l'arc  circulaire  SS',  a  pour 
longueur  la  valeur  D' — D  donnée  par  la  formule  [i]  de  la 
page  iSg  ;  et  conséquemment  l'angle  ^,  ou  SNS', ,  exprimé  en  se- 

condes,  a  pour  valeur —-^ Maintenant   si  l'on  marque 

6Q  Si,  sur  le  contour  de  l'ellipse ,  le  point  où  elle  est  coupée  par  le 
rayon  final  S',N,  je  dis  que ,  pour  les  limites  d'amplitude  données 
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à  nos  arcs  géodésiques,  rintervalle  S|  S*  sera  négligeable,  et  que 
l'arc  circulaire  S  S',,  ou  D' — D,  sera  aussi  sensiblement  égal  en 
longueur  à  Parc  elliptique  SS|  compris  entre  les  mêmes  rayons 
menés  du  centre  N. 

•  184.  L'extrême  petitesse  de  l'intervalle  SiS',  peut  se  pressentir 
presque  sans  calcul ,  par  la  seule  considération  des  éléments  dont 
il  dépend.  Et  l'on  en  conclut  avec  évidence  qu'il  devra  devenir 
insensible  dans  les  opérations  géodésiques ,  en  y  restreignaat  la 
longueur  des  arcs  A,  comme  on  le  pratique  toujours.  Car  d'abord 
il  serait  rigoureusement  nul  si  l'excentricité  de  l'ellipse  était  nalle, 
ce  qui  rendrait  ^  égal  à  zéro,  et  ferait  coïncider  tout  l'ellipsoïde 
avec  la  sphère  osculatrice  dont  le  rayon  est  N.  Ce  même  iater- 
valle  s'évanouirait  encore  quelle  que  fût  la  valeur  de^,  si  l'arc  SS,, 
ou  A,  était  nul ,  ce  qui  rendrait  nulle  la  différence  S  des  distances 
polaires  de  ses  extrémités ,  calculée  sur  la  sphère  où  on  le  place. 
D'après  ces  deux  considérations  seulement,  l'écartement  des  deux 
points  Si,  S^,,  devrait  déjà  être  très-petit  de  l'ordre  e'sin^.  Mais 
la  condition  de  tangence  qui  a  lieu  en  S  l'affaiblit  encore  davan- 
tage ,  et  la  rend  de  l'ordre  e^  sin'  S,  comme  on  pourrait  au  besoin 
le  constater  par  uu  calcul  direct ,  si  la  théorie  générale  des  contacts 
ne  montrait  d'avance  qu'il  en  doit  être  ainsi.  Or,  l'excentricité  r 
ayant  une  valeur  très-petite  dans  les  méridiehs  terrestres,  et  les  arcs 
géodésiques  S  Si,  lorsqu'ils  leur  sont  obliques,  étant  toujours  si 
petits  que  la  différence  S  des  distances  polaires  de  leurs  extré- 
mités, calculée  dans  la  sphère,  ne  s'élève  presque  jamais  à  I^ 
une  quantité  de  l'ordre  ^^sin'^   est  toujours  négligeable  dans 
les  résultats  qu'on  en  peut  déduire,  parce  qu'elle  s'y  confond  tant 
avec  les  erreurs  inévitables  des  observations  qu'avec  les  effets  des 
irrégularités  locales  qui  rendent  la  portion  de  la  surface  terrestre, 
à  laquelle  les  triangulations  s'appliquent,  toujours  quelque  peu 
différente  d'un  ellipsoïde  de  révolution  tout  à  fait  rigoureux. 

iW,  Malgré  la  certitude  géométrique  que  présentent  par  elles- 
mêmes  les  considérations  précédentes ,  les  conséquences  qu  elles 
sont  destinées  à  établir  sont  si  importantes,  que  je  crois  utile  d'en 
donner  la  preuve  matérielle,  pour  le  cas  où  la  sphère  tangente, 
décrite  du  rayon  NS,  s'écarte  le  plus  rapidement  possible  de  Tel- 
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lipsoïde,  ce  qui  aura  lieu  lorsque  le  point  de  contact  se  trouvera 
placé  sur  Téquateur  même,  puisque  c*est  là  que  la  normale  NS 
diffère  le  plus  du  rayon  7 ,  qui  est  osculateur  au  même  point 
de  Tellipse  génératrice.  Tel  est  Tobjet  de  la  fi^,  38.   Elle  est 
complètement  analogue  à  \difig,  87;  seulement  le  point  de  départ 
de  Tare  SSt  y  est  placé  en  A,  sur  le  contour  de  Téquateur  ^  la  dis- 
tance polaire  dz=z  90°.  Dans  ce  cas ,  la  normale  N  a  son  origine 
au  centre  même  de  Tellipsoïde,  en  O;  et  sa  longueur  est  égale  au 
demi-grand  axe  OA,  ou  a  y  comme  on  le  déduit  de  son  expression 
générale.  On  suppose  donc  que  Tare  géodésique  considéré,  par- 
tant de  son  origine  équatoriale,  suivant  un  azimut  i  quelconque, 
a  embrassé,  sur  la  sphère,  une  différence  de  distances  polaires  re- 
présentée par  les  portions  A S'i  du  cercle  tangent.  Alors,  admettant 
que  cette  différence,  de  chaque  côté  de  TaxeOA,  soutende,  an  centre 
de  ce  cercle,  un  angle  S',  OA,  égal,  par  exemple ,  à  i  degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S\  de  la  sphère 
aux  points  Si  de  rellipsoide  qui  sont  situés  sur  le  même  rayon 
sphérique  ;  et  aussi ,  quel  sera  l'excès  de  langueur  des  arcs  circu- 
laires A  S'^,  sur  les  arcs  elliptiques  A S|,  rectifiés  rigoureusement? 
Or,  par  un  calcul  très-simple  que  j'expose  dans  une  Note  à  la  fin 
de  la  présente  section,  on  trouve  que  sur  la  terre ,  dans  les  sup- 
positions précédentes,  Tintervalle  S'^Si,  exprimé  en  toises,  sera  * 
3^,178;  et  que  Tare  circulaire  AS',  excédera  Parc  elliptique  ASi 
de  0*^,0185  ou  moins  de  7^  de  toise.  I)e  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles  ;  et  comme 
elles  sont  les  plus  grandes  qui  puissent  se  réaliser  dans  les  applica- 
tions, tant  à  canse  de  l'étendue  attribuée  ici  à  la  différence  des  dis- 
tances polaires  extrêmes,  qu'à  cause  de  la  localité  où  nous  la  sup- 
posons exister,  on  doit  enconclure,  en  toute  assurance  :  1  ^quc,  pour 
tons  les  arcs  géodésiques  compris  entre  des  parallèles  dont  l'écart 
sera  an  plus  de  i  degré,  les  points  S\,  où  ils  se  tenninent  sur  la 
sphère  transversalement  osculatrice  à  leur  origine,  se  confondront 
sensiblement  avec  les  points  S|  de  l'ellipsoïde  situés  sur  les  mêmes 
rayons  sphériques  ;  2®  que  la  différence  des  distances  polaires  extrê- 
mes, évaluée  en  arcs  de  la  spîiêre,  égalera  sensiblement  en  longueur 
l'arc  du  méridien  elliptique,  compris  entre  ces  mêmes  rayons. 
T.  m.  16 
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180.  Reyenant  donc  aux  J!g.  36  et  87  ,  négligeons-y  le  petit 
intervalle  SiS', ,  compris  entre  rellipsoïde  et  la  sphère ,  sur  le 
rayon  sphérique  extrême  NS', .  Alors  le  rayon  vecteur  NS| ,  mené 
du  point  N  à  l'extrémité  de  Tare  SS| ,  devra  être  considéré  comme 
égal  en  longueur  à  la  normale  N.  Mais  ce  rayon ,  ainsi  dirigé , 
ne  sera  plus  normal  à  l'ellipse  en  St.  Il  y  aura  en  ce  point  une 
autre  normale  elHpdque  Si  Ni  ^  formant  avec  Taxe  polaire  un 
angle  d'^  lequel ,  d'après  la  forme  de  la  développée  de  l'ellipse, 
devra  être  plus  grand  que  cf+^y  si  le  point  extrême  St  de  Tare 
géodésique  est  plus  austral  que  le  point  de  tangence  primitif  S , 
comme  la  représentent  nos  fig,  36  et  37,  mais  qui  sera,  au  con- 
traire, moindre  que  dy  et  même  que  d —  dj  si  ce  point  extrême 
est  plus  boréal  que  S,  comme  le  représente  la^^.  89.  Ainsi,  lors- 
qu'on aura  calculé ,  sur  la  sphère,  la  différence  S  des  distances 
polaires  comprise  entre  les  deux  extrémités  de  l'arc  géodésique 
considéré ,  il  faudra  déterminer  d^  en  d  et  S  pour  avoir  la  diffé- 
rence correspondante  des  distances  polaires  sur  le  méridien  ellip- 
tique terminal.  C'est  ce  que  je  vais  faire,  en  prenant  pour  type 
làfig,  36,  ou  leifig,  37  qui  n'en  est  que. le  rabattement. 

D*abord  Si  Ni  ou  N»  devant  être  la  longueur  de  la  normale  à 
l'ellipse ,'  pour  la  distance  polaire  elliptique  d'y  comme  SN  ou  N 
l'est  pour  la  distance  polaire  df  ces  deux  longueurs  auront  les 
expressions  générales  suivantes  : 

Ni  = r-,         N  = ^ -j' 

{,  _ e^cos^d'f  (1  —  e^ cos^dy 

'  Maintenant,  dans  la  fig.  37,  qui  nous  sert  de  type ,  N  et  N»  sont 
les  côtés  d'un  même  triangle  rectiligue  où  N»  est  opposé  à  l'an- 
gle ûf  -+-  5  ;  on  aura  donc  la  condition 

N,  sinrf'  =  Nsin(df-t-^),  ' 
ou,  en  remplaçant  Net  Ni  par  leurs  expressions  analytiques, 

sin  d^  sin  {d-^  $) 

■  *      ■■  ■      ,  1^    »  11     I  11    .1  II  •         , 

{i-^e'  cos'  d'Y        ( I  —  e^  cos^  df 
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Reste  à  déduire  d'  de  cette  relation.  C'est  à  quoi  Ton  parvient 
avec  facilité  en  se  guidant  sur  la  remarque  suivante  : 

Si  Tare  géodésîque  considéré  avait  une  longueur  nulle ,  ou  s'il 
s'étendait  sur  un  même  parallèle,  ^  serait  nul  ;  et  alors  y  d'après 
notre  équation,  d'  serait  égal  kd.  Si  ^  était  nul,  quelle  que  fût  la 
longueur  de  l'arc,  l'équation  donnerait  «?' égal  à  d-^- S  comme 
sur  la  sphère.  Ces  deux  conditions  étant  indépendantes  l'une  de 
l'autre ,  il  n'y  a  qu'à  faire,  en  général , 

d'  =id-\-8-+-Uy 

et  la  quantité  complémentaire  u  sera  nécessairement  de  Tordre 
e^  sin  ^.  Ainsi ,  en  l'introduisant  comme  inconnue ,  il  devra  être 
facile  de  l'obtenir  par  les  séries,  à  cause  de  la  petitesse  du  facteur 
dont  elle  dépend. 
Four  cela  je  fais,  par  abréviation, 

_     sin(rf-h^) 
c —  j-; 

(1  —  e»cos^rf)* 

puis,  élevant  les  deux  membres  de  l'équation  au  carré,  j'en  dégage 
successivement  sin'  rf'  et  cos'  d' sous  ces  deux  formes 

sin>J'  =  ^^iil^^:  cos'rf'=    '■~^' 


I  —  c^e^^  1  —  <r^  <?* 

Or,  puisque  u  est  égal  à  rf'  —  (g?  4-  «î) ,  on  aura 

sin  u  =  sin  d'  cos  (rf-f-  ^)  —  cos  d^  sin  (</-+-  S) , 
ou,  en  mettant  pour  sin  d'  et  cos  rf'  leurs  valeurs, 

.       _c(i^gy  cos(^-f-^)— (i— cysin(^H-^) 

Mais,  d'après  la  convention  faite  tout  à  l'heure,  on  a 

_      sin  {d  -f-  $) 
c  —  ^ 

(i  — e^cos^d)  * 

16. 
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et 

ï-^e^cos^d — sîn'(^/-+-^)       ces* (</ -f- ^)  —  e' co$* rf 

(  I  —  e^  cos^  d)  I  —  e^  cos'  d 


cos^ 


("+4-^^?^)] 


I  —  e^  cos^  d 

Substituant  ces  deux  quantités  dans  l'expression  de  sin  « ,  aprèsaroir 
pris  la  racine  carrée  de  la  seconde^  le  produit  sin  (d  -f-  J)cos  [d  +  o*) 
devient  facteur  commun  du  numérateur;  et,  en  le  séparant, 
on  a 

Î.L       f  é?»COS»rf  "I- 

sm II  =  sin^a  -t-  o;cos \a  -t-  o; j ^  'f     ■ 

(  I  — e*  cos*fl?)'^  (  I  —  c»  g'  )  » 

Le  seul  aspect  de  cette  expression  montre  que  le  facteur  du  nn- 
mérateur,  qui  est  compris  entre  les  parenthèses ,  est  de  l'ordre  e- 
Si  donc  on  consent  à  négliger  les  termes  d'ordres  supérieurs,  dont 
l'efTet  déjà  très-faible,  même  sur  la  longueur  totale  des  rayons 
terrestres,  va  se  trouver  encore  ici  atténué  par  le  facteur  sind, 
on  pourra  faire  e^  nul  dans  les  facteurs  du  dénominateur  ;  et,  en 
développant  le  numérateur  seul ,  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  e'- 
inclusivement,  il  deviendra 

,    j  ,      e^cos^d     ,  <?*[cosM — cos' (<i-h J)] 

'""'^^""^"*'  •cos'(4-H^)  ""  "  cos' {d  -hlj 

__  j  e^  sin  (arf  +  S)  sin  $ 
*"""        cos'  {d  -f-  S) 

Alors,  en  l'associant  au  facteur  extérieur,  on  aura  simplement 

sin  tt  =  -j  ^'tang(^+  S)  sin  (arf  -f-  9)  sin^. 

Cette  expression  est  exacte  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  è*;  vai^ 
la  petitesse  de  Tare  d  permet  encore  habituellement  d'y  négliger 
les  puissances  de  S  supérieures  à  la  première,  et  de  conclure  «  ^^ 
sin  u  par  simple  proportionnalité.  On  a  alors 

u  =  <y^2  sin'r/j 
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et  {lar  suite, 

Ainsi ,  lorsqu'on  aura  calculé  la  différence  ^  des  distances  polaires , 
exprimée  en  parties  de  la  graduation  du  cercle  sur  la  sphère 
dont  le  rayon  est  N,  pour  Tare  géodésique  A  que  l'on  aura  consi- 
déré, il  suffira  de  la  multiplier  par  le  facteur  (f  +  ^^  sin*  d)  pour 
avoir  la  différence  correspondante  sur  rellipsoîde.  Le  produit 
sera  additif  à  la  distance  polaire  primitive  d^  si  ^  est  positif,  c'est- 
à-dire  si  l'extrémité  de  l'arc  géodésique  considéré  est  plus  aus- 
trale que  son  origine.  Il  sera  soustractif  de  la  distance  d  dans 
le  cas  contraire,  comme  on  l'aurait  trouvé  directement  si  Ton 
avait  pris  celui-ci  pour  type  du  calcul ,  ainsi  que  le  représente  la 
/^.  39. 

187.  Afin  d'apprécier  la  petitesse  de  cette  correction,  ce  qui 
justifiera  îes  limites  d'évaluation  auxquelles  nous  l'avons  restreinte, 
calculons  la  valeur  de  son  coefficient  e^^  en  donnant  à  l'arc  ^  la 
valeur  extrême  de  1°  ou  36oo'^  Alors ,  en  donnant  à  é^  la  valeur 
moyenne  que  nous  lui  avons  trouvée  page  2a  i,  nous  aurons 

logr=  3,5563o25 
loge*  =  3,8o39()24 
logc'^'  =  1 ,3602949     d'où    c^  S"  =  22",  924. 

La  correction  dont  il  s'agit  sera  donc  toujours  petite  dans  ce  cas 
même,  puisqu'elle  doit  être  multipliée  par  le  facteur  sînW  qui 
lafTaiblira  généralement.  Elle  est  toutefois  bien  loin  d'être  négli- 
geable. On  voit  que  sa  valeur  absolue  dépend  de  celle  que  Ton  at- 
tribue à  e%  c'est-à-dire  â  2s — «%  s  étant  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde. 
Elle  sera  par  conséquent  affectée  des  incertitudes  qui  peuvent  res- 
ter encore  sur  l'évaluation  moyenne  de  cet  élément  ;  mais  elle  le 
sera  bien  plus  encore  par  les  accidents  de  localité  qui  peuvent  le 
rendre  notablement  différent  de  sa  valeur  géqérale,  dans  la  région 
où  l'on  opère. 

Pour  cette  évaluation,  j'ai  supposé  l'aix  S  donné  en  secondes 
de  degfé  j  mais  le  calcul  géodésique  le  donne  en  unités  de  Ion- 
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gueur,  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  la  normale  N  à  l'origine  de 
Tare  mesuré.  Soit  cette  longueur  A,  on  en  déduira 

^'  =  ---- 1        en  faisant        N  :=  -- 

^  (i— eî'cos'i?)» 

La  petitesse  du  rapport-  y  rendra  toujours  très-peu  sensible  l'ef- 
fet des  incertitudes  qui  peuvent  exister  dans  l'évaluation  du  demi- 
grand  axe  a  de  l'ellipsoïde  qui  s'adapterait  le  mieux  à  la  configu- 
ration de  la  surface  terrestre  dans  chaque  localité  conàdérée; 
mais  elles-  pourront  devenir  sensibles,  sur  retendue  d'un  très- 
grand  arc  méridien ,  si  après  y  avoir  transporté  de  proche  en 
proche  la  distance  polaire  d  de  son  origine,  en  lui  appliquant  les 
corrections  successives  é^8"sm^d  qui  servent  à  passer  delà  dis- 
tance polaire  sphérique  à  la  distance  polaire  elliptique  immédiate- 
ment consécutive,  on  compare  cette  distance  polaire  finale  à  celle 
que  l'on  peut  déterminer  astronomiquement  par  l'observation. 

188.  J'emploierai  l'expression  de  sin  u ,  sous  sa  première  forme 
moins  restreinte,  pour  justifier  Pénoncé  numérique  que  j'ai  donné 
dans  la  page  196.  Concevons  une  triangulation  géodésique  établie 
dans  le  sens  d'un  même  méridien,  et  ayant  son  origine  boréale  sur 
}e  parallèle  elliptique  où  la  distance  du  pôle  au  zénith  est  4S*^>  J^ 
suppose  que,  par  une  exagération  ayant  seulement  pour  but  une 
épreuve  fictive,  on  veuille  appliquer  sur  la  première  sphère  oscu- 
latrice,  toute  la  longueur  de  l'arc  conclu,  que  je  ferai  de  i3".0n 
demande  quel  sera,  àTextrémité  de  l'arc,  l'angle  compris  entre 
la  normale  réelle  et  la  sécante  menée  du  centre  de  la  sphère  à 
cette  même  extrémité? 

D*après  l'énoncé  qui  précède,  on  aura  ici ,  pour  données  de 
calcul, 

dzzz  45«,  ^  =  i3",         rf  ■+-  ^  =  58s  '        2rf  -f-  ^  =  io3". 

Alors,  en  adoptant  la  valeur  de  tf%  employée  dans  l'exeroplc 
précédent ,  la  valeur  de  log  sin  u  s'obtiendra  de  la  manière  sui- 
vante : 


log  tang  (rf  -I-  ^)  =  o ,  2042 1 08 

log  sin  (nd  -h  ^)  =  1,9994044 

log  sin  ^  =2  1 ,3520880 

log  ^e^  =  3,5029624 

donc  logsintt  =  3,0586656  et,  par  suite,  a=:3'56",i. 

Rien  ne  saurait  faire  mieux  sentir  combien  peu  Tellipsoide  terrestre 
diffère  d'une  sphère  exacte ,  que  la  petitesse  de  l'angle  formé  ainsi , 
entre  le  rayon  d'une  de  ses  sphères  originairement  osctilatrices,  et 
sa  normale  réelle  à  l'extrémité  d'un  si  grand  arc  méridien . 

189.  Ke venons  maintenant  à  Isijig.  36,  et  achevons  de  repor- 
ter sur  l'ellipsoïde  Tangle  au  pôle  p ,  ainsi  que  l'azimut  pS^  S , 
calculé  sur  la  sphère  du  rayon  N.  Le  premier  tie  ces  éléments  n'a 
besoin  d'aucune  réduction ,  puisque  les  plans  des  deux  méri- 
diens pSf  p^^  de  notre  sphère  coïncident  rigoureusement  avec 
ceux  de  l'ellipsoïde,  auquel  elle  est  transversalement  osculatrtce 
en  S.  Mais  l'azimut  sphériquej9S\  S  sera  mftthématiquenaent  dif- 
férent de  l'azimut  elliptique  PS,S  :  d'abord ,  parce  que  le  point  S', 
de  la  sphère  sera  tant  soit  peu  au-dessus  du  point  Si  de  Tellipsoide 
situé  sur  le  même  rayon  sphérique  NS'i;  puis,  parce  que  les  tan- 
gentes menées  de  ce  demiet*  point  au  méridien  elliptique,  et  à  l'arc 
sphéroidique  S|S,  ne  coïncideront  pas  exactement  avec  les  tan- 
gentes menées  de  S'(  aux  arcs  sphériques  S',  /?,  S',  S. 

Toutefois ,  sans  avoir  besoin  de  calculer  l'effet  de  ces  circon- 
stances sur  l'évaluation  de  l'azimut  elliptique  PS|S ,  on  peut  aisé- 
ment voir  qu'il  ne  différera  de  l'azimut  sphérique /?S'| S,  que  par 
des  quantités  négligeables.  Car  d'abord  nous  pouvons  négliger  l'in- 
tervalle des  deux  points  Si,  S'|  que  nous  avons  vu  être  de  l'ordre 
^sin'^^  et  presque  insensible  dans  ses  valeurs  extrêmes.  Quant  à 
l'écart  angulaire  des  tangentes,  nous  voyons,  en  premier  lieu,  que, 
dans  le  méridien  terminal,  il  sera  égal  au  petit  angle  u  ou  é^èûn^d 
que  nous  venons  d'évaluer.  Dans  la  direction  de  la  ligne  géodésique 
tracée -sur  l'ellipsoïde,  cet  écart  sera  aussi  de  Tordre  é^^.  Car 
d'abord  il  deviendrait  évidemment  nul  si  B  était  nul,  c'est-à-dire  si 
l'arc  géodésique  stf réduisait  à  une  longueur  nulle,  ou  s'il  s'étendait 
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exactement  sur  le  parallèle  de  son  origine  S;  et  il  serait  nul  en- 
core^ quelle  que  fût  sa  longueur,  si  é^  était  nul,  ce  qui  ferait  coloci- 
der  l'ellipsoïde  avec  la  isphère  décrite  du  rayoh  N  sur  laquelle 
razimit^  sphérique  /'S'iS  est  calculé.  Ceci  reconnu,  nommons  Z, 
razimut  elliptique ,  et  Z\  l'azimut  sphérique ,  puis  proposons*noQS 
de  déduire  celui-ci  du  précédent.  Ce  sera  un  problème  de  réduc- 
tion à  Phorizon,  exactement  pareil  à  celui  que  nous  avons  résolu , 
page  gS ,  pour  avoir  l'angle  sphérique  correspondant  à  un  angle 
observé  dans  un  plan  oblique  au  rayon  de  la  sphère.  D'après  la 
formule  trouvée  pour  ce  cas,  la  différence  de  l'angle  oblique  à  l'an- 
gle sphérique  se  compose  de  deux  termes,  respectivement  propor- 
tionnels aux  carrés  des  sinus  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-dif- 
férence des  deux  dépressions  angulaires.  Or,  nous  venons  de  re- 
connaître que  ces  dépressions  seront  ici  toutes  deux  de  l'ordre  ê^\ 
les  carrés  dont  il  s'agit  seront  donc  de  l'ordre  e^^^,  conséquemmenf 
négligeables.  Ainsi  l'azimut  elliptique  Zi  pourra  toujours  être  pris 
comme  égal  à  l'azimut  sphérique  Z', ,  sans  aucune  réduction,  dans  les 
circonstances  où  les  mensurations  géodésiques  sont  toujours  faites. 

190.  U  ne  reste  plus  qu'à  résumer  tous  ces  résultats,  dans  leur 
application  aux  divers  problèmes  que  nous  avons  résolus  sur  une 
sphère  rigoureuse ,  afin  d'en  conclure  les  formules  qui  résolvent 
les  mêmes  cas  sur  le  sphéroïde  terrestre  réel ,  considéré  /domine 
un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  l'excentricité  très-petite  a  son 
carré  exprimé  par  e*.  Cela  n'exigera  que  quelques  modifications 
extrêmement  faciles  et  simples,  dans  les  formules  [i],.  [2],  [3] 
et  [4]  5  établies  pages  i58  et  suivantes  pour  une  sphère  unique,  en 
traitant  le»  diverses  questions  graphiqu^ent  indiquées  dans  les 
fi^.  24-27.*  Afin  d'épargner  ici  des  répétitioas  inutiles,  je  sup- 
poserai que  le  lecteur  se  reporte  à  ces  antécédents. 

D'abord,  le  rayon  R  de  nos  sphères  devra  généralement  être 
remplacé  dans  toutes  ces  formules  par  la  longueur  N  de  la  fior^ 
maie  locale,  menée  à  l'origine  de  l'arc  A,  où  la  distance  d  du  pôle 
au  zénith  elliptique  est  censée  connue.  L'expression  de  ce  rayon 
sera  donc 

N  = 1 ,. 

(i  — <?'cos'//)' 
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Il  n*y  aura  pas  d'autre  modification  à  faire  dans  la  formule  [i] 
qui  donne  la  portion  d'arc  méridien  D'  —  D,  comprise  entre  les 
deux  parallèles  menés  aux  deux  extrémités  boréale  et  australe  de 
l'arc  A.  La  longueur  de  ce  segment  sur  le  méridien  elliptique, 
comme  sur.  la  sphère  osculatrice  à  l'origine  de  l'arc ,  sera  égale- 
ment 


cos  i  sin^  /. 


r  1  ,.,     rx      .  1  A»  sin»/        I AV  3     \ 

i]  D'— D=rAcos/-+— -j—zi^A  ï  H r-/l 

^^  aNtangrf      bN*\        tang'^/ 

L'azimut  i  est  supposé  donné  autour  du  méridien  local  mené  par 
l'origine  de  l'arc  A,  et  il  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  la 
longueur  N  devra  être  exprimée  en  unités  de  longueur  de  même 
espèce  que  celles  qui  sont  employées  pour  cet  arc. 

jy  —  D  étant  ainsi  connu,  [  — — — \  R"  sera  la  quantité  angu- 
laire qu'il  faut  ajouter  à  la  distance  polaire  primitive  d  pour  avoir, 
sur  la  sphère,  la  distance  polaire  de  l'extrémité  de  l'arc  A,  comptée 
à  partir  du  rayon  central  mené  à  cette  extrémité.  Je  la  désignerai 
par  d'y  comme  je  l'ai  fait  précédemment.  Mais,  pour  avoir  la  dis- 
tance polaire  de  cette  même  extrémité  comptée  à  partir  de  la  nor- 
male elliptique  qui  y  correspond ,  distance  que  je  nommerai  d\ , 
il  faudra  multiplier  '  la  différence  précédente  par  le  facteur 
1 4-  ^'sin*  d.  On  aura  donc 

Distance  polaire  de  l'extrémité  de  l'arc  A  : 
i".  Sur  la  sphère  qui  e^  osculatrice  à  l'origine  de  cet  arc, 

2*.  Surrellipsoide, 

d\  =d^  f^L^\K'\i^é^sin'dy, 

en  prenant ,  dans  les  deux  formules, 

logR"=:5,3i4425i. 
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Les  quantités  addltives  à  la  distance  polaire  primitive  d^  dans  ces 
formules,  se  trouveront  ainsi  exprimées  en  secondes  de  degré;  et  il 
faudra  toujours  les  associer  à  rf,  avec  le  signe  propre  que  la  diffé- 
rence D'  —  D  leur  donnera. 

L'azimut  transporté  i',  et  l'angle  polaire  p^  se  calculeront  par 
les  formules  [2]  et  [3]  qui  les  donnent  sur  la  sphère  avec  les  va- 
leurs de  /,  de  d  et  de  d'.  Seulement  l'arc  a  qui ,  dans  ces  formules, 

représente  -  1  devra  être  remplacé  par  --5  si  on  l'exprime  en  par- 

A 
ties  du  rayon  de  la  sphère  centrale  pris  pour  unité,  et  par  —  B.",  si 

on  veut  l'exprimer  en  secondes  de  degré.  Faisant  donc  générale- 
ment 

on  aura  d'ahord,  sans  autre  modification,  par  la  formule  [2]  delà 

page  160, 

PT         .    /.       .,x  cos|(^'+c?)cos-5-(r?'  — rf)   .    .         , 

[2!       sin (f  —  «'  )  =  2 — ; — :^ sm i  tangua. 

^  ^  sma' 

Quand  la  différence  i  -^i'  sera  ainsi  obtenue  en  secondes  de  de- 
gré, on  en  conclura 

£'=£— (/  — i')";  . 

alors  i'  étant  connu,  on  aura  l'angle  polaire />,  par  Tune  ou  l'autre 
des  formules  [3],  page  i63,  lesquelles  donneront 

roi       •  sini   .  .  sin/'   . 

loi      sin  p  =  —, — -  sin  a ,    ou  encore     sm/?  =  -. — 7  sm  a. 

smrf'  '^       sm^ 

Si ,  au  lieu  de  ces  formules  finies,  on  veut  employer  leurs  déve- 
loppements ,  on  les  en  déduira  sous  la  même  forme  où  nous  les 
avons  obtenues  pour  la  sphère,  puisqu'elles  n'offrent  de  différence 
que  dans  la  spécification  du  rayon  R,  qui  s'y  trouve  remplacé 
par  sa  valeur  locale  N. 

Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  pour  adapter  à  l'ellipsoïde  la  for- 
mule [4]  de  la  page  i66,  qui  donne  les  portions  d'arcs  de  paral- 
lèle, et  que  nous  avions  établie  sur  le  type  de  lay%.  27.  Reportant 
donc  les  éléments  du  même  problème  suf  la  fig,  36  relative  a 
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l'ellipsoide,  j'y  trace  d*abord,  à  partir  de  Torigiiie  S  de  l'arc,  le 
segment  de  parallèle  Sn,  limité  au  méridien  final  PSf  Se  trouvant 
ainsi  placé  sur  notre  sphère  osculatrice,  on  Tobtiendra  immédiate- 
ment par  la  formule  citée,  en  se  bornant  à  y  remplacer  le  rayon  R 
de  la  sphère  par  sa  valeur  actuelle  N.  On  aura  donc  ainsi  : 

Longueur  du  segment  de  parallèle ,  compris  sur  Telli/psoïde, 
entre  les  méridiens  extrêmes  de  l'arc  A,  cette  longueur  étant  me- 
surée à  la  distance  polaire  d  de  son  origine  S, 

r ,,       _         A sin / sin fl?      i  sin / sin rfsin [d' -^i)  sin {d '  —  i)  A' 

smrf'  6  sm^a  W^ 

i  est  l'azimut  initial  de  Tare  A,  compté  de  Téquateur  vers  le  pôle , 
et  d'  est  la  distance  polaire  de  son  extrémité,  calculée  sur  la  sphère 
par  l'expression  rappelée  ci-dessus. 

Soient  r  le  rayon  de  la  circonférence  qui  constitueun  parallèle  de 
notre  ellipsoïde  à  la  distance  polaire  d\  r„  le  rayon  analogue  pour 
toute  autre  distance  polaire  £/„.  Les  arcs  interceptés  sur  ces  cir- 
conférences par  deux  méridiens  donnés ,  seront  proportionnels  en 
longueur  à  ces  rayons,  puisqu'ils  devront  soutendre  le  même 
angle  au  centre  de  chacune  d^elles.  En  conséquence,  si  l'on  désigne 
par  SnlTu  ce  que  deviendrait  ici  Sn  étant  mesuré  sur  l'ellipsoïde  à 
la  distance  polaire  dn^  on  aura 

S„n«=Sn-. 

r 

Maintenant,  plaçons  notre  ellipse  génératrice  dans  le  plan  de  la 
fig.  4o  ;  et,  ayant  marqué  sur  son  contour  deux  points  S,  S„,  situés 
aux  distances  polaires  respectives  d^  d^  menons  en  ces  points 
deux  normales  terminées  à  Taxe  polaire  ;  elles  formeront  respect! 
veinent  avec  lui  ces  mêmes  angles,  par  définition  ;  et,  en  nommant 
N,  N„  leurs  longueurs,  on  aura 

a  a 


(i — e^QOS^dy  (ï — e^cos'^n)' 

Par  les  points  S,  S«  menons  à  Taxe  polaire  deux  perpendiculaires 
que  nous  terminerons  à  cet  axe  ;  ce  seront  les  rayons  r,  r»  des  pa- 
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rallèles  de  ces  deux  points.  Or,  leur  relation  de  position  avec  les 
normales  donne  évidemment 

r  =  N  sin  d^       r„  =  N^sin  d„'y 

expressions  dans  lesquelles  d  et  d^  sont  des  distances  polaires  ellip- 
tiques. Multipliant  donc  l'arc  SlI  par  le  rapport  de  ces  valeurs , 
nous  aurons  : 

Longueur  du  segment  de  parallèle,  compris  sur  rellipsoide 
entre  les  méridiens  extrêmes  de  Tare  A,  cette  longueur  étant  me- 
surée à  la  distance  polaire  elliptique  dny 

j. ,,  N„  sin  I  sin  4i      i  sin  i  sin</aSin(^^+/)sin(<f ^ — i)  A^N, 

i  est  toujours  l'azimut  initial  de  l'arc  A,  et  d'  est  la  distance  po- 
laire de  son  extrémité  calculée  sur  la  sphère  osculatrice  à  son  ori- 
gine ,  comme  précédemment.  Sur  une  sphère,  les  normales  !N,  ^, 
seraient  toutes  deux  égales  au  rayon  R,  ce  qui  reproduirait  la  for- 
mule de  transport  établie  pour  ce  cas,  page  167.  Mais ,  sur  rellip- 
soide, leurs  longueurs  changent  avec  la  distance  polaire,  et  le  seg- 
ment de  parallèle,  intercepté  entre  les  mêmes  méridiens,  se  trouve 
modifié  par  ces  variations. 

191.  Les  formules  [i],  [2],  [3],  [4],  transportées  ainsi  à Tellip- 
soïde,  donnent  tous  les  résultats  que  l'on  y  peut  Réduire  d'un  seul 
arc  géodésique  dont  on  connaît  la  distance  polaire  initiale  vraie  d^ 
l'azimut  initial  /,  et  la  longueur  A.  Pour  les  appliquer  aux  côtés 
consécutifs  d'une  triangulation  continue,  il  faut  se  procurer  les 
mêmes  éléments  de  calcul  propres  à  chacun  d'eux.  Désignons  les 
stations  consécutives  par  S,  Si,  Sj, . . . ,  et  nommons  A,  A,,  Ai,.- 
les  longueurs  des  arcs  sphériques  interceptées  entre  elles ,  lon- 
gueurs qui  sont  connues  par  ïa  résolution  des  triangles  principaux. 
On  a  d'abord  déterminé  astronomiquement  en  S  la  distance  dàn 
pôle  au  zénith,  et  l'azimut  1;  mais,  parvenu  en  S„  il  faut  y  obtenir 
les  deux  éléments  analogues  par  déduction.  Le  premier  sera  la  dis- 
tance polaire  elliptique  d\  rapportée  à  la  normale  réelle  de  S,;  elle 
se  conclut  des  éléments  A,  1,  c/,  combinés  avec  la  correction  d'el- 
lipticité  dépendante  de  c*.  Le  second  est  l'azimut  initial  de  l'arc  Ai; 
compté  du  méridien  propre  de  S,.  Pour  l'obtenir,  on  calcule  dV 
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bord  razimut  de  S  sur  l'horizon  de  Si^  en  le  déduisant  de  Tangle  i'y 
déterminé  sur  la  sphère  osculatrice  précédente,  cet  angle  pouvant 
être  transporté  en  Si,  et  appliqué  sur  l'ellipsoïde  sans  aucune  cor- 
rection. Ce  résultat,  combiné  avec  l'angle  sphérique  SS1S2  qui  a 
été  observé  en  St,  donne  Fazimut  du  côté  S1S2,  ou  A| ,  autour  du 
méridien  de  cette  station.  La  longueur  Ai  est  connue.  On  se  re- 
trouve donc  en  Si  avec  le  même  système  de  données  qu'on  avait 
en  S,  et  on  les  combine,  par  les  formules  ,  de  la  même  manière. 
Gela  conduit  à  la  station  suivante  S,,  puis  à  S3,  et  ainsi  indéfini- 
ment sur  toute  l'étendue  de  la  triangulation.  Le  transport  des  élé-» 
ments  astronomiques  primitifs  dj  i,  ne  souffre  d'incertitude  que 
dans  l'emploi  qu'on  y  fait  de  la  petite  correction  dépendante  de  (?% 
par  laquelle  on  rapporte  les  distances  polaires  sphériques  aux 
normales  vraies ,  en  passant  de  chaque  station  à  la  station  sui- 
vante. Car,  cette  correction  étant  calculée  d'après  la  valeur  de  c^ 
qui  convient  à  la  configuration  générale  du  sphéroïde  terrestre , 
elle  ne  tient  pas  compte  des  anomalies  qui  pourraient  occasion- 
nellement écarter  les  normales  locales  de  la  direction  régulière 
qu'on  leur  attribue.  Lorsqu'il  s'agit  d'un  arc  méridien,  ces  acci- 
dents ne  sauraient  produire  que  des  différences  très-faibles,  ou  in- 
sensibles, dans  l'évaluation  de  sa  longueur.  Car,   d'abord,  dans 
Texpression  des  segments  consécutifs,  le  terme  principal  A  cos/ 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme  A  —  aAsin^ji,  les  petites  varia- 
tions supposables  de  l'angle  i  changeront  à  peine  sa  valeur,  d'au- 
tant que,  dans  un  tel  cas,  la  direction  générale  du  réseau  permet 
toujours  d'y  choisir  des  côtés  médiocrement  inclinés  sur  le  méri- 
dien. Après  celui-là,  les  éléments  transportés  rf,  /,  n'entrent  plus 
que  dans  les  termes  correctifs  qui  le  complètent ,  et  qui  y  étant 
toujours  très-petits,  seront  très-peu  modifiés  par  de  faibles  varia- 
tions qui  s'y  introduiraient.  Or,  la  somme  de  ces  segments  qui 
compose  l'arc  total ,  est  le  résultat  spécial,  et  presque  unique  ,  que 
l'on  veut  alors  conclure  des  formules,  pour  le  comparer  à  la  diffé- 
rence des  distances  polaires ,  comprises  entre  les  stations  extrêmes, 
laquelle  se  détermine  toujours  par  observation.  L'influence  de 
Vangle  i  est  plus  grande  sur  un  arc  de  parallèle,  où  il  entre  dans 
chaque  segment  par  le  facteur  principal  A  sin  /,  indépendamment 
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des  termes  correctifs  qui  le  contiennent  encore.  Mais  c'est  surtout 
dans  les  valeurs  absolues  de  i,  obtenues  à  Textrémité  d*un  long 
réseau  de  triangles ,  que  l'existence  des  irrégularités  locales  peut  se 
manifester  le  plus  évidemment.  Car  le  transport  qu'on  y  fait  de 
l'azimut  initial  /  s'opère  au  moyen  des  évaluations  successives  des 
distances  polaires  d'etd\,  transportées  de  chaque  station  à  la 
suivante  avec  la  correction  d'ellipticité  régulière  qui  dépend  de 
e',  laquelle  entre  tout  entière  dans  ces  évaluations.  Il  pourrait 
donc  en  résulter  que  Pazimut  final  du  dernier  côté  d'une  chaîne 
de  triangles,  dirigée  suivant  un  méridien  ou  un  parallèle,  étant  cal- 
culé par  nos  formules,  se  trouvât  différer  sensiblement  de  la  va- 
leur réelle  que  l'observation  lui  assigne  ;  et  cette  différence  décè- 
lerait l'existence  d'irrégularités  locales  entre  les  deux  stations 
extrêmes  pour  lesquelles  le  dernier  azimut  aurait  été  conclu  du 
premier.  Pour  une  pareille  épreuve,  les  valeurs  successives  de  i— j' 
devraient  être  évaluées  entre  chaque  couple  de  stations  consécu- 
tives au  moyen  delà  formule  rigoureuse  qui  donne  sin(« — i'); 
et  il  ne  serait  pas ,  je  crois,  avantageux  de  chercher,  par  des  déve- 
loppements ,  la  relation  immédiate  du  premier  au  dernier  azimut, 
parce  qu'il  serait  difficile,  dans  une  transmission  un  peu  prolon- 
gée d'approximations,  d'apprécier  l'influence  relative  des  termes 
que  Ton  conserve  et  de  ceux  que  Ton  néglige  ,  aussi  bien  qu'on 
peut  le  faire  successivement  sur  chacune  des  sphères  osculatrica 
auxquelles  on  n'appliqué  qu'un  seul  arc  toujours  très-petit. 

192.  Lorsqu'on  a  obtenu,  par  la  formule  [4]*  tous  les  segments 

interceptés  dans  une  triangulation  dirigée  à  peu  près  sur  un  noéinf 

parallèle,  et  qu'on  lésa  transportés  tous  sur  un  parallèle  commun 

situé  à  la  distance  polaire  elliptique  d^  peu  distante  de  leur  direction 

générale,  leur  somme ,  que  je  désignerai  par  !!„ ,  donne  l'arc  total  de 

ce  parallèle  qui  est  comprisentre  les  méridiens  des  stations  extrêmes. 

En  le  divisant  par  le  rayon  elliptique  du  même  parallèle,  qui  est 

n„ 
N  sin  dny  le  quotient       .        exprime  l'arc  soutendu  à  son  centrt' 

C„,  fig.  4^ ,  sur  une  circonférence  d'un  rayon  égal  à  l'unité  de 
longueur.  Donc,  si  Ton  nomme  I"  l'amplitude  angulaire  de  cet  an* 
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central  y  exprimé  en  secondes  de  degré  y  on  aura 

N  sin  dn 

l"  représente  alors  l'angle  dièdre  compris  entre  les  méridiens  des 
stations  extrêmes,  exprimé  en  parties  de  la  même  graduation.  Or 
cet  angle,  conclu  des  mesures  géodésiques,  peut  être  soumis  à 
une  comparaison  astronomique ,  analogue  à  celle  qu'on  applique 
aux  arcs  méridiens 9  mais  qui,  malheureusement,  comporte  beau- 
coup moins  de  précision. 

193.  Pour  cela,  il  faut  se  rappeler  les  notions  établies  dans  les 
chapitres  XI  et  XV  du  volume  précédent ,  sur  l'uniformité  du 
mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste,  ainsi  que  Temploi  de  sa 
révolution  pour  constituer  l'unité  de  temps  que  Ton  appelle  le 
jour  sidéral.  Si  Ton  définit ,  dans  chaque  lieu ,  l'origine  de  ce 
temps  par  le  passage  méridien  d^ine  étoile  absolument  fixe ,  ou 
rendue  idéalement  telle  par  les  petites  corrections  que  j'ai  annon- 
cées, page  3^7,  sous  les  noms  de  précession,  d'aberration  et  de 
nutation,  l'angle  dièdre  décrit  par  le  cercle  horaire  de  cette 
même  étoile  mesurera ,  pour  chaque  observateur,  les  parties  du 
temps  écoulées  depuis  son  passage  méridien  ;  et  cet  angle  lui  sera 
indiqué  à  chaque  instant ,  par  son  horloge ,  s'il  a  déterminé  soi- 
gneusement la  marche  de  celle--ci ,  en  la  comparant  au  mouve- 
ment du  ciel  par  des  observations  de  passages ,  comme  cela  a  été 
expliqué  au  chapitre  XI.  Concevons  maintenant  deux  observa- 
teurs étafiUs  aux  deux  stations  extrêmes  So,  S„  du  parallèle  calculé, 
munis  tous  detix  d'horloges  exactement  réglées  comme  je  viens  de 
le  dire,  et  comptant  tous  deux  le  temps  sidéral  à  partir  du  pas- 
sage de  la  même  étoile  à  leur  méridien.  Désignons  par  1"  le  nom- 
bre de  secondes  de  degré  qui  exprime  Tangle  dièdre  compris  entre 
ces  plans,  et  supposons  S„  plus  occidental  que  Sq.  Lorsque  l'étoile 
prise  pour  signal  céleste ,  passera  au  méridien  de  S„ ,  elle  se  trou- 
vera à  l'occident  dn  méridien  de  So,  et  son  cercle  horaire  s'en  sera 
éloigné ,  dans  ce  sens ,  d'un  nombre  de  secondes  de  temps  sidéral 

^gal. à ~,  puisque  la  vitesse  de  son  mouvement  uniforme  lui  fait 
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décrire  les  360°  de  sa  révolution  entière  en  vingt-quatre  heures  de 
ce  même  temps.  Donc ,  en  général ,  si  Ton  nomme  Hq  ,  H.  les 
temps  absolus  que  les  deux  observateurs  comptent  simultanément 
sur  leur  propre  horloge,  à  un  même  instant  physique,  on  aura 
toujours 

r 

Ho  H — p==  H„. 
i5 

D'après  cela ,  si  Ton  pouvait  connaître ,  pour  un  même  instant 
quelconque ,  la  différence  H;,  —  Ho ,  l'angle  F  se  déduirait  de 
cette  égalité.  Cest  à  quoi  Ton  parvient  en  faisant  apparaître  entre 
les  deux  stations  un  signal  soudain ,  visible  de  l'une  et  de  l'autre , 
tel  que  le  produit  l'inflammation  d'une  petite  quantité  de  poudre. 
Car  l'instant  de  l'apparition  étant  noté  par  chaque  observateur  sur 
sa  propre  horloge,  la  différence  de  ces  indications  donne  H„— Ho. 
Si  ces  identifications  pouvaient  se  faire  avec  une  parfaite  rigueur, 
une  seule  suffirait.  Mais,  comme  elles  comportent  inévitablement 
quelque  incertitude ,  on  réitère  la  même  épreuve  un  grand  nom- 
'^  bre  de  fois ,  à  des  instants  fixés ,  en  les  espaçant  par  des  intervalles 
de  temps  convenus  d'avance,  et  l'on  atténue ,  par  compensations, 
les  erreurs  partielles,  en  prenant  la  moyenne  de  tous  les  résultats 
ainsi  obtenus.  Ayant  donc  ainsi  H„  —  Ho,  on  en  conclut 

r=i5(H„~Ho). 

Cette  évaluation  astronomique  de  I'^  peut  alors  être  cdinparée  à 
son  évaluation  géodésique.  Or,  celle-ci  est  déduite  de  la  longueur 
de  l'arc  mesuré ,  combinée  avec  sa  distance  polaire  observée  et 
avec  les  éléments  û,  e^,  de  l'ellipse  qui  représente  la  forme  générale 
des  méridiens  terrestres.  L'accord  ou  la  discordance  des  deux  ré- 
sultats apprend  donc  si,  sur  le  segment  de  parallèle  où  l'on  a  opéré, 
la  configuration  de  la  surface  terrestre  s'identifie  exactement  avec 
l'ellipsoïde  régulier  de  révolution  qui  représente  son  ensemble,  ou 
si  elle  «n  diffère  localement.  Mais,  pour  bien  apprécier  l'étendue  de 
ces  écarts ,  lorsque  le  calcul  les  accuse ,  et  même  en  constater  sû- 
rement la  réalité,  il  faut  discuter  l'influence  des  erreurs  de  détail 
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qui  pourraient  fausser  la  comparaison ,  en  altérant  les  valeurs  des 
éléments  observés  sur  lesquelles  on  rétablit. 

194.  L'évaluation  géodésique  de  I"  offre  peu  d'incertitude. 
Ses  éléments  sont,  1°  les  distances  polaires  des  stations  extrêmes 
qui  se  déterminent  astronomiquement  avec  beaucoup  de  précision; 
tP  la  longueur  de  l'arc.  Elle  se  conclut  d'une  triangulation ,  ordi- 
nairement appuyée  sur  plusieurs  bases  qui  donnent  la  longueur 
absolue  de  ses  cotés  principaux ,  qu'elles  vérifient  par  leur  dé« 
duction  mutuelle.  Les  segments  du  parallèle  qui  la  traversent  se 
calculent  avec  exactitude  d'après  ces  éléments,  au  moyen  des  for- 
mules que  nous  avons  établies,  en  supposant  qu'on  ne  les  tronque 
point  par  des  simplifications  hasardées,  qui  pourraient  diminuer 
lenr  précision  ;  3*  enfin,  les  éléments  a,  ^%  de  l'ellipse  générale 
sont  connus,  avec  une  approximation  qui  suffit  certainement  pour 
assurer  les  petites  corrections  qui  en  dépendent.  La  valeur  de  I-', 
obtenue  ainsi,  représente  doBc  bien  l'amplitude  vraie  que  devrait 
occuper  l'arc  mesuré  du  parallèle ,  en  l'appliquant  sur  l'ellipsoïde 
terrestre,  considéré  dans  la  régularité  abstraite  de  sa  configura- 
tion générale*  On  peut  donc  légitimement  l'employer  comme  pre- 
mier terme  de  la  comparaisoi^. 

Maisrévaluàtion  astronomique  de  F,  par  les  différences  des  temps 
absolus,  ne  comporte  pas,  à  beaucoup  près ,  autant  de  siVeté.  D'a- 
bord son  expression  montre  qu'une  erreur  de  l'de  temps ,  commise 
dans  l'appréciation  de  H„ — Ho,  en  produit  une  de  i5"  de  degré  sur 
sa  valeur.  Or,  les  erreurs  de  cette  appréciation  se  composent,  1®  de 
celles  qu'on  peut  commettre  sur  PévaluatiMi  du  temps  absolu  dans 
chaque  station  où  les  signaux  instantanés  s'observent;  2*»  de  l'appli- 
cation qu'on  fait  à  chaque  horloge  du  phénomène  perçu,  soit  qu'on 
l'effectue  directement,  ou  en  y  transportant  l'époque  de  la  perception 
par  l'intermédiaire  d'un  chronomètre;  3®  de  l'inégalité  qui  existe 
entre  le  jugement  que  chaque  observateur  porte  sur  l'époque  comp- 
tée du  phénomène  perçu.  Car,  dans  les  obseWations  qui  se  font , 
par  exemple,  avec  l'instrument  des  passages,  on  a  remarqué  que 
l'occultation  des  étoiles,  par  chaque  fil  du  réticule ,  est  rapportée , 
par  différents  observateurs,  à  des  temps  quelque  peu  différents  de 
l'horloge  qu'ils  écoutent;  ce  qui  produit  ime  inégalité  d'identifica- 
T.  m.  17 
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tion  à  laquelle  il  devient  nécessaire  d'avoir  égard,  dans  des  déter- 
minations précises  de  temps  absolu.  Cette  circonstance  affectera 
donc  l'intervalle  H„  —  Ho ,  d'une  erreur  constante  pour  chaque 
couple  d'observateurs ,  si  on  ne  Ta  pas  spécialement  mesurée  pour 
eux,  par  des  expériences  préalables,  ou  si  l'on  n'a  pas  constaté  que 
son  résultat  devient  insensible  par  opposition ,  dans  leurs  obsena- 
lions  simultanées  du  signal  intermédiaii'e.  Les  effets  des  trois  cau- 
ses d'erreur  que  nous  venons  d'énumérer,  devenant  quinze  fois 
plus  grands  dans  l'évaluation  astronomique  de  T',  elle  est  néces- 
sairement beaucoup  moins  sûre  que  l'évaluation  géodésique;  et  il 
faut  apprécier,  avec  une  sévère  critique  ,  la  part  qu'elles  penveni 
avoir  dans  les  différences  que  ces  deux  déterminations  présentent, 
avant  d'en  conclure  qu'elles  décèlent  des  anomalies  locales  réelles 
dans  la  configuration  du  parallèle  mesuré. 

198.  Peut-être  améliorerait-on  les  observations  du  signal  in* 
stantané,  en  substituant  aux  feux  de  poudre ,  les  éclipses  récipro- 
ques de  lampes  à  courant  d'air,  munies  de  réflecteurs,  qui  seraient 
fixement  établies  dans  chaque  station.  Elles  seraient  occultées  par 
la  chute  d'un  écran  métallique,  tombant  d'une  hauteur  suffisante 
pour  donner  à  leur  disparition  une  durée  sensiblement  nulle,  on 
que  sa  constance  permettrait  d'évaluer.  L'observation  se  ferait,  à 
chaque  station,  avec  une  lunette  fixe  dirigée  vers  l'autre.  Le  signal 
serait  successivement  donné  et  reçu,  dans  toutes  deux,  à  <les 
époques  fixées ,  se  succédant  par  des  intervalles  de  temps  con- 
venus d^avance ,  ce  qui  permettrait  de  réunir  un  très-grand  nom- 
bre d'observations  réciproques  en  fort  peu  de  jours.  Le  mode  d'i- 
dentification de  la  perception  et  du  temps,  propre  à  chaque  obser- 
vateur, et  qu'on  appelle  son  équation  personnelle,  se  conclurait 
d'expériences  préalables ,  faites  simultanément  par  tous  deux  dans 
une  même  station,  où  ils  observeraient  et  reporteraient  à  la  même 
horloge  les  éclipses  soudaine^  qu'un  aide  opérerait  dans  l'autre. 

196.  Supposant  TampliUide  astronomique  1"  déterminée  par 
ce  procédé  ou  par  d'autres  analogues ,  soit  pour  l'étendue  totale 
de  l'arc  mesuré ,  soit  pour  les  divers  segments  dans  lesquels  on 
subdiviserait  sa  longueur  par  des  stations  intermédiares,  on  en 
pourra    conclure  proportionnellement  la  longueur  d'un  degré  du 
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parallèle  considéré.  Pour  cela ,  nommons  H*  la  différence  H„ — H© 
exprimée  en  secondes  de  temps  sidéral;  en  sorte  que  I"  soit 
égale  à  i5H*.  Alors,  n  étant  la  longueur  mesurée  qui  corres- 

pond  à  Tamplitude  I",  la  longueur  d'un  degré  sera  —         *  En 

supposant  les  éléments  de  cette  détermination  exempts  de  toute 
erreur,  le  produit  ainsi  obtenu  devrait  être  constant  sur  tout  le 
contour  d'un  même  parallèle ,  soit  qu'il  fût  conclu  de  l'arc  entier 
ou  de  ses  segments;  et  s'il  ne  Tétait  pas,  on  devrait  en  conclure 
que  la  configuration  de  la  surface  terrestre  s'y  écarte  de  sa  régu- 
larité générale ,  propre  à  un  sphéroïde  de  révolution  rigoureux.  Il 
sera  toujours  important  de  faire  cette  épreuve.  Mais ,  si  les  valeurs 
des  degrés,  ainsi  calculées  par  les  divers  segments  de  l'arc,  pré- 
sentent des  différences  entre  elles,  il  faudra,  avant  d'en  inférer 
l'existence  d'anomalies  locales,  examiner  si  ces  différences  sont 
assez  fortes  pour  ne  pas  pouvoir  provenir  des  seules  erreurs  d'ob- 
servation qui  affectent  les  divers  éléments  d'où  on  les  déduit. 

197.  Le  plus  grand  arc  de  parallèle  que  l'on  ait  jusqu'à  présent 
mesuré ,  traverse  une  triangulation  continue ,  établie  à  peu  près 
sur  le  45®  degré  de  distance  polaire ,  ayant  son  extrémité  occiden- 
tale sur  les  côtes  de  l'Océan,  près  de  Bordeaux,  et  son  extrémité 
orientale  près  de  la  ville  de  Fiume,  en  Istrie.  C'est  sur  cette  même 
ligne  qu'ont  aussi  été  faites  un  grand  nombre  d'expériences  sur  la 
longueur  du  pendule ,  rapportées  à  la  fin  de  notre  tome  II,  p.  482  ; 
de  sorte  que  ces  expériences  s'y  associent  aux  déterminations  géo- 
désiques,  aussi  complètement  que  sur  l'arc  de  méridien  qui  s'étend 
depuis  la  petite  île  d'Unst,  dans  l'archipel  des  Shetland,  jusqu'à 
celle  de  Fermentera,  arc  dont  les  Anglais  ont  mesuré,  ou  achèvent 
de  mesurer,  la  partie  boréale. 

Cette  grande  mesure  de  parallèle ,  d'abord  projetée  en  France, 
a  été  exécutée,  dans  ses  diverses  parties,  par  des  observateurs 
très- habiles  appartenant  aux  différents  États  que  l'arc  devait  tra- 
verser. C'étaient,  pour  la  France,  feu  le  colonel  Brousseaud,  ayant 
sous  ses  ordres  des  officiers  pris  dans  le  corps  des  ingénieurs-géo- 
graphes; pour  la  Savoie ,  M.  Plana,  l'astronome  royal  de  Turin  ; 
pour  l'Autriche,  M.  Carlini,  de  l'observatoire  de  Milan;  et  des 

17.. 
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officiers  sous  les  ordres  de  M.  le  colonel  Fallon ,  directeur  du  bu- 
reau topographique  de  Vienne.  L'amplitude  géodésique  a  été  ap- 
puyée sur  deux  bases  extrêmes,  Tune  occidentale ,  mesurée  dans 
les  landes  de  Bordeaux  ;  l'autre  orientale ,  mesurée  sur  les  bords 
du  Tesin.  Les  amplitudes  astronomiques  de  l'arc  entier  et  de  plu- 
sieurs de  ses  segments  ont  été  déterminées  par  des  feux  de  pou- 
dre. Les  temps  absolus  ont  été  fixés,  soit  par  des  instruments  de 
passages,  soit  par  des  observations  de  hauteurs  d*astres  prises  avec 
le  cercle  répétiteur.  Les  résultats  généraux  de  l'opération  entière  ont 
été  rassemblés  dans  un  ouvrage  publié  par  le  colonel  Brousseaud, 
sous  le  titre  de  Mesure  d'un  arc  du  parallèle  moyen  entre  le  pôle  et 
Véquateur,  C'est  de  là  que  j'ai  tiré  tous  les  éléments  contenus  dans 
le  tableau  placé  en  regard  de  la  page  précédente.  Les  longueurs 
mesurées  sont  exprimées  en  mètres  français,  dont  la  longueur  légale 
en  toises  est  0*^^,5 1 3o74o-  Nous  verrons  plus  loin  comment  ce  rapport 
se  détermine;  pour  le  moment,  je  l'emploie  comme  un  fait  convenu. 

198.  Ce  tableau  parle  de  lui-même.  On  y  voit,  dans  la  co- 
lonne VI ,  que  les  divers  segments  du  parallèle  mesuré  donnent 
des  longueurs  du  degré  notablement  différentes  les  unes  des  au- 
tres ,  et  qui ,  comparées  au  degré  moyen  conclu  de  l'arc  total , 
sont  tantôt  plus  grandes ,  tantôt  moindres  d'un  nombre  de  mètres 
qui,  pour  quelques-unes ,  paraot  fort  considérable.  Mais  la  der- 
nière colonne  montre  qu'en  remontant  aux  déterminations  ex- 
périmentales dont  ces  degrés  sont  déduits ,  leurs  inégalités  métri- 
ques répondent  à  des  différences  de  temps ,  que  les  observations 
les  plus  habilement  faites  ont  pu  dif&cilement  rendre  certaines  (*}• 

(*)  Les  Dombrea  contenus  dans  cette  dernière  colonne  sont  calculés  parla 
méthode  que  j'ai  indiquée  en  note  page  211,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de 
la  reproduire  ici  dans  Tapplication  spéciale  que  je  lui  ai  donnée.  Soii  n  la 
longueur  en  mètres  d'un  de  nos  segments  de  parallèle  dont  I'',  on  i5H',  est 
Tampiitude  astronomique  exprimée  en  secondes  de  temps  sidéral.  La  lon- 
gueur ne**)  du  degré  qui  s'en  déduira  aura  pour  expression 

36oon 
Désignons  maintenant  par  x  le  nombre  de  secondes  de  temps  qu'il  faudrait 
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Toutefois,  si  l'on  suit  la  marche  de  ces  différences  entre  les  seg- 
ments consécutifs,  pour  y  chercher  les  indices  les  plus  saillants  d'a- 
nomalies locales ,  que  Pou  puisse  juger  réelles,  leur  maximum  se 
présente  vers  les  deux  extrémités ,  occidentale  et  orientale ,  de 
Tare,  avec  des  signes  opposés.  Or,  cVst  auàsi  vers  ces  mêmes  ex- 
trémités que  les  longueurs  observées  du  pendule  ont  offert  les 
anomalies  les  plus  considérables ,  et  pareillement  de  signes  con- 
traires ,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  inséré  à  la  page  482  du 
tome  précédent.  Si  l'on  ajoute  à  cela  que,  sur  l'arc  méridien  de 
France  et  d^£spagne,  les  variations  les  plus  ir régulières  des  degrés 
se  manifestent  également  vers  le  45^  degré  de  distance  polaire ,  on 
conclura  de  ces  rapprochements ,  avec  toute  vraisemblance ,  que, 
dans  la  portion  de  la  France  où  le  méridien  de  Paris  coupe  le  4^*^ 
parallèle ,  la  configuration  de  la  surface  terrestre  s'écarte  sensible- 
ment de  Tellipsoïde  général  qui  représente  son  ensemble.  Cet 
écart  est  probablement  plus  marqué  encore  sur  d'autres  parties 
plus  orientales  du  même  parallèle ,  par  exemple  vers  Padoue  et 
Fiume.  Car  c'est  là  que  les  longueurs  des  degrés ,  mesurées  sur 
son  contour,  et  les  longueurs  du  pendule  qu'on  y  a  observées, 
diffèrent  le  plus  des  lois  générales.  Aussi ,  lorsque  Padoue  a  été 
rattaché  à  Milan  par  triangulation  géodésique ,  les  astronomes  ita-* 
liens  ont  trouvé  une  discordance  de  i3'^,5  entre  la  latitude  de  cette 

ajouter  à  H',  poar  que  le  quotient  reproduisit  la  valeur  moyenne  Uy'  du  de- 
gré, telle  que  la  donne  Tare  total.  Diaprés  cette  condition ,  il  faudra  qu^on  ait 

n(o)_     36oon 
^   ~  i5(H'-i-x)" 

Si  Ton  divise  la  première  équation  membre  à  membre  par  oette  dernière ,  it 
en  résulte 

—  =  -3P~,  dourontin)  .:=:H*_^ 


nj 


Les  nombres  contenus  dans  la  dernière  colonne  du  tableau  ont  été  calculés 
par  cette  formule.  On  voit  que  la  correction  x  est  toujours  do  même  signe 

quela^différence  n(P)'-n^°\ 
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ville,  déterminée  astronomiquement ,  et  celle  qui  se  déduit  de 
Milan  par  les  triangles  intermédiaires  supposés  appliqués  sur  Tel- 
lipsoxde  terrestre  général. 

199.  Le  parallèle  sur  lequel  ont  été  prises  les  mesures  d'arcs 
rapportées  dans  le  tableau  précédent  ayant  sa  distance  polaire 
^„=:44**  ï6'  48'' >  i^  se  trouve  très-peu  distant  de  celui  auquel  ap- 
partient le  degré  moyen  D(°)  que  nous  avons  conclu  par  l'ensemble 
des  opérations  de  France  et  d'Espagne,  ce  dernier  se  rapportant 
à  la  distance  polaire  d=:/^3°  Si'  54"*  En  combinant  ces  deux 
genres  de  déterminations ,  il  est  facile  d'en  conclure  les  dimensions 
de  Fellipsoïde  particulier,  qui  serait  osculateur  à  la  surface  ter- 
restre dans  le  point  où  le  degré  moyen  D^®)  coupe  son  parallèle 
propre;  c'est  ce  que  je  vais  exposer. 

Pour  cela  je  prends  d'abord  la  moyenne  des  quatre  degrés  de 
parallèle ,  qui  ont  été  obtenus  par  les  observations  faites  entre 
Marennes  et  Genève,  parce  que  le  milieu  de  l'arc  qu'elles  embras- 
sent se  rapproche  spécialement  du  méridien  auquel  appartient 
notre  degré  D^^K  Cette  moyenne  est  77884*°,  4^4»  ^I^>  converties 
en  toises  de  l'Académie  par  le  rapport  légal  o,  5 1 80740,  valent 
3996o''',46 ,  en  négligeant  les  fractions  ultérieures  dont  on  ne  sau- 
rait répondre.  Je  désigne  cette  longueur  par  n„. 

La  première  chose  à  faire,  c'est  de  la  transporter  sur  le  parallèle 
dont  la  distance  polaire  est  dy  ce  qui  exige  qu'on  la  multiplie  par 

le  rapport  -  des  rayons  des  circonférences  correspondantes  aux 

distances  dy  d„.  Ces  rayons,  dans  un  même  ellipsoïde,  ont 
pour  expressions  Nsinrf,  N;,sin4i»  Nommant  donc  Il(°)  la  lon- 
gueur du  degré  de  parallèle  ainsi  transporté,  on  aura 

nC)=5i!!îL£.:?L. 

sin  dn      N„ 

Au  premier  aperçu,  cette  opération  de  transport  semblerait  impli- 

,      .  .  sind       .       ,,,  . 

quer  un  cercle  vicieux ,  non  quant  au  rapport  - — -7-  qui  se  déduira 

rigoureusement  de  nos  données ,  mais  par  l'évaluation  qu'il  nous 
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N 
faudra  faire  du  rapport  —  des  deux  normales  dans  l'ellipsoïde  in- 

connu.  Heureusement  cette  difficulté  disparaît  ici ,  à  cause  du  peu 

d'écartement  des  deux  parallèles  entre  lesquels  le  transport  s^opère.    . 

Car,  ainsi  qu'on  le  verra  tout  à  l'heure,  la  partie  de  la  réduction 

N 
qui  est  produite  par  le  facteur  —  est  si  petite,  qu*elle  s'évaluera 

très- exactement  avec  la  valeur  de  e^  appartenant  à  Tellipsoïde 
général. 

Je  commence  donc  par  former  le  produit  qui  dépend  de  Tautre 
facteur.  On  l'obtiendrait  sans  erreur  sensible  pai*  l'application  di- 
recte des  logarithmes.  Mais  on  apercevra  mieux  la  petitesse  de 
cette  première  réduction ,  en  représentant  par  &>  la  petite  diffé- 
rence dn  —  d  des  distances  polaires,  qui  est  o°24'54".  Car,  en 
substituant  à  c?  la  valeur  équivalente  d„  —  w,  on  aura 

sin£?=sin  dn  cos  w — cos  d„  sin  &)=sin  dn — cos  dnS\n  w — 2  sin  d^  sin-^  w, 

ce  qui  donne 

sin  d  sin  o>)  .  , , 

smr/„  taDga„ 

et,  en  effectuant  par  parties  le  calcul  des  deux  termes  qui  dépen- 
dent du  petit  angle  u ,  on  trouvera 

n„  -; — -  =  3qq6o'^,  ^6  —  206*^,  8o3  —  1  '^,  oâS  =  30662''^,  6 1 . 

C'est  ce  qu'on  aurait  pu  trouver  directement ,  mais  avec  une  appré- 
ciation moins  évidente  de  l'effet  de  ce  facteur. 

N 
200.  Je  viens  maintenant  au  rapport  — -    des    deux  normales. 

D'après  leurs  expressions  dans  l'ellipsoïde ,  il  sera 


t_ 
N   ^  /i  — e^cos'^nV  _  fi  —g' cos' fl? -f- g^ (cosV-—  cos' d„)l 

Wn  ~  \i  —  e^cos^d)     ""  L  T^e^cos'd  J 

—  g^  sin  (^„  +  d)  sin  {d^  —  dJV 

*-  I  —  g'  cos'  d  J 
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Sous  eetie  dernière  forme,  on  voit  que  ]e  terme  qui  s'ajoute  à  Tunitc 
sous  le  radical  est  rendu  très-petit  par  Tassociation  des  deux  fac> 
teurs  é^  et 8in(t/„  —  d).  C'est  là  ce  qui  permetde  le  calculer  avec 
la  valeur  générale  de  ^^  :  je  fais  donc ,  par  abréviation , 

^'sin  (c?„  -h  d) sin  (c?„  —  d) 

I  — ^*COS^^ 

==  c'sin  (c?„  -f-  d)  sin  («?„  —  rf)  (i  -|-  c'  cos'  d  -he^  cos'  d, . .). 

i   Lorsque  u  sera  réduit  en  nombres  par  cette  expression,  sa  peti- 

N 
tesse  permettra  d'obtenir  rapidement  ~  par  le  développement  du 

binôme  qui  donnera 

N  .  ,  , 

or,  en  effectuant  le  calcul  de  Uy  on  trouve 

log  M  =  5 ,  665 1 2 1 1  ;       log  w'  =  g,  33o2422. 

On  voit  qu'il  serait  tout  à  fait  inutile  d'aller  au  delà  de  ces  deux 

premières  puissances.  Leur  appliquant  donc  les  diviseurs  respec- 

N 
tifs  qui  les  affectent  dans  le  développement  de  ~  ?  puis  ajoutant 

à  chaque  terme  le  logarithme  de  *!  ?  on  trouve,  en  se  bor- 
nant aux  centièmes  de  toise , 

n(«)  =  39662^,61  -h  0^,92  =  36963^,53. 

L'excessive  petitesse  de  la  correction,  qui  dépend  ici  du  rapport  des 
normales,  légitime  parfaitement  l'emploi  que  nous  avons  fait  de  la 
valeur  générale  de  e"^  pour  la  calculer» 

SOI.  Diaprés  cela,  les  éléments  déterminatifs  de  notre  ellip- 
soïde local  seront  : 

La  longueur  du  degré  de  méridien.  .  .     D^**^  =  57024^,64 

La  longueur  du  degré  de  parallèle.  .  .     nC®)  =  39663*^,53 

applicables  à  la  dist.  polaire  commune.  .  r/=:i|3**5i'54  * 
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Le  degré  D(°^  appartient  au  cercle  qui  est  osculateur  de  l'ellipse 
génératrice,  à  la  distance  polaire  d.  Le  rayon  de  ce  cercle,  que  je 
désigne  par  7 ,  aura  donc  pour  expression  générale 

7  = ^^ 1' 

(i  — e^cos*^)* 

a ,  e^  étant  les  deux  constantes  inconnues  de  Tellipsoïde  qu*il  s'agit 
de  déterminer. 

Le  degré  IK^*)  appartient  à  la  circonférence  du  parallèle  situé  sur 
l'ellipsoïde  à  la  même  distance  polaire  d.  Soit  rie  rayon  de  cette 
circonférence  ;  r  sera  N  sin  ^ ,  N  étant  la  longueur  du  segment  de 
la  normale  qui  se  termine  à  l'axe  polaire.  Mettant  donc  pour  N 
son  expression  générale ,  on  aura 

a  sin  d 


(1  — e^cos^dy 

Or,  les  rayons  des  deux  cercles  doivent  être  respectivement  pro- 
portionnels aux  arcs  de  1°,  mesurés  sur  chacun  d'eux.  On  devra 
donc  avoir 

7      DC*»)  .  .  I— e'  D(*>) 

- = -—-  5       ce  qui  donne  ici        ;; ; — ,  ,.   . — %=  —rrr ', 

r      n(*»^  ^  (i— e'cos'rf)smû?     n(")  ^ 

d'où  Ton  tire  aisément 

e^sïn^d  n(«)— b(«)sinc? 


(0 


i—e^cos^d  nW 


e^  pourra  donc  être  déterminé  par  cette  équation.  Quand  il  sera 
conclu ,  on  obtiendra  le  demi-grand  axe  a  d'après  la  longueur  ab- 
solue de  l'un  ou  l'autre  des  degrés  mesurés,  puisque  l'on  a  évi- 
demment 

^^  ^  36oo"  36oo" 

Egalant  donc  ces  valeurs  aux  expressions  analytiques  de  7  ou  de  r, 
on  en  déduira  a,  puisque  e^  aura  été  préalablement  déterminé. 
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208.  é^  est  le  carré  du  rapport  de  Texcentricité  au  demi-grand 
axe.  Ce  carré  est  donc  du  même  ordre  que  le  second  membre  de 
Féquation  (i),  et  il  deviendrait  nul  si  n<°)  se  trouvait  égal  àD(°)  ûnd] 
de  sorte  que  Pellipsoïde  se  réduirait  alors  à  une  sphère.  La  raison 
de  ce  résultat  est  sensible.  Dans  une  sphère ,  les  degrés  de  tous  les 
grands  cercles  sont  égaux  ;  et  ainsi  D(^)  sin  d  représente  la  longueur 
du  degré  éqaatorial,  transformé  en  degré  de  parallèle  pour  la  dis- 
tance polaire  d,  ce  qui  rend  ce  pi-oduit  égal  à  n(**),  comme  l'équa- 
tion rindique  pour  un  tel  cas,  en  montrant  que  e^  y  devient  nui. 
D*aprèscela,  notre  ellipsoïde  local  devant  être  peu  différent  d'une 
sphère,  le  second  membre  de  l'équation  (i)  devra  se  trouver  fort 
petit,  et  c'est  aussi  ce  qui  arrive.  Car,  en  le  réduis£mt  en  nombres 
d'après  les  données  que  nous  avons  rassemblées,  on  trouve 
D(°)  sine/ égal  à  395 1 5*^,88,  ce  qui  diffère  peu  den(°).  De  là  on  tire 

n(o)—  D(°)sin€/=  i47'^,65, 

et ,  par  suite  , 

n(o)  —  D(»)  sin  fl?  ^       , 
— =0,00372247. 

La  différence  n(°)  —  D(**)  sin  rf,  qui  caractérise  la  forme  elliptique , 
surpasse  les  discordances  que  les  diverses  évaluations  des  degrés 
de  notre  parallèle  nous  ont  présentées.  Sa  réalité  est  donc  id indu- 
bitable ;  mais  elle  est  comparable  en  grandeur  à  ces  discordances , 
et  doit  être  considérablement  influencée  par  les  erreurs  des  obser- 
vations qui  y  concourent.  Nous  devons  donc  nous  attendre  qu'en 
combinant  ainsi  des  évaluations  diverses  des  degrés  D(°)  et  II^®^ , 
correspondants  à  une  distance  polaire  commune,  nous  obtien- 
drons des  ellipsoïdes  très-différents  les  uns  des  autres,  tant  parles 
irrégularités  réelles  de  la  surface  terrestre  que  par  l'intervention 
des  erreurs  que  ces  évaluations  comportent,  sans  qne  nous  pais- 
sions assigner  la  proportion  dans  laquelle  chacune  de  ces  causes 
modifie  les  résultats. 

205.  Pour  achever  ici  le  calcul  de  e',  je  fais  généralement 

n(o)  —  D(°>  sin  d 


n(»> 


? 
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ce  qui  donne  ici 

logp  =3,5708310. 

Je  me  borne  à  l'exprimer  ainsi  ;  car,  en  ne  poussant  pas  les  éva- 
luations au  delà  des  centièmes  de  toise ,  ce  qui  serait  fort  inutile, 
puisque  l'on  ne  peut  déjà  pas  y  répondre  de  ces  centièmes ,  il 
suffit  d'employer  les  Tables  logarithmiques  ordinaires  à  sept  dé- 
cimales dans  tout  ce  calcul.  Alors,  en  dégageant  é^  de  l'équation  (i  ), 
ooa 

^»  — ^- 


sin'  rf  -+-  fA  cos^  d 


Pour  profiter  de  la  petitesse  de  /x,  je  mets  cette  expression  sous  la 
forme 


e'.--i* 


»    I  +        ^ 


tang^  d 


et,  en  développant  le  second  facteur  en  série  par  la  division,  elle 

donne 

..3 


^  =  ^i^.  . — ^ 


sin*£/\         tang'^     tang^rf 

L'extrême  petitesse  de  fx  rend  la  convergence  très-rapide.  Le  troi- 
sième terme  ne  donne  déjà  plus  qu'une  unité  sur  les  décimales  du 
septième  ordre  ;  en  s'y  bornant ,  on  trouve 

é^  =  0,00772  087,         loge'  =  3,8876663. 

Nous  avons  vu ,  dans  la  page  184,  que  e^  est  lié  à  l'aplatissement  s 
de  l'ellipsoïde  par  l'équation 

e'  =  2g  —  s', 
d'où  l'on  tire 

e=y^-f--gtf    H-  T?^  ~^  TT7^  .... 
Mettant  donc  ici  pour  e^  sa  valeur,  on  trouve 

I 


=  o,oo38697i5  =  ^gg-5^ 
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€et  aplatissement  est  beaucoup  plus  fort  que  celui  que  nous 
avons  obtenu  en  combinant  les  degrés  du  méridien  mesurés  à  des 
distances  polaires  très^inégales,  et  qui  s^est  trouvé  être  en  moyenne 

TTiTiTf  P^^  ^^i»  ™^^^  1^  nature  des  données  d*où  nous  l'avons 
déduit  peut  seulement  attester  le  sens  de  la  (ffiference,  non  sa 
quantité  absolue. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  calculer  la  valeur  de  /z,  qui  se  trouve  as- 
sociée à  cet  aplatissement,  par  la  valeur  trouvée  de  e%  parce 
que  ce  serait  une  recherche  de  pure  curiosité.  Mais  je  signalerai 
une  conséquence  plus  importante  des  résulta^  qui  précèdent. 

204.  Supposez  que,  dans  un  lieu  donnés,  on  ait  déterminé 
astronomiquement  la  direction  de  la  ligne  méridienne,  et  la  dis- 
tance angulaire  d  du  pôle  au  zénith.  Puis,  qu'on  rattache  un  autre 
lieu  Sa9  à  celui-là,  par  un  réseau  de  triangles  sphériques,  oii  l'on 
aura  observé  tous  les  angles ,  et  déterminé  les  longueurs  des  côtés 
en  les  rapportant  à  une  base  mesurée.  Au  moyen  des  formules 
que  nous  avons  établies ,  on  pourra ,  en  procédant  de  proche  en 
proche,  déterminer,  i^  la  portion  d'arc  méridien  comprise  entre  S 
et  S„ ,  ce  qui  donnera  la  distance  polaire  relative  de  cette  dernière 
station  ;  n^  Fazimut  du  dernier  côté  de  la  chaîne  des  triangles  au- 
tour de  la  ligne  méridienne  de  son  horizon  propre  ;  3°  enfin , 
Tangle  dièdre  compris  au  pôle  entre  les  méridiens  de  S  et  de  S«. 
Mais  toute  cette  déduction  ne  s'effectuera  qu'en  transportant,  à  la 
station  S„ ,  les  éléments  astronomiques  de  la  station  S,  par  l'inter- 
médiaire des  triangles  supposés  établis  sur  un  même  ellipsoïde  de 
révolution ,  auquel  on  ne  pourra  généralement  attribuer  que  les 
valeurs  de  a  et  de  é^  qui  conviennent  à  l'ensemble  de  la  surface 
terrestre ,  abstraction  faite  de  ses  irrégularités  locales.  L'influence 
de  celles-ci,  que  nous  voyons  être  fort  sensible,  produira  donc 
habituellement  des  discordances  du  même  ordre,  entre  les  élé- 
ments de  position  réels ,  donnés  par  les  observations  astronomi- 
ques^ et  ces  mêmes  éléments  géodésiquement  calculés.  C'est,  en 
effet,  ce  qui  arrive  dans  presque  tous  les  cas  où  l'on  peut  faire 
des  épreuves  pareilles*  Les  différences  que  l'on  trouve  alors  entre 
les  résultats  de  l'observation  et  ceux  du  calcul  décèlent  l'exis- 
tence et  donnent  la  mesure  des  anomalies  de  la  surface  terrestre, 


PHITSIQUE.  ^^69 

entre  les  deux  stations  extrêmes  ainsi  rattachées   trigonométrie 
quement  l'une  à  l'autre. 

20â.  Tous  les  éléments,  tant  généraux  que  particuliers,  de  Tel- 
lipsoïde  terrestre  que  j'ai  déduits,  dans  cette  section ,  des  lon- 
gueurs des  degrés  mesurés  sur  les  méridiens  ou  les  parallèles 
peuvent  être  établis  par  des  calculs  analytiques,  où  Ton  emploie, 
comme  éléments,  les  amplitudes  totales  des  arcs  embrassés  parchaque 
opération  locale.  C'est  la  méthode  que  Delambre  a  suivie  dans  son 
ouvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique,  et  Ton  peut  voir  au 
tome  n,  pages  674  ^^  suiv.,  la  formule  générale  que  la  rectification 
analytique  des  arcs  d'ellipse  lui  a  fournie  pour  ce  but.  Mais,  si  l'on 
considère  l'incertitude  inévitable  des  données  physiques  sur  les- 
quelles la  solution  du  problème  repose,  on  pourra  légitimement 
douter  que  cette  méthode,  mathématiquement  plus  rigoureuse, 
et  aussi  plus  complexe,  conduise  à  des  résultats  beaucoup  plus 
ceitains.  Je  me  borne  donc  à  l'indiquer ,  ayant  préféré  ici  la 
marche  naturelle  et  simple  qui  emploie  les  degrés  eux-mêmes 
comme  des  éléments  de  combinaison  suffisamment  rapprochés  de 
rinfiniment  petit.  C'est ,  au  reste ,  la  même  forme  de  données  que 
Laplace  a  employée  dans  le  tome  VI  de  la  Mécanique  céleste  y  et 
cet  exemple  me  justifiera  suffisamment. 

206.  Les  géomètres  ont  donné  le  nom  général  de  lignes  géode- 
siques  aux  courbes  de  plus  courte  distance  que  l'on  puisse  tracer, 
soit  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  soit  sur  un  sphéroïde  quelconque , 
entre  deux  points  donnés  de  sa  surface.  Sur  la  sphère,  une  telle 
ligne  est  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  donnés  ; 
alors  elle  est  toujours  plane.  Mais,  pour  toute  autre  forme  de 
surface ,  les  lignes  de  plus  courte  distance  ne  sont  planes  que  par 
exception  ;  elles  sont  généralement  à  double  courbure.  Le  nom  de 
géodésique  leur  a  été  donné  d'après  l'application  spéciale  qu'on  en 
a  faite  à  la  surface  terrestre.  Comment  peut-on  les  y  décrire,  et  les 
déduire  des  triangulations  sphériques  établies  sur  cette  surface? 
Cest  ce  que  l'on  va  aisément  comprendre  quand  j'aurai  explique 
les  conditions  de  tracé  d'une  ligne  de  ce  genre  sar  un  ellipsoïde  de 
révolution ,  d'après  la  propriété  de  plus  courte  distance  qu'on  lui 
attribue. 
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207.  Soit  A|PÂ,  fig.  4^9  ^^  méridien  de  l'ellipsoïde  que  je  sup- 
poserai très- peu  différent  d'une  sphère  pour  me  rapprocher  des 
applications  réelles ,  quoique  cette  particularité  ne  soit  pas  essen- 
tielle au  mode  de  raisonnement  dont  je  ferai  usage.  Sur  ce  méri- 
dien 9  désignons  par  m  le  point  de  départ  de  la  ligne  de  plus 
courte  distance  que  l'on  veut   tracer;  et  donnons-nous,  pour 
condition  initiale  de  sa  direction ,  qu'elle  doive  y  faire  un  certain 
angle  assigné  /  avec  le  méridien  primitif  P/wA.  Puis,  concevons 
qu'en  vertu  de  ces  éléments  primitifs ,  elle  doive  suivre ,  dans  son 
cours ,  la  série  des  points  /w,  iW| ,  wj , . . . .  Pour  établir  le  raison- 
nement ,  je  prendrai  ces  points  très-rapprochés  les  uns  des  autres, 
comparativement  aux  dimensions  générales  du  sphéroïde,  a£n 
que ,   sur  la  surface  terrestre  par  exemple ,   chacun  des  petits 
arcs  /Timi,  m^m-i^  puisse  se  trouver  intercepté  dans  un  des  triangles 
principaux  d'un   réseau  géodésique,  établi  suivant  la  direction 
générale  que  suivra  la  ligne  que  l'on  veut  tracer.  Du  pôle  P  je 
mène  une  suite  de  plans  méridiens,  passant  parles  points/?/,, 
Wa,..,,  ainsi  définis;  et  je  suppose  les  amplitudes  des  petits 
arcs  mmxy  mim^y.  . .   assez  restreintes  pour  que,  sur  toute  leur 
longueur  individuelle,  le  sphéroïde  ne  s'écarte  pas  sensiblement  de 
la  sphère  qui  serait  transversalement  osculatrice  au  méridien  de 
leur  origine  propre.  Ceci  convenu ,  le  premier  élément  mmx  appar- 
tiendra à  celle  de  ces  sphères  qui  sera  ainsi  osculatrice  en  /n;  et  il 
devra  suivre,  sur  sa  surface ,  la  direction  d'un  grand  cercle  partant 
du  point  rriy  suivant  la  direction  azimutale  {  qui  est  assignée.  Cela 
détermine  son  extrémité  m,  sur  cette  même  sphère;  et,  par  hypo- 
thèse, en  ce  dernier  point  comme  sur  toute  l'étendue  de  sa  longueur, 
il  se  confond  sensiblement  avec  la  ligne  de  plus  courte  distance  qai 
partirait  du  point  m  ,  avec  la  même  condition  azimutale ,  sur  le 
sphéroïde  réel.  On  obtiendra  donc,  par  nos  formules  sphériques, 
1°  la  longueur  de  ce  côté  mm^  dans  le  premier  triangle  principal  où 
il  se  trouvera  intercepté  ;  2®  la  distance  polaire  de  son  extrémité /Wi 
sur  la  sphère ,  que  l'on  convertira  en  distance  polaire  ellip tique P/t^ij 
3®  son  azimut  final /^mi^,  qui  se  transportera  sur  l'ellipsoïde,  et 
donnera  l'angle  Pz/Zi/n,  sans  aucune  réduction.  C'est  exactement  le 
même  calcul  que  nous  avons  fait  sur  hifig.  i8,  pour  y  déterminer  le 
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premier  nœud  m,  de  l'arc  méridien ,  si  ce  n'est  que  la  valeur  de  Tazi- 
mut  initial  i  sera  différente.  Parvenus  ainsi  en  w,,  Jïg»  42,  nous 
passons  sur  une  autre  sphère  osculatrice ,  dont  le  rayon  n'est  plus  la 
normale  elliptique  mn^  mais  la  normale  elliptique  m|/Z|,  qui  est  con- 
tenue dans  le  méridien  propre  de  ce  point  ;  et  il  faut  chercher  quelle 
devra  être  la  direction  du  second  élément/n,/»,,  surla  surface  de  cette 
seconde  sphère.  £lle  sera  donnée  par  la  condition  fondamentale  de  la 
ligne  demandée.  Car,  devant  être  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tra- 
cer sur  l'ellipsoïde,  entre  deux  points  quelconques  pris  sur  les  élé- 
mtints  mm  t,  m^m^^y  il  faudra,  qu'à  leur  point  de  jonction  m  1,  ces  deux 
éléments  forment ,  avec  la  tangente  menée  au  méridien  elliptique 
en  771,,  des  angles  opposés  égaux  entre  .eux ,  afin  que  leurs  segments 
infiniment  petits,  contenus  dans  le  plan  tangent  en  ce  point ,  s'y  sui- 
vent en  ligne  droite.  En  effet ,  s'ils  ne  se  continuaient  pas  ainsi ,  les 
points  que  l'on  y  prendrait  autour  de  tti,  pourraient  être  joints, 
dans  ce  même  plan ,  par  une  ligne  plus  courte,  ce  qui  est  contraire 
à  la  condition  assignée.  Cela  donne  donc  l'angle  azimutal  m^m^^ 
égal  à  l'arimut  final   P7w,77î  de  Télément  précédent;  et  la  même 
condition  d'égalité  existera  entre  les  angles  opposés  que  les  mêmes 
éléments  formeraient  avec  toute  autre  tangente,  menée  sur  l'hori- 
zon de  nfi,  suivant  une  direction  quelconque.  Par  là  on  connaîtra 
l'angle  initial  que  l'élément  771, 7W,  doit  former  avec  le  côté  com- 
mun des  deux  premiers  triangles  principaux  qui  passe  par  le  point 
m,.  On  pourra  alors  diriger,  dans  le  second  de  ces  triangles,  ce 
second  élément ,  comme  on  a  dirigé  le  premier  dans  le  triangle 
qui  précédait.  Ceci  conduira  au  troisième  point  77/2  de  la  courbe  ^ 
et  de  là ,  progressivement ,  à  tous  ceux  qui  doivent  le  suivre , 
comme  dérivant  du  premier  mm^ ,  dont  le  point  de  départ  et  l'azi- 
mut initial  ont  été  donnés  arbitrairement.  Les  détails  du  calcul 
seront  d'ailleurs  exactement  pareils  à  ceux  que  nous  avons  faits  y 
sur  la  fig,  18,  pour  conduire  un  même  arc  méridien  à  travers 
toutes  les  parties  d'une  triangulation  sphérîque. 

208.  Cette  construction  montre  pourquoi  la  ligne  ainsi  tracée 
sur  l'ellipsoïde  n'est  pas  généralement  plane.  Le  premier  élément 
771771,  est  contenu  dans  un  plan  mené  du  centre  n  suivant  la  nor- 
male mn-y  le  second  7w,7Wa  est  contenu  dans  le  plan  mené  d'un 
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autre  centre  /i, ,  suivant  la  normale  Wi  «t ,  différente  de  mn  en  lon- 
gueur, et  située  dans  un  autre  méridien.  Ces  circonstances,  jointes 
à  régalité  des  angles  opposés  formés  en  m^  sur  Phorizon  de  w, 
empêchent  ces  plans  de  coïncider,  si  ce  n'est  dans  deux  cas  :  d'abord 
quand  Tazimut  de  départ  i  est  nul ,  ce  qui  rend  tous  ses  dérivés 
pareillement  nuls ,  et  fait  coïncider  tous  les  méridiens  des  points 
771,  /72|,  /W2,  avec  le  méridien  primitif;  secondement,  lorsque 
l'angle  i  est  ^al  à  go°  et  le  point  m  placé  en  A  à  la  distance  po- 
laire de  90®,  sur  Téquateur  même.  Car  alors,  l'azimut  PM|A  étant 
aussi  90^  comme  celui  de  départ ,  et  la  normale  OMt  partant  da 
même  centre  0 ,  dans  le  même  plan  équatorial ,  l'opposition  des 
angles  en  Mt  maintient  l'élément  M1M3  dans  ce  même  plan;  de 
sorte  que ,  pour  ce  système  de  données,  la  ligne  de  plus  courte  dis- 
tance est  la  circonférence  équatoriale  elle-même.  Or,  ce  dernier 
résultat  a  toujours  lieu  sur  la  sphère  ,  parce  que  les  données  ini- 
tiales peuvent  toujours  être  ramenées  à  des  conditions  pareilles. 
En  effet,  soit,  ^g'.  4^  bis^  m  le  point  de  départ  pris,  partout  où  Ton 
voudra ,  sur  le  méridien  Vm ,  et  soit  i  l'azimut  initial  quelconque 
que  doit  suivre  le  premier  élément  mtrtx.  Mené*  en  m  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  à  cet  élément,  et  soit  P'  son  pôle,  ce 
qui  fera  l'arc P'w  égal  à  un  quart  de  la  circonférence.  Alors ,  en  pre- 
nant le  plan  qui  contient  P'm,  pour  le  méridien  de  départ  de  notre 
construction ,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  conditions  ultérieures  du 
tracé, l'arc  P'mi,  mené  du  même  pôle,  sera  aussi  perpendiculaire 
à  /TTi  m ,  et  l'opposition  des  angles  azimutaux  formés  en  m^  conti- 
nuera la  même  condition  de  perpendicularité  qui ,  dès  lors ,  se 
transmettra  à  tous  les  éléments  suivants.  La  courbe  de  plus  courte 
distance  ainsi  tracée  aura  donc  tous  ses  éléments  perpendiculaires 
aux  méridiens  menés  du  même  pôle  P'  ;  elle  sera  donc  un  grand 
cercle  de  la  sphère ,  ayant  ce  point  pour  pôle.  Mais  la  sphère  est  la 
seule  surface  sur  laquelle  on  puisse  toujours  ramener  les  données 
primitives  à  une  pareille  relation  d'identité  polaire.  C'est  aussi  ce 
que  confirment  les  formules  [i]  et  [2],  que  nous  avons  établies 
pages  i58,  169  et  160,  pour  calculer  les  coordonnées  finales  D',  i' 
d'un  premier  élément  de  grand  cercle  /ww,,  pris  sur  une  sphère 
transversalement  osculatrice  au  méridien  de  son  origine.  Car,  si  Ton 
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y  fait  simultanément,  à  cette  origine ,  i:=go°  et  <5?=go®,  ce  qui  réa- 
lisera le  changement  de  pôle  effectiié^g*.  ^i  bis^  elles  donneront 
d abord,  par  la  page  i58,  ^'=^=90°.  Ensuite,  dans  la  page  160, 
\[d'-{-d)  étant  90°,  i —  i'  deviendra  nul,  ce  qui  donnera  encore 
/'=:i=:go**.  Mais  supposez  seulement  i==go°,  ^/ étant  quelconque, 
ce  qui  conviendrait  à  une  ligne  géodésique  partant  d'un  point 
quelconque  m  du  méridien  elliptique ,  ^^.  4^}  sous  l'azimut  initial 
de  90^  Alors  la  distance  polaire  finale  D'  du  premier  élément  /71/72,, 
mesurée  en  arc  sur  la  sphère  osculatrice ,  y  différera  de  D  par  le 

1  A' 

terme  -  rr -t   ce  qui  la  rendra  plus  grande  que  D  de  cette 

2  N  tang  d  ^  roi 

quantité.  Par  suite ,  la  distance  elliptique  finale  d'  différera  égale- 
ment de  l'initiale  d.  En  outre ,  dans  la  formule  de  la  page  160  , 
y,(£/'-f-  d)  n'étant  plus  égal  à  90°,  / — /'  ne  s'évanouira  point;  ainsi 
Fâzimut  final  /  ',  différant  de  i ,  ne  sera  plus ,  comme  lui ,  égal  à 
90*^.  Par  ces  deux  causes ,  le  second  élément  mx  m,  s'écartera  de 
la  direction  qu*il  avait  sur  la  première  sphère.  Cet  écart  ne  de- 
viendra nul  sur  l'ellipsoïde  que  si  fi?  devient  aussi  90°,  comme  /, 
ce  qui  place  l'origine  m  dans  la  circonférence  équatoriale  élle- 
méme.  Car  alors,  i9LVi%d  devenant  infini  en  même  temps  que 

1       A' 

i  =  00° ,  le  terme ;  sera  nul ,  comme  ceux  auxquels  il 

-^  2  N  tang  d  ^ 

est  associé  dans  l'expression  de  D' —  D  ;  et ,  par  suite,  /'  sera  égal 
à  90°,  comme  i. 

209.  La  ligne  de  plus  courte  distance  tracée  sur  l'ellipsoïde, 
fig,  42,  à  partir  d'un  point  donné  m,  sous  la  seule  condition  initiale 
/  =  qo®,  s'appelle  généralement  la /^e/p^/i^/ca/a/rp  à  la  méridienne 
qui  passe  par  son  origine /n.  Elle  ne  diffère  d^n  grand  cercle  tracé 
sur  la  première  sphère  osculatrice,  avec  la  même  condition  azimu- 
tale,  que  par  des  quantités  de  l'ordre  de  l'excentricité  de  l'ellipsoïde. 
Mais  l'existence  de  cet  élément ,  quelque  petit  qu'on  le  suppose , 
modifie  progressivement  son  cours,  de  manière  à  l'écarter  de  plus 
en  plus  du  cercle  dont  il  s'agit.  Soit  m,  fig.  43 ,  son  point  de  dé- 
part sur  le  méridien  elliptique  A,  PA  placé  dans  le  plan  de  la  figure 
même.  Elle  descend  progressivement  vers  l'équaleur ,  le  dépasse , 
puis,  lorsqu'elle  a  atteint  le  parallèle  c'm„  situé  à  la  même  distance 
T.  III.  18 
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polaire  que  son  parallèle  de  départ  cm ,  elle  s'y  retrouve  de  nou- 
veau perpendiculaire  au  méridien  local  P/7?„ ,  formant  avec  le  pri- 
mitif P/7iA  un  angle  moindre  que  i8o°.  Delà  elle  remonte  vers  sod 
parallèle  de  dépaf  t  cm  ,  qu'elle  ne  dépasse  point  y  mais  elle  le  re- 
joint dans  un  méridien  antérieur  au  primitif  FA  ;  et  elle  continue 
ainsi  indéfiniment  sa  marche  spirale ,  en  restant  toujours  comprise 
entre  les  circonférences  des  mêmes  parallèles.  Ces  propriétés ,  dé- 
montrées par  Legendre ,  la  distinguent  essentiellement  de  la  ligne 
analogue  tracée  sur  la  sphère;^^.4^  ^'<^*  ^^  celle-ci  étant  un  grand 
cercle  ne  revient  à  la  même  direction  azimutale  que  lorsqu'elle  re- 
joint le  prolongement  de  son  méridien  primitif  au  point  m^y  à  Tex- 
trémité  du  diamètre  qui  passe  par  son  point  de  départ  m  ;  après 
quoi,  elle  retourne  de  nouveau  à  ce  point,  d'où  elle  recommence 
une  révolution  nouvelle ,  sans  sortir  jamais  des  mêmes  limites  ni 
du  même  plan  central. 

âiO.  La  méridienne  et  la  perpendiculaire  s'emploient  comme 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  dans  les  grandes  cartes  topo- 
graphiques, pour  représenter  par  développement,  sur  une  sur- 
face plane ,  les  positions  horizontales  relatives  des  divers  points 
d'une  même  contrée.  On  prend  pour  un  de  ces  axes  la  ligne  méri- 
dienne qui  passe  par  le  point  principal  de  la  carte ,  autour  duquel 
on  veut  grouper  toutes  les  autres ,  et  l'on  rattache  ceux-ci  entre  eux 
par  une  grande  triangulation  qui  recouvre  toute  la  surface  que  Ton 
veut  représenter.  Ce  réseau  est  lié  à  une  ou  plusieui:s  bases  mesu- 
rées, qui  servent  à  calculer  tous  les  côtés  de  ses  triangles  princi- 
paux. Ayant  choisi  sur  le  méridien  principal  un  point  m  qui  ser- 
vira d'origine  aux  deux  axes  coordonnés,  on  y  détermine  astro- 
nomiquement  la  distance  d  du  pôle  au  zénith ,  et  l'azimut  formé 
avec  sa  ligne  méridienne  par  un  des  côtés  des  triangles  princ^Mux 
qui  y  aboutissent.  Par  exemple ,  pour  la  triangulation  de  la  France, 
supposons  que  ce  point  de  départ  soit  la  station  de  Dunkerque. 
Alors,  adoptant  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'excentricité  soit 
donnée  ,  on  calcule  progressivement ,  par  les  formules  que  nous 
avons  établies ,  tous  les  nœuds  dans  lesquels  la  méridienne  pro- 
longée coupe  les  côtés  des  triangles  qui  se  trouvent  sur  sa  direc- 
tion, ce  qui  donne  leurs  distances  en  arcs  à  l'origine  m.  Puis ,  ré- 
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solvant  aussi  les  triangles  latéraux,  on  calcule  de  proche  en  proche  : 
1°  les  distances  polaires  individuelles  de  leurs  sommets;  2°  les 
angles  dièdres  p  compris  entre  leurs  méridiens  propres  et  le  méri- 
dien  primitif;  3°  leurs  azimuts  réciproques,  éléments  que  l'on  rap- 
porte toujours  à  l'ellipsoïde  adopté.  Cela  fait,  on  conçoit  autant  de 
lignes  géodésiques,  qui,  partant  de  ces  sommets  connus,  se  diri- 
gent peipendiculairement  à  la  méridienne  primitive-,  et,  par  des 
procédés  que  j'expliquerai  tout  à  l'heure ,  on  détermine  pour  cha- 
cun d'eux  :  1°  la  longueur  de  la  perpendiculaire  A  terminée  à 
cette  méridienne;  tP  la  longueur  de  l'arc  méridien  compris  entre 
le  point  d'intersection  et  l'origine  m.  Ce  sont  les  deux  coordonnées 
cherchées.  La  première  s'appelle,  en  termes  de  géodésie,  la  dis- 
tance à  la  méridienne)  Ia*seconde,  la  distance  à  la  perpendiculaire  y 
menée  sur  l'ellipsoïde  par  l'origine  m.  Ces  deux  déterminations 
exigeraient  des  calculs  très-complexes  ,  si  l'on  voulait  les  effectuer 
avec  une  complète  rigueur.  Mais,  comme  la  représentation  graphi- 
que à  laquelle  on  veut  ainsi  arriver  n'embrasse  jamais  qu'une 
portion  très-restreinte  de  la  surface  terrestre ,  sur  laquelle  les  plus 
grandes  valeurs  des  angles  polaires/?  atteignent  rarement  huit  ou  dix 
degrés,  on  admet  que  chaque  perpendiculaire  A  peut  être  évaluée 
sur  la  sphère  qui  serait  transversalement  osculatriceau  méridien  de 
la  station  d'où  elle  part,  ce  qui  la  réduit  à  un  arc  de  grand  cercle 
tracé  sur  cette  sphère  perpendiculairement  au  méridien  primitif. 
Alors  la  détermination  de  sa  longueur  et  de  la  position  du  point  où 
elle  se  termine ,  n'exige  plus  que  la  résolution  d'un  triangle  sphéri- 
que  rectangle ,  plus  une  très-petite  correction  qui  a  pour  but  de 
transformer  la  distance  polaire  sphérique  de  ce  point  en  distance 
polaire  elliptique  comptée  sur  le  méridien  primitif.  Cette  simplifi- 
cation est  encore  légitimée  par  deux  circonstances.  La  première , 
c'est  qu'en  vertu  des  irrégularités  de  la  figure  de  la  terre,  les  coor- 
données angulaires  des  stations,  calculées  géodésiquement ,  ont 
presque  toujours  des  valeurs  tant  soit  peu  différentes  de  celles  qu'on 
leur  trouve  parles  observations  astronomiques  immédiates;  en  sorte 
qu'on  ne  pourrait  jamais  les  associer  rigoureusemient  sur  un  même 
ellipsoïde  ;  la  seconde,  c'est  que  le  but  final  qu'on  se  propose  étant 
une  représentation  graphique,  il  serait  absolument  inutile  de  cher- 

18. 
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cher  à  lui  donner  une  rigueur  idéale  que  le  tracé  ne  reproduirait 
pas. 

21 1.  Le  calcul  devient  très-facile  pour  les  stations  peu  distantes 
du  métidien  principal ,  et  qui  appartiennent  au  réseau  de  triangles 
à  travers  lequel  on  a  progressivement  déterminé  sa  direction,  ainsi 
que  ses  divers  segments.  Soient,  fig,  44 >  ^^  ^^  méridien,  et  M  la 
station  à  partir  de  laquelle  on  a  commencé  à  le  tracer;  désignons 
par  S' le  sommet  que  Ton  veut  y  rapporter.  Parmi  les  points  où  les 
côtés  des  triangles  coupent  la  méridienne  et  qui  ont  été  déterminés 
par  le  calcul  successif,  choisissez  celui  qui  est  le  plus  rapproché 
de  S',  et  que  je  désignerai  par  S.  Le  segment  MS  du  méridien  est 
déjà  connu  :  je  le  nomme  M.  Concevez  en  S  la  sphère  qui  est  oscu- 
latrice  transversalement  à  ce  méridien.  Son  rayon  sera  la  normale 
elliptique  N  menée  par  le  point  S,  et ,  comme  elle  peut  être  censée 
embrasser  le  sommet  S',  menez  Tare  de  grand  cercle  S  S'  sur  sa 
surface.  Vous  pourrez  toujours  déterminer,  dans  le  réseau  des 
triangles,  la  longueur  A  de  cet  arc  et  son  angle  azimutal  /  sur  Tbo- 
rizon  de  S ,  si  déjà  ces  deux  éléments  n'ont  pas  été  obtenus  dans 
la  suite  même  des  opérations  que  le  prolongement  de  Tare  MS  né- 
cessite. Alors  du  point  S',  sur  cette  même  sphère,  menez  un  arc  de 
grand  cercle  S'N  ou  À,  perpendiculaire  au  méridien  primitif:  ce 
sera  la  distance  de  S'  à  la  méridienne ,  et  NS  +  SM  sera  sa  dis- 
tance à  la  perpendiculaire  de  M.  Les  longueurs  de  A  et  du  segment 
SN  ou  A'  s^obtiendront  en  résolvant  le  triangle  sphérique  SS'>\ 
rectangle  en  N.  C'est  exactement  le  même  problème  que  ùous  avons 
traité  primitivement  §  66,  page  78,  puis  une  seconde  fois  page  i5g, 
55,  en  prenant  pour  type  la^^.  24  j  ^^  j'^î  employé  ici  les  mêmts 
lettres  pour  désigner  ses  éléments.  Ainsi  nous  pourrons  leur  appli- 
quer les  mêmes  formules,  sauf  que  le  rayon  R  de  la  spbère 
deviendra  ici  la  normale  elliptique  N,  propre  au  point  S. 

212.  Conformément  à  la  marche  que  nous  avons  suivie  alors, 
je  transporte  les  calculs  trigonométriques  ^ur  la  sphère  centrale 
décrite  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  en  y  traçant  les 
arcs  homologues 

A  ,      k!  ,      A 

*=^TÏF*  «=^^  °=^^ 
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et  le  triangle  semblable  »  formé  par  ceux-ci  y  donne 

tang  a'  =  tang  a  cos  i  ;  sin  ^  =  sin  a  sin  ». 

La  petitesse  supposée  de  l'arc  a  permettant  de  résoudre  ce9 
équations  par  développement ,  on  en  tire ,  comme  dans  le  passage 

cité, 

a.'=a,  cos  I  -h  7  a=*  COS  /  sin*  /  ;  ^=  a  sin  /  —  j  a^  sin  /  cos*  i  ; 

et,  en  revenant  de  la  sphère  centrale  à  la. sphère  réelle,  il  en  ré- 
sulte 

ï  A*  .  I  A*  . 

A'=r  Acos  I  -f-  ô  ;rr  COS  /  sin'/,  A  =r  A  sin  i  —  ^^  rr-  sin  /  cos*  /. 

3  N*  6  N* 

^  est  la  distance  cherchée  de  S'  à  la  méridienne  PM ,  et  la  distance 
du  même  point  à  la  perpendiculaire  est  M  -f-  A'. 

C'est  par  ce  procédé,  ou  par  d'autres  équivalents,  que  Delambi^ 
a  calculé,  pour  la  grande  triangulation  qui  traverse  la  France  et  la 
Catalogne ,  les  distances  de  toutes  les  stations  à  la  méridienne  et  à  la 
perpendiculaire  de  Dunkerque ,  rapportées  au  tome  m  de  la  Base 
du  système  métrique.  Il  y  a  joint,  pour  chaque  station,  sa  dbtance 
polaire  d'y  et  les  distances  respectives  des  parallèles.  Celles-ci  ont 
été  obtenues  en  ajoutant  à  chaque  segmeAt  A'  le  terme  correctif 

2  Ntangrf' 

qâ  exprime  la  distance  de  l'intersection  de  chaque  parallèle  au 
pied  N'  de  la  perpendiculaire ,  d  étant  la  distance  polaire  de  S'. 
Tout  cela  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  pages  8o  et 
142  (note). 

215.  Ces  approximations  ne  peuvent  plus  être  employées  quand 
la  station  S'  fait  partie  d'une  triangulation  latérale ,  sur  laquelle 
elle  se  trouve  à  une  grande  distance  du  méridien  principal  auquel 
on  veut  la  rapporter.  Soient  alors  PS'A,  ^g.  45,  le  méridien  el- 
liptique propre  de  cette  station ,  situé  dans  le  plan  même  de  la 
figure,  et  PMB  le  méridien  principal  formant,  avec  celui-là,  uu 
angle  polaire  p,  que  l'on  appelle ,  par  abréviation ,  la  longitude 
relative  de  S'.  Sur  ce  méridien ,  je  marque  en  M  la  station  prise 
pour  origine ,  où  Ton  a  déterminé  astronomiquement  la  distance; 
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angulaire  d  du  pôle  au  zénith.  La  résolution  des  triangles  qui  rat- 
tachent S'  à  M,  étant  effectuée  de  proche  en  proche,  par  les  for- 
mules que  nous  avons  établies ,  a  fait  connaître  Tangle  /?,  et  la  dis- 
tance angulaire  rf'  du  pôle,  au  zénith  de  S'  sur  l'ellipsoïde  adopté. 
De  là  on  peut  déduire  l'arc  D' — D  de  l'ellipse  génératrice,  qui  est 
compris  entre  les  parallèles  de  ces  points.  On  l'obtient  directement 
par  une  formule  que  j'exposerai  dans  la  Note  II,  annexée  à  la  pré- 
sente section.  Maintenant,  en  S',  on  conçoit  la  sphère  qui  serait  os- 
culatricc  transversalement  au  méridien  PS';  et,  comme  elle  continue 
de  l'être  sur  toute  la  circonférence  du  même  parallèle ,  on  admet 
qu'elle  comprendra,  sans  erreur  appréciable,  les  portions  du  mé- 
ridien PM  qui  en  seraient  très-peu  distantes.  Le  pôle  propre  de 
cette  sphère ,  que  je  désigne  par  P' ,  est  situé  sur  l'axe  polaire  de 
l'ellipsoïde  comme  le  pôle  vrai  P,  dont  il  s'écarte  d'une  qaantite 
que  j'exagère  dans  la  figure  pour  l'y  rendre  perceptible  ;  car  elle 
est  du  même  ardre  de  petitesse  que  l'excentricité.  Mais ,  comme 
les  plans  méridiens  des  deux  surfaces  coïncident,  l'angle  dièdre;^, 
compris  entre  eux ,  est  le  même;  et ,  en  outre ,  la  tiistance polaire 
angulaire  P'N'S',  du  rayon  S'N',  est  égale  à  d',  puisqu'il  est  normal 
à  l'ellipse  en  S'.  Cela  posé,  je  mène  sur  la  sphère  l'arc  de  grand 
cercle  S'il  perpendiculaire  au  méridien  primitif,  et  je  désigne  sa 
longueur  inconnue  par  A.  Je  désigne  aussi  par  n  la  longueur  de 
l'arc  P'n ,  compris  sur  le  méridien  sphérique ,  entre  le  point  11  et 
le  pôle  P'.  Je  vais  d'abord  déterminer  les  valeurs  de  ces  deux  élé- 
ments ;  après  quoi  nous  examinerons  quelles  corrections  ils  peu- 
vent nécessiter  pour  être  employés,  sur  l'ellipsoïde ,  à  la  solution 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé. 

214.  Le  triangle  sphérique  P'  n  S' est  rectangle  en  n  par  construc- 
tion, et  il  est  tracé  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  la  normale  S'^' 
ou  N',  terminée  à  l'axe  polaire.  Je  forme  son  homologue  sur  la 
sphère  décrite  du  même  centre  N' ,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de 
longueur;  puis,  désignant  les  côtés  de  ce  triangle  central  par  des 
lettres  respectivement  analogues,  je  fais 

L'arc  homologue  à  P'S'  est  donné  par  son  expression  angulaire  d\ 
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Li'angle  pokire  ,p  est  aussi  commun  aux  deux  triangles.  On  aura 
donc,  par  le  troisième  cas  des  triangles  sphériques  rectangles  de 
Legendre, 

(i)         sin ^  =  sin^  sin c?';  (2)     tangTr  =  tang^f^cos/?. 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiatement  Tare  ^  en 
parties  de  la  graduation  du  cercle.  Si  l'on  nomme  ^"  sa  valeur  ex- 
primée en  secondes  de  degré ,  on  en  tirera  proportionnellement , 
sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  N', 

L'équation  (2)  admet  une  transformation  t[ui  en  facilite  singuliè- 
rement le  calcul  numérique.  Dans  tous  les  cas  auxquels  on  l'ap- 
plique, p  est  un  angle  qui  atteint  au  plus  10^,  de  sorte  que  son 
cosinus  est  une  fraction  de  très-peu  moindre  que  i .  D'après  cela  ,^ 
TT  se  trouve  toujours  moindre  que  d\  mais  la  différence  rf'  —  tt 
doit  être  fort  petite;  et,  en  effet,  on  verra  tout  à  l'heure  qu'elle 
s'élève  seulement  à  26' 18'', 7 8  pour  la  limite  extrême  de/?  que  je 
viens  de  spécifier.  Il  convient  donc  de  chercher  à  extraire  de  l'é- 
quation (2)  cette  différence  plutôt  que  la  valeur  absolue  de  tt. 
C'est  ce  qui  est  très-facile ,  car  on  a  généralement 

^^  '       I  H-tangrf'tangTT 

Kemplaçant  tangTr  par  sa  valeur,  dans  le  second  membre,  on  en 
déduit ,  après  quelques  réductions  évidentes , 

(2)  tang(^--^^.r)=      sin-i/>  sin  2^^ 

Or,  un  «rc  d'  —  tt  ne  diffère  de  sa  tangente  trigonométrique 
que  par  des  quantités  de  l'ordre  du  cube  de  cette  tangente ,  les*, 
quelles  seraient  ici  de  l'ordre  sin^j/?.  Admettant  que  la  petitesse 
de  l'angle  p  rendra  toujours  ici  ces  quantités  négligeables,  oi)u 
pourra  très-légitimement  se  borner  à  prendre 


rf'— 


TT 


sin'-j/?sin2rf' 

I — 2sin'rf'sin'7/? 
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Dans  cette  expression,  l'arc  d' — rt  est  exprimé  en  parties  du  rayon 

de  la  sphère  centrale,  qui  est  égal  à  Tunité  de  longueur.  Si  Ton 

D'  — n 
veut  Texprimer  en  parties  du  rayon  N' ,  sa  valeur  sera  — -7—  ; 

si  l'on  veut  l'exprimer  en  secondes  de  degré,  ce  sera^ —  „   '  • 
On  aura  donc ,  dans  ces  deux  suppositions, 

^  ^  I — 2sm'</'sin*-i-/?       ^  ^       I — asmWsiD'Y/? 

2ltf.  Venons  maintenant  à  l'application  de  ces  résultats.  A  est 
la  distance  cherchée  de  S'  au  méridien  principal.  On  l'emploiera 
comme  telle ,  sans  modification ,  lorsque  S'^  sera  calculé.  D'~n 
exprime  la  longueur  du  segment  de  méridien  qui  est  compris,  sur 
la  sphère  osculatrice,  entre  le  parallèle  de  S' et  le  parallèle  dupointn. 
Or,  le  parallèle  de  S'  coupe  le  méridien  primitif  PM  à  la  même  dis- 
tance polaire  elliptique  d'  correspondante  à  l'arc  elliptique  D' 
comptée  du  pôle  P,  puisque  tous  les  méridiens  de  l'ellipsoïde  sont 
pareils.  Ainsi  y  sa  distance  en  arc  au  point  M  est  D'  — D ,  que  l'on 
peut  évaluer  en  toises ,  d'après  les  distances  polaires  elliptiques  d 
et  d'  qui  la  limitent.  Conséquemment ,  si  l'on  place,  sur  le  méri- 
dien primitif,  le  petit  arc  sphériquc  D'  —  n  que  nous  venons  d'é- 
valuer sur  la  sphère  osculatrice ,  et  qu'on  l'y  retranche  de  D'— D, 
le  reste  sera  la  distance  en  arc  du  point  n  au  point  M ,  sur  ce 
même  méridien.  On  aura  donc  encore,  sans  aucune  réduction; 

Distance  en  arc  de  la  station  S' à  la  perpendiculaire  de  M , 

,  N'sin'7/?sin2</' 


I — 2sin^rf'sin*Y/? 

916.  Mais  il  y  aurait  un  petit  calcul  ultérieur  àfaire,  si  Ton  voulait 
avoir,  en  angles,  la  distance  polaire  absolue  du  point  n  sur  le  méri- 
dien PM,  comptée  à  partir  de  la  normale  elliptique  IIN  propre  à  ce 
point.  En  effet ,  l'angle  tt  ,  que  nous  venons  d'évaluer  sur  la  sphère 
osculatrice,  est  représenté,  dans  layî^.  45,  par  l'angle  P'N' II,  que 
le  rayon  central  Wn,  mené  dans  le  plan  du  méridien  primitif,  forme 
avec  l'axe  polaire;  et  l'angle  qu'il  faudrait  connaître  est  PNll,  ou 
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TTi ,  formé  avec  ce  même  axe  par  la  normale  elliptique  vraie  IIN, 
menée  du  point  n.  Mais  nous  avons  déjà  établi  généralement  la  petite 
correction  que  nécessite  un  pareil  transport  aux  pages  24^ '^4^  9 
en  prenant  pour  type  les  ^g.  87  et  89,  dont  la  dernière  convient 
au  cas  actuel  y  puisque  le  point  n  est  plus  rapproché  du  pôle  que  le 
points'.  L'application  sera  donc  immédiate.  C'est-à-dire  que,  lors- 
qu'on aura  calculé  le  petit  angle  positif  {d'  —  tt),  en  secondes  de 
degré,  sur  la  sphère  osculatrice,  ce  qui  y  donnera  l'angle  tt  égal 
à  rf' — (rf' — tt)'',  il  faudra  le  multiplier  par  i-t-e'sin*^'  pour 
avoir  l'angle  tt,.  On  obtiendra  ainsi,  définitivement: 

Distance  polaire  elliptique  vraie  du  pied  de  Paie  perpendiculaire 
S'n  sur  le  méridien  primitif, 

,,       R"sin'|//sin2rf'  ,  .  ,ja 

T  — 2  sm'  a'  sm'^^  ^  ' 

Voilà ,  je  crois ,  la  solution  la  plus  simple  et  surtout  la  plus  évi- 
dente du  problème  que  nous  nous  étions  proposé.  Elle  me  semble 
préférable ,  par  ses  caractères ,  à  celles  qu'on  trouve  dans  d'autres 
ouvrages,  établies  sur  des  développements  analytiques  extrêmement 
complexes ,  auxquels  on  impose  des  restrictions  dont  l'esprit  ne 
peut  pas  apprécier  la  portée ,  et  qui  conduisent  en  définitive  à  des 
résultats  numériques  identiques ,  ou  physiquement  équivalents ,  à 
ceux  que  nous  obtenons  directement  ici. 

217.  La  petitesse  du  terme  correctif  qui  dépend  de  siD}\p 
permet  de  lui  appliquer  ud  mode  d'évaluation  approximatif  qui  en 
facilitera  habituellement  le  calcul.  Représentons-le  généralement 
par  X.  Si  l'on  développe  son  dénominateur  en  série  par  la  di- 
vision ,  et  que  Ton  se  boiiie  aux  termes  de  l'ordre  sin^  -j/? ,  on 
^ura  d*abord 

sin'7/?sin2rf'  .  ,,       .       .,         ...  ,/•,,/ 

X  = L/: —    .         =  sm'  ip  sm  2rf'-H2 sm* -J-P sm  2rf'  sm' a' ; 

i — 2sin'rf  sm^^Z? 

or,  on  a ,  dans  les  mêmes  limites  d'approximation  , 
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C2eci  étant  substitué  dans  ie  second  membre  donne 

X  =r  \p^ sin  id'  -h ■—  ./?^ sin arf'  (6 sin' d'  —  i); 

ou ,  si  Ton  exprime  p  en  secondes  de  degré ,  ce  qui  sçra  plus 
commode  pour  le  calcul  numérique , 

1  o"'  I  p"^ 

^  =  jhr^  'sin  2rf'  -h  7g^,  sin  2  «?'  (ôsin»  rf'—  i). 

218.  Lorsqu'on  substituera  x  sous  cette  dernière  forme  dans 
l'expression  précédente  dcTr,,  un  des  facteurs  ^  R^,  di^araitrada 
dénominateur ,  ce  qui  conservera  l'homogénéité.  Mais  on  obtiendra 
tout  de  suite  cet  effet,  avec  une  application  plus  générale  de  Téva- 
luation  de  x ,  si  on  l'exprime  en  secondes  de  degré ,  en  faisant 

Car  on  aura  alors  : 

Distance  en  arc  de  la  station  S' à  la  perpendiculaire  de  M , 

(a)  iy_D_N'|^. 


Distance  polaire  elliptique  du  pied  de  la  perpendiculaire  S' n 
sur  le  méridien  primitif, 

7r,  =  €/'  — x"(n-(?^sin'é/'), 

Longueur  de  cette  perpendiculaire .     (  1  )  N'  — ^  > 

R. 


• 1/ 


5"  étant  déduit  de  l'équation (1)      sin  ^==  sin/7sin^ 

Alors  x"  et  ^"  seront  les  seules  quantités  nécessaires  à  calculer. 
On  les  obtiendra  avec  une  exactitude  toujours  suffisante  par  les 
Tables  logarithmiques  ordinaires  à  sept  décimales ,  ce  qui  permettra 
de  prendre 

log  (^)  =  îog  sin  ï"  =  6,68S5749 , 
nombre  que  l'on  a  sous  les  yeux  dans  ces  Tables  mêmes. 
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219.  Pour  constater  que  cette  évaluation  approximative  de  x" 
ou  (û?'  —  tt)"  sera  toujours  suffisante ,  je  prends  le  cas  extrême 
oùTangle/?  serait  égal  à  10°;  et  je  supposerai,  en  outre,  d'  égal 
à  45°,  ce  qui  donne  à  Tangle  <i'  —  tt,  à  très-peu  près,  sa  valeur 
maximum,  pour  une  même  valeur  de/?.  On  aura  alors  : 

Par  Texpressîon  rigoureuse , 

tangfrf'  —  tt)  =  tang^i/?;       e/'—  tt  =  26'ir,775=  i5']8%'j'jS. 
Par  l'expression  approchée , 

,"=id'-n)"=lÇ+±Ç,         (d'-„r=l5^8",^^. 

La  différence  des  deux  évaluations  sera  donc  toujours  insensible. 
280.  Pour  sujet  d'application  numérique ,  je  prendrai  une  des 
stations  appartenant  à  la  triangulation  générale  de  la  France,  exé- 
cutée par  les  ingénieurs  géographes  du  Dépôt  de  la  Guerre.  Tout 
le  réseau  de  cette  grande  opération  se  rattache  à  la  ligne  méri- 
dienne qui  passe  par  un  point  central  d'une  des  salles  de  TObser- 
vatoîre  royal  de  Paris ,  appelée  salle  de  la  méridienne.  La  résolu- 
tion progressive  des  triangles,  effectuée  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution  convenu ,  a  fait  connaître  les  distances  polaires ,  tant 
relatives  qu'absolues ,  de  tous  les  sommets ,  ainsi  que  les  angles 
dièdres  p  compris  entre  leurs  méridiens  propres  et  celui  de  l*Ob- 
servatoire  royal,  qui  passe  par  le  point  M  adopté  pour  centre 
dans  la  salle  désignée.  On  a,  en  outre,  dans  plusieurs  stations, 
déterminé  par  des  observations  astronomiques ,  leur  distance 
polaire  absolue ,  les  angles  azimutaux  des  côtés  qui  s'y  joignent , 
et  même  en  quelques-unes  leur  longitude  relative  p,  afin  d'appré- 
cier les  irrégularités  occasionnelles  de  la  figure  de  la  Terre  sur 
l'étendue  superficielle  que  le  réseau  embrasse ,  en  comparant  ces 
éléments  de  position  réels  avec  ceux  qui  se  déduisent  dû  calcul 
géodésique  pour  ces  mêmes  points.  De  là  on  a  conclu  la  distance 
de  chacun  d'eux  à  la  méridienne ,  et  à  la  perpendiculaire  du  point  M; 
on  y  a  joint  leurs  hauteurs  Relatives  au-dessus  du  niveau  de  l'Océan, 
obtenues  parles  observations  comparées  du  baromètre,  ou  des  dis- 
tances zénithales  réciproques;  et  la  réunion  de  ces  résultats  con- 
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stitue  les  éléments  d'une  nouvelle  carte  générale  de  la  France,  qui 
est  en  cours  d'exécution.  Les  résultats  généraux  des  opérations géo- 
désiques  et  astronomiques,  jusqu'ici  effectuées,  ontété  rendus  publics 
dans  un  ouvrage  intitulé  :  Description  géométrique  de  la  France, 
dont  deux  volumes  ont  déjà  paru.  J*en  extrais,  comme  sujet  de 
calcul ,  les  données  suivantes ,  relatives  à  la  position  du  clocher 
de  Biarritz ,  l'une  des  stations  du  parallèle  de  Rodez ,  tome  P', 
page  327  : 

Distance  polaire,  obtenue  par  le  calcul 

géodésique d'=i  46®3i'29",i  i 

Longitude  relative,  comptée  à  l'occident 

du  point  M  de  l'Observatoire  de  Paris .      p  =    3**53'37",7 14 

On  demande  la  distance  de  ce  point  à  la  méridienne  et  à  la  per- 
pendiculaire du  point  M. 

J'ai  choisi  ce  cas  parce  qu'il  est  présenté  comme  exemple  de 
calcul  dans  ce  mêm^  ouvrage ,  tome  P' ,  page  32g.  Je  n'ai  fait 
que  convertir  en  division  sexagésimale  les  éléments  de  position 
qui ,  d'après  des  considérations  plus  influentes  alors  qu'elles  ne  le 
paraîtraient  aujourd'hui ,  ont  été  malheureusement  exprimées  en 
parties  de  la  graduation  décimale ,  dont  l'usage  n'a  pas  prévalu. 

Avec  ces  données  je  trouve  d'abord  : 

Par  l'équation  (1), 
5"=:2«49'28%548 =101 68",548;  log  ^ = 2,6928338; 


Par  l'expression  (3) , 
a?"=237",823-i-o",i98=238",o2i  ;        log  ^,=  3,0621902. 


x" 


Pour  continuer  le  calcul  plus  loin  ^  il  faut  convenir  de  l'ellipsoïde 
que  l'on  veut  adopter.  La  diversité  des  choix  que  l'on  peut  faire  à 
cet  égard  aura  peu  d'influence  sur  le  terme  correctif  de  ir,  qui 
dépend  de  e',  parce  qu'il  est  extrêmement  petit.  Mais  les  consé- 
quences en  seront  plus  sensibles  dans  les  évaluations  des  a^cs  de 
distance  par  les  expressions  (i)et(2),  où  la  longueur  absolue  de 
la  normale  N'  entre  comme  coefficient.  Comme  exemple  d'appli- 
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cation  numérique,  j'adopterai  ici  les  éléments  moyeùs  de  Tellip- 
soîde,  qui  sont  donnés  par  notre  tableau  de  la  page  221,  et  je 
calculerai  le  logarithme  de  N'  pour  la  distance  polaire  donnée  d*y 
par  son  expression  en  série,  rapportée  dans  la  page  222.  Quand 
on  a  un  grand  nombre  de  calculs  de  ce  genre  à  effectuer,  on  forme 
d'avance  une  Table  des  logarithmes  des  normales  de  20'  en  20' 
pour  toute  l'étendue  de  distances  polaires  que  la  triangulation 
embrasse,  et  Ton  conclut  les  valeurs  intermédiaires  par  parties 
proportionnelles.  Ici ,  nous  devrons  effectuer  le  calcul  direct  pour 
la  distance  polaire  d'  par  la  série  indiquée.  Je  trouve  ainsi ,  sur 
notre  ellipsoïde  : 

logN'  =r  loga  -h  o,ooo65  55877  =  6,5 1545  55877; 
nous  avons,  en  outre, 

Xo^t*  =r  3,8089924. 

En  associant  ces  nombres  aux  valeurs  précédentes  de  ^'  et  x"^  on 

obtient  : 

Distance  du  clocher  de  Biarritz  à  la  perpendiculaire  de  M,  en  toises 
(formule  2), 

D'— 0  —  3781^,30. 

Distance  à  la  méridienne  de  M  (formule  3) , 

161542'^. 

Distance  polaire  elliptique  du  pied  ir  de  cette  perpendiculaire  sur 
le  méridien  de  M , 

w,  =  €/'  —  238",8i9  =  46°27'3o'',29i . 

Cette  distance  polaire  surpasse  seulement  de  o'',ooi  celle  qui  est 
rapportée  dans  l'ouvrage  cité ,  tome  I ,  page  33o,  et  Ton  ne  peut 
pas  répondre  d'une  si  petite  fraction  avec  les  Tables  à  sept  déci- 
males. La  valeur  qu'on  y  assigne  pour  la  distance  à  la  méridienne 
est  moindre  de  lo"^  que  celle  que  nous  obtenons,  ce  qui  s'explique 
saflfisamment  par  la  différence  des  dimensions  de  l'ellipsoïde 
adopté  pour  la  calculer.  Mais  l'influence  de  ce  choix ,  sensible  sur 
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les  résultats^  numériques»  ne  le  serait  point  sur  la  construction  gra- 
phique d'une  carte. 

22i.  Si  l'on  voulait  pour  quelque  but  théorique  tracer  rigou- 
reusement une  perpendiculaire  au  méridien  principal,  en  partant 
d'un  point  m^  pris  à  volonté  sur  sa  ligne  méridienne,  on  y  par- 
viendrait facilement  par  le  mode  de  construction  successif  qoe 
nous  a,vons  décrit  y?^.  4^*  Pour  cela,  on  supposerait  d'abord 
l'angle/?  égal  à  i°,  et  l'on  calculerait  par  nos  fommles,  i^  la  Iod- 
gueur  du  premier  élément  spbérique  mmy  ;  2°  son  azimut  final  i' 
sur  le  second  méridien  Pmi  \  3°  la  distance  polaire  sphérique  d^  du 
point  rrix ,  que  l'on  transformerait  en  distance  polaire  elliptique  «f,, 
comptée  sur  ce  second  méridien ,  par  l'emploi  de  la  correction 
exprimée  page  249.  Avec  ces  données ,  on  ferait  un  calcul  pareil, 
pour  passer  du  point  mx  au  point  //?3,  situé  sur  un  troisième  mé- 
ridien formant  aussi,  avec  le  deuxième,  un  angle  de  1°;  et 
l'on  prolongerait  ainsi  progressivement  la  courbe  par  des  inter- 
valles semblables ,  aussi  loin  que  l'on  voudrait. 
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NOTE  I, 

HELATIVE    A    LA    9 AGIR  2,^1 . 

Pour  démontrer  les  doux  résultats  énoucés  ici  daus  le  texte ,  je  construis 
hfg.^i,  PAP'est  un  demi- méridien  de  Tellipse  génératrice,  O  est  son  cen- 
tre, OA  son  demi -grand  axe,  lequel  se  trouve  être  aussi  la  longueur  de  la 
normale  N  pour  le  sommet  équatorial  A.  Du  point  O  avec  OA  pour  rayon , 

je  décris  la  circonférence  tangente  en  A  et  je  mène  le  rayon  0M|  formant 
avec  OA  uu  angle  v  que  nous  devrons  ;faire  ultérieurement  égal  à  i^.  Ce 
même  rayon  coupe  Pellipse  en  M|,  et  devient  généralement,  pour  elle,  un 
rayon  vecteur  dont  je  nomme  la  longueur  r.  Cela  posé,  je  vais  évaluer  Tin- 

tervalle  M^  m'i,  et  calculer  Texcës  de  Tare  de  cercle  AM't  sur  Parc  de  PeU 
lipse  AMj. 

A  cet  effet,  je  rapporte  d'abord  cette  courbe  àkdeu:^  coordonnées  rectangu- 
laires X,  ^,  parties  du  centre  O  et  comptées  respectivement  sur  les  direc- 
tions OA,  OP.  Son  équation  en  fonction  de  ces  coordonnées  est,  comme 00 
l'a  Yu , 

j*^x»{i  —  e*)  =  «»  (i  —  O, 

et,  en  désignant  par  ds  Pélément  de  Parc  elliptique  compte  de  A  vers  P, 
on  a 

Maintenant  jUntroduis ,  au  lieu  de  x  et  j^,  les  coordonnées  polaires  r  et  (^  en 
faisant 

X  =  r cos M  ;  X  =r sin  t> . 

Cela  donne  ,  par  substitution , 


r*  =        ^\       /         et       ds*  =dr*-hr*  du*, 
i  —  c*  cos'  f 

Considérant  d'abord  r,  je  mets  son  expression  sous  la  forme 

ou  r  =  a  li-\ — — -jsin'i't 


et,  en  développant  le  radical  en  série  par  la  formule  du  binôme,  j'obtiens 

'='  ['  -ï{-é?)  •*■*" -^1(1^.""' "- 76(7^  "°'  "v  *'«•]- 

Lorsque  noua  aurons  donné  à  Pangle  v  sa  valeur  finale ,  a- —  r  exprimera  l'in- 
tervalle M.M'i  .  Mais,  pour  les  limites  de  petitesse  auxquelles  nous  voulons 
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restreiadre  cet  augle ,  nous  pourrons  borner  la  série   au  terme  où  e*  se 
trouve  à  la  première  puissance ,  ce  qui  nous  donnera 

(l)  m',  Mj  =a  ~-r=z\ae*  sin»  v. 

Si  l^on  transforme  de  même  Texpression  de  ds*  en  r  et  v,  on  pourra  Péerir? 
ainsi  : 


,  r  .     sin'pcosV  "I 

|_  (i — e'co8'f)'J 


Alors ,  en  y  négligeant  les  termes  en  e^, comme  nous  venons  do  le  faire,  elle 
donnera  simplement 

ds  =  r  dv  =  aÇi  —  |e* sin' v)  dv. 

Cela  aurait  pu  se  voir  directement  sans  substitution  ;  car  la  condition  de 

tangence  établie  en  A  rend  dr  de  Tordre  e'  sin*  v,    par   conséquent  ir  de 

Tordre  des  termes  que  nous  négligeons ,  ce  qui  réduit  ds  h.  rdv  comme  nous 

venons  de  le  trouver. 

Pour  intégrer  Texpression  de  ds^  il  faut  y  remplacer  sin*  v  par  la  qoanlité 

.      .     .      .    '  — COSHf  .   , 

équivalente- >  ce  qui  donne 

<2f  =  a(i  —  7e*-+-je*  cos  lv)  dv , 

et  alors,  en  Pintégrant ,  on  a 

j  =  a  [  (i  —  1  e*)  i'-i- -J-  e'  sin  af]. 

Je  n^igoute  point  de  constante,  parce  que  je  fais  commencer  Tare  i  en  A, où 
V  est  nul  en  môme  temps  que  lui.  Dans  ce  calcul,  Parc  v  est  censé  exprimé 
en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  de  longueur.  Si  Ton  veut  rexprimereo 


p" 


secondes  de  degré ,  il  faudra  remplacer  la  lettre  ppar  -^^  Alors  Téquatloo 
précédente  donnera 

(a)  a^,  -i  =  |acMg^~isin2(' j. 

^est  la  longueur  de  Parc  circulaire  AM|  correspondante  à  Pangle  »'Oitc'- 

jest  la  longueur  de  Parc  elliptique  AM^  pour  le  môme  angle,  le  second 
membre  de  Péquation  ici  obtenue  exprime  donc  Pexcès  cherché  du  premier 
arc  sur  le  second. 

Il  ne  reste  plus  qu^à  convertir  les  formules  (i)  et  (2)  en  nombres,  arec  les 
aleur s  moyennes  de  a  et  de  e^  que  nous  avons  trouvées  convenir  à  Pellipsoidc 
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terrestre.  Je  prends  donc,  diaprés  la  page 221,  où  a  est  exprimé  en  toises  , 

log  a  =6,5147967  j  log  e»  =  3,8039934. 

Alors  en  faisant  Tangle  v  égal  à  i^  ou  t^''  égal  à  3600",  on  trouve  d^abord , 
parPéquation  (i), 

m',  m.  =ifl«*8in>P  =  3*^,173; 

et  ensuite  par  les  éléments  de  Téquation  (2), 

v"  T 

^''«•^^=90  ,9085 

—  j  II  e* sin  2M  =—  90  ,8900 
Coaséquemment,  ^  —  5=    o   ,oi85 


Ce  sont  les  nombres  que  j^aî  rapportés  dans  le  texte.  La  compensation  pres- 

av" 
que  exacte  qui  s^opère  dans  les  deux  termes  de  -r^; s  pouvait   se  prévoir 

diaprés  la  petitesse  de  Tangle  v.  Car,  si  Ton  considérait  le  cube  desin2P 

comme  négligeable,  on  pourrait  remplacer  ce  sinus  par—  ;  et  alors,  le 

terme—  \  sin  2p  détruirait  complètement  le  précédent  auquel  il  est  associé 
daus  la  différence  cherchée. 


T.    III.  19 
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NOTE  IL 

Sur  la  rectification  générale  de  V ellipse, 

282.  Prenons  à  volonté^  sur  le  contour  de  Pellipse,  un  point  M  situé  à 
la  distance  polaire  c,  exprimant  Tuiigle  formé  avec  Taxe  polaire  par  la  nor- 
male menée  à  ce  point.  Soient,  à  cette  môme  distance  polaire,  ds  rélémeni 
infiniment  petit  de  Tare ,  et  y  le  rayon  du  cercle  osculateur  à  Tellipse  en  M, 
on  aura 

y-   i .. 

(l  —  C*C08*t')' 

Ce  cercle  a  ton  centre  sur  la  normale  du  point  M.  Par  la  condition  de  Toscu- 
lation ,  sa  circonférence  coïncide  en  ce  point  avec  le  contour  de  Tellipse  sor 
toute  rétendue  do  Pélément  dsy  et  deux  rayons  menés  de  son  centre  aui 
extrémités  de  cet  élément  sont  dirigés  suivant  dos  normales  à  cette  courbe. 
L'angle  qu'ils  comprennent  représente  donc  la  variation  infiniment  petite 
que  Pangle  v  subit  en  passant  de  Tune  à  Pautre.  Exprimons  généralement  la 
valeur  locale  de  cet  angle  par  Parc  quHl  soutendrait  au  centre  d'un  cercle 
décrit  avec  un  rayon  égal  à  Punlté  de  longueur.  Alors  le  petit  angle  soateodu 
au  centre  du  cercle  osculateur  par  Pélément  ds  sera  la  différentielle  dtf  de 
Pangle  p  oinsi  exprimé.  Ainsi  le  petit  arc  du  môme  cercle,  qui  sera  compris 
entre  ses  branches  et  aura  pour  longueur  y  dvy  devra  être  égal  à  Pélément  ds 
de  Pellipse.  Cette  identité,  qui  n'était  qu'approximative  quand  nous  l'avons 
appliquée  à  des  angles  d'une  amplitude  sensible  telle  que  i^,  devient  rigoo- 
reuse  dans  les  amplitudes  infiniment  petites.  Remplaçant  donc  y  par  son 
expression  analytique  générale ,  la  condition  de  cette  coïncidence  élémentaire 
sera 

(i — e*cos'i')' 

Dans  Pellipse  des  méridiens  terrestres  que.  nous  voulons  spécialement  con- 
sidérer,  e*  est  une  fraction  très-petite  ;  on  pourra  donc ,  par  la  formule  du 

binôme ,  développer  le  radical  (  i  —  ^  cos'  v)    '  en  une  série  très-convergente 
procédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e*  cos*  c,  ce  qui  donnera 

(3  i5  35  \ 

IH — e'co8V-4--^c*cosV-h-^e'  cos*f-t-....  id^. 

Je  me  borne  à  écrire  les  quatre  premiers  termes,  parce  qu'ils  suffisent  tou- 
jours dans  les  applications.  Mais  les  coefficients  numériques  de  la  série  peu- 
vent s'écrire  sous  une  forme  qui  permet  d'en  prolonger  indéfiniment  l'appré- 
ciation numérique,  comme  Delambre  l'a  montré  dans  le  tome  11  de  la  Batf 
du  ^stèmc  métrique,  page  674* 
223.  Maintenant ,  dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  U- 
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croix,  Introduction,  paçe  go,  on  trouve  les  égalités  suivantes,  qui  ont  été 
établies  par  Euler: 

a  ces*  V  =  cos  2f  -H  I , 
8  cos*  u  =  cos  4»*  -H  4  <*'0s  a»'  4-  3, 
3a  cos"  I'  =  cos  6f  H- 6  cos  4»^  H-  i5  cos  a»' -h  10. 

Ces  transformations  peuvent  être  étendues  indéfîniment  suivant  une  loi  ^- 
nérale  de  leurs  coefficients  numériques  ,  qui  est  rapportée  dans  l^ouvrage  que 
je  viens  de  citer.  Je  les  borne  ici  à  la  puissance  sixième  de  cosV ,  à  laquelle 
nous  ayons  arrêté  notre  développement  ;  mais  il  est  essentiel  de  remarquer 
que,  quelque  loin  qu^on  les  prolonge,  tous  lours  termes  demeurent  con- 
stamment positifs  et  ne  contiennent  jamais  que  des  multiples  pairs  de 
Tangle  c,  lorsque  la  puissance  de  cosi'  qu^elles  remplacent  est  également 
paire,  ce  qui  aura  toujours  lieu  dans  notre  expression  de  ds,  quelque  loin 
qu^on  la  suppose  prolongée. 

En  substituant  ces  expressions  dos  puissances  de  cos  p  ,  le  second  membre 
ne  contiendra  plus  que  des  termes  composés  do  co  genre  de  multiples.  Et  si 
Ton  fait ,  par  abréviation , 

„  3   _      i5   ,      5a5  , 

4  ib         5ia  ' 


i5   -      io5 

en 

64  a56 


35     , 
5ia 


D  = 

on  trouvera  ici 

ds  =a(i — c*)(A-f-  B  cos  a»» -h  C  cos4f-HD  cos  6c  ..)<&'. 

224.  Chaque  terme  de  la  série  ainsi  transformée  peut  ôtre  intégré  immé  < 
diatement  ;  et ,  en  faisant  commencer  toutes  les  intégrales  partielles ,  de  ma- 
nière que  Tangle  total  s  soit  nul  quand  v  est  nul ,  sa  longueur^  depuis  le 
pôle  jusqu^à  la  distance  polaire  c ,  se  trouTe  ôtre  évidemment 

5  =  a(i— e*)  [Ap-h  -B  sinaf4- tC  sin 4**  -h^Dsin  6f...  )• 

La  lettre  (',qui  entre  hors  des  signes  trigonométriques  dans  le  premier  terme, 
représente  Pangle  v  exprimé  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  de  longueur. 
Cela  en  fait  un  rapport  abstrait ,  comme  sont  aussi  les  sinus  qui  entrent  dans 
les  termes  suivants;  et,  de  cette  manière,  rhomogéncité  des  deux  termes 
de  réquation  se  trouve  conservée.  Par  exemple ,  si  cet  angle  devait  ôtre  droit, 
la  valeur  de  c  serait -^cr,  cr  étant  le  nombre  3, 141  Sgaô...,  qui  exprime  la 
demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i .  Si  sa  valeur,  exprimée  eu  secondes 


v" 


de  degré,  était  u",  il  faudrait  faire  v  égal  à  -g^* 
225.  Diaprés  la  remarque  faite  tout  à  Tfaeure  sur  la  forme  des  cosinus  qui 

'9--  . 
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composent  la  série  avant  TintégratioD ,  tous  les  termes  de  Texpression  de  < 

qui  suivent  le  premier  A.u  ne  contiendront  que  des  sinus  de  multiples  pairs 

de  Tangle  v.  Ainsi  tous  ces  termes  s^évanouiront  si  Ton  suppose  cet  angle 

égal  à  90^,  auquel  cas  Tare  total  s  deviendrait  un  quadrant  de  Pellipse  qae 

je  désignerai  par  Q.  Alors  la  lettre  v  doit  ôtre  remplacée  par  {zf  hors  des 

signes  trigonométriqucs,  comme  nous  venons  de  le  voir.  On  aura  donc,  par 

réauation  ainsi  réduite , 

Q  =  it;raA(i-^«)î 

ce  résultat  nous  servira  dans  la  section  VIL 

226.  Notre  expression  générale  de  s  nous  donnera  aisément  la  longueur 
du  segment  de  Pellipse  qui  serait  compris  entre  deux  points  M^ ,  M,,  de  son 
contour,  dont  les  distances  polaires  respectives  seraient  Vy^v^*  Car,  en  éra- 
luant  les  longueurs  des  arcs  j^ ,  s^  compris  depuis  le  p6le  jusqu^à  chacun  de 
ces  points,  nous  aurons  évidemment 

5,=fl(i— e«)  [Ai'.-hiB flinîi/.-f-i C sin 4»',-f- JD  sin  ei*, . . .] , 
5,=a (1  — e')  [Ai'j-hl B  sin  a»',-i-|C  sin  4t',+  7D sin  6v^ . . .] . 

En  supposant  if^  plus  grand  que  v^ ,  j, — 5^  sera  la  longueur  du  segment 
cherché.  On  simplifiera  son  expression  par  Temploi  de  la  relation  générale 

sin  p  —  sin  (/  =  a  sin  i{p  —  (j)  cos  1  (p  -H  7) , 

et  Ton  obtient  alors 

s  ^s  =:a{i-e*)\     -^(^«-^i)-+-Bsin(i',~pJcos(i',-h»/J  1 

s    *i       V         )  |^_|_iCsin2(f  j— i'Jco62(»',-H',)H-jDsin3(i', — v^cos^{y^-H^^)...j 

Delambre,  dans  son  ouvrage  intitulé:  Base  du  ^stème  métrique,  s^est  servi  de 
cette  formule,  particulièrement  tome  II,  page  677,  et  tome  Ili,  page  i34,  pour 
déterminer  les  éléments  de  Tellipse  terrestre  par  une  sorte  de  règle  de  fausse 
position,  en  supposant  ces  éléments  déjà  très-approximativcment  connus,  et 
cherchant  les  petites  variations  qu'il  faut  leur  faire  subir  pour  satisfaire  le 
mieux  possible  aux  mesures  de  segments  de  méridiens  que  Ton  peut  croire 
avoir  été  obtenues  avec  le  plus  de  précision.  Si  ces  mesures  pouvaient  être 
employées  commodes  données  rigoureuses,  on  réaliserait  très -directement 
cette  idée  en  employant  la  valeur  déjà  approximativement  connue  de  é^  pour 
calculer  les  termes  de  4, —  f^  qui  cnntiennentles  puissances  supérieures  de  cette 
quantité ,  et  n^y  laissant  dMnconnue  que  la  première  seule.  Alors  deux  arcs 
mesurés  donnant  deux  valeurs  de  5, — s^^  on  obtiendrait  les  deux  éléments  a,  f* 
de  Tellipse,  par  la  condition  de  reproduire  exactement  leurs  valeurs.  Mais 
nous  avons  trop  évidemment  reconnu  que  les  erreurs  des  observations,  et  les 
irrégularités  locales  de  forme  du  sphéroïde  terrestre,  jettent,  dans  les  me- 
sures partielles ,  des  discordances  inévitables  qui  ôtent  toute  possibilité  d^en 
déduire  des  valeurs  constantes,  pour  une  quantité  aussi  petite  que  Fellipti- 
cité  des  méridiens  terrestres.  La  méthode  approximative  dont  nous  avons 
fait  usage  me  parait,  par  cette  raison,  suffire  pour  comparer  de  pareilles 
données,  et  pour  en  tirer  les  résultats  généraux  les  plus  vraisemblables 
qu'elles  puissent  fournir. 
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Section  VI.  —  Des  grands  nivellements  géodésiques, 

227.  Lorsque  j^ai  exposé  la  théorie  des  réfractions  atmosphéri- 
ques dans  le  chapitre  VII  du  tome  P' ,  j'ai  annoncé ,  page  267  (note), 
que,  dans  les  grandes  triangulations  géodésiques,  les  observations 
de  distances  zénithales  réciproques  faisaient  connaître  les  différences 
relatives  de  hauteur  des  stations  au-<lessus  du  sphéroïde  formé  par 
la  continuation  régulière  de  la  surface  des  mers  environnantes; 
d'où  Ton  déduit  toutes  leurs  hauteurs  absolues  par  une  seule 
d'entre  elles  directement  mesurée.  J'ai  fait  seulement  pressentir 
alors  le  procédé  général  par  lequel  on  réalise  cette  importante 
application.  Je  vais  maintenant  l'expliquer  dans  ses  détails. 

228.  Relativement  à  une  sphère ,  deux  points  sont  de  niveau 
quand  ils  sont  à  une  égale  distance  de  la  surface  sphérique ,  sur 
leurs  sécantes  propres  menées  à  son  centre.  Relativement  à  un 
sphéroïde  de  forme  quelconque,  deux  points  sont  de  niveau  lors- 
qu'ils sont  à  égale  distance  de  la  surface  sphéroïdale,  sur  leurs  nor- 
males propres. 

Dans  l'application  au  sphéroïde  terrestre,  l'opération  se  divise 
en  deux  parties.  On  détermine  d'abord  directement  la  hauteur  ab- 
solue if  une  des  stations  au-dessus  du  niveau  moyen  de  la  mer  la 
plus  proche  ;  on  détermine  ensuite  la  différence  successive  de  hau- 
teur de  toutes  les  autres  stations  sur  leurs  noimales  propres ,  au- 
dessus  de  l'ellipsoïde  de  révolution  qui  est  la  continuation  de  cette 
mer. 

229.  Pour  obtenir  le  premier  résultat,  on  conduit  le  réseau 
des  triangles  jusqu'à  une  station  voisine  du  bord  de  la  mer  d'où 
l'on  veut  partir.  Désignons  cette  station  par  S ,  fig,  4^.  On  mesure, 
par  un  nivellement  direct,  les  hauteurs  absolues S/i| ,  S^a?  ou ^1 ,  A, 
du  point  S  au-dessus  du  niveau  de  deux  hautes  mers  consécutives, 
et  aussi  sa  hauteur  absolue  SA  on  h  au-dessus  de  la  basse  mer  inter- 
médiaire. \  (A  1-1-^2)  donne  la  hauteur  de  S  au-dessus  de  la  haute 

.  Ai-f-Aî         \         ^1-4-^24-2^ 
mer  moyenne,  et  f  I h  A  j  ou j est  sa  hauteur  au- 
dessus  du  niveau  moyen.  On  procède  à  ces  observations  par  un 
temps  calme,  pour  éviter  les  irrégularités  accidentelles  que  les  oscil- 
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lations  périodiques  de  la  mer  éprouvent  en  vertu  de  inaction  momen- 
tanée des  vents;  et  on  les  compense,  en  prenant  la  moyenne  totale 
de  plusieurs  déterminations  obtenues  à  des  jours  différents. 

230.  Ck)nnaissant  ainsi  la  hauteur  absolue  de  la  station  S ,  on 
détermine  successivement  les  hauteurs  de  toutes  les  autres  relati- 
vement à  celle-là ,  par  le  procédé  des  distances  zénithales  réci- 
proqties.  J'en  ai  expliqué  complètement  l'application  sur  une  sphère 
dans  le  chapitre  cité ,  pages  25 1  et  suivantes.  Il  s'agit  maintenant  de 
rétendre  à  des  stations  réparties  sur  un  ellipsoïde  de  révolution, 
dont  la  configuration  est  donnée  conventionnellement;  et  je 
vais  montrer  qu'il  s'y  applique  avec  la  plus  grande  facilité  ,  presque 
sans  modification  de  calcul. 

SSl .  Pour  le  faire  voir,  je  considère  d'abord  le  cas  simple  où  les 
deux  stations,  dont  on  veut  connaître  la  hauteur  relative,  Si,  Sj, 
J'g'  47j  seraient  comprises  dans  le  plan  d'un  même  méridien  ellip- 
tique PMiMzA.  On  connaît,  par  la  triangulation,  les  distances  po- 
laires di^di  de  leurs  normales  propres,  la  position  despoints  M(,M2, 
QÙ  elles  coupent  le  méridien  elliptique,  et  la  longueur  de  l'arc 
elliptique  Mt^i  qui  les  sépare.  En  effet,  dans  le  cas  que  nous  con- 
sidérons, cet  arc  sera  un  côté  des  triangles  principaux;  et,  à  cause 
du  peu  d'étendue  qu'on  leur  donne,  on  pourra ,  sans  erreur  appré- 
ciable pour  l'application  actuelle,  l'assimiler,  quant  à  sa  lon- 
gueur, à  un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  N ,  avec  le  rayon  !NM,  égal 
à  la  normale  N ,  menée  au  point  M ,  qui  est  intermédiaire  entre  M, 
et  M,.  La  première  idée  qui  se  présente  serait  donc  d'évaiaer 
d'abord ,  par  les  distances  zénithales  réciproques,  la  différence  de 
hauteur  des  deux  stations  Si,  S2 ,  au-dessus  du  cercle  ainsi  décrit,  et 
de  transporter  le  résultat  à  l'ellipse  par  quelque  correction  qui  ne 
pourrait  être  que  fort  petite.  Mais  cette  marche  présenterait  denx 
inconvénients  graves.  A  la  vérité,  les  intervalles  compris  sur  chaque 
normale  entre  l'ellipse  et  le  cercle  tangent  en  M  seront  fort  petits. 
Car,  aux  pages  241  et  289  (note) ,  nous  avons  trouvé  que ,  d^s  les 
plus  grandes  amplitudes  que  l'on  donne  à  l'arc  M1M3,  ces  intervalles 
n'excéderaient  pas  3  toises  ;  et  la  différence  de  leurs  valeurs  s'ajoute- 
rait seule  à  la  différence  de  niveau  évaluée  sur  le  cercle  tangent.  Mais 
la  dissymétric  de  l'ellipse  autour  du  point  M  rendant  ces  valei?»"^ 


PBYSIQUK.  295 

inégales,  diversement  selon  sa  position ,  il  deviendrait  nécessaire 
de  calculer  la  variation  locale  de  leur  inégalité ,  et  il  serait  embar* 
rassant  de  le  faire.  Ensuite ,  Tévaluationde  la  difïérence  de  niveau, 
même  sur  la  sphère ,  suppose  que  les  distances  a^nithales  y  sont 
mesurées  à  partir  des  sécantes  qui  seraient  ici  NMi  Z|  y  NM2  £3  ; 
tandis  qu'en  réalité  on  les  observe  à  partir  des  normales  réelles 
NtMiVty  NaMsYsy  lesquelles  font  avec  les  sécantes  des  angles  va- 
riables qu^on  ne  peut  pas  négliger.  Cela  exigerait  encore  une  autre 
réduction.  Delambre  y  quia  suivi  cette  voie  dans  son  ouvrage  sur  la 
Base  du  système  métrique,  tome  II,  page  788  ,  a  été  conduit  ainsi 
à  des  calculs  horriblement  complexes,  dont  la  conclusion  finale  a 
été,  que  toutes  ces  corrections  lui  paraissent  pouvoir  être  habituel- 
lement négligées  ;  et  il  a  été  imité  en  cela  par  la  plupart  des  auteurs 
qui  ont  voulu'^traiter  cette  question  après  lui.  Mais  toutes  ces  dif- 
ficultés disparaissent,  comme  parenchantement,  quand  on  envisage 
le  problème  sous  un  autre  aspect ,  et  qu'on  y  applique  les  formules 
très-simples  de  la  réfraction  terrestre  que  j*ai  exposées  dans  le 
tome  P'  de  cet  ouvrage. 

252.  Pour  cela ,  continuant  à  considérer  d'abord  le  cas  de  deux 
stations  situées  dans  un  même  méridien  elliptique ,  ^g.  J\8 ,  je  les 
rapporte,  non  pas  à  la  sphère  tangente  qui  serait  décrite  du  centrée 
avec  le  rayon  JNM,  comme  dans  Isi/îg,  47>  ^^^^  ^  ^^  sphère  oscula- 
trice  dans  le  sens  du  méridien  même,  qui  serait  décrite  du  centBe  C, 
avec  le  rayon  osculateur  elliptique  7.  Cela  aura  deux  avantages. 
D'abord ,  Tintervalle  compris  sur  les  normales  de  chaque  station , 
entre  l'ellipsoïde  et  cette  sphère,  sera  beaucoup  moindre  que  pour 
la  sphère  tangente  décrite  du  centre  N;  et,  dans  son  excessive 
petitesse,  il  sera,  en  outre,  égal  pour  les  deux  stations,  de  sorte 
que  leur  différence  de  niveau,  mesurée  sur  cette  sphère,  sera  exac* 
tement  la  même  que  sur  l'ellipsoïde.  Ensuite,  dans  les  plus  grandes 
amplitudes  que  l'on  donne  à  Parc  lliiM,,  les  rayons  osculateurssphé- 
riquesCMi ,  CM,  ne  feront  que  des  angles  de  quelques  dixièmes  de 
seconde,  avec  les  normales  menées  des  deux  stations  S|,  S,,  comme 
nous  l'avons  démontré  pages  189  et  282.  Bar  conséquent,  si  l'on 
emploie  les  distances  zénithales  observées  à  partir  des  normales , 
comme  partant  des  prolongements  MtC,  MaC  de  ces  deux  rayons, 
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le  résultat  sera  absolument  le  même  que  si  ron  supposait  une  erreur 
du  même  ordre  dans  les  réfractions  qui  afTectent  ces  distances,  les- 
quelles comportent  toujours  individuellement  des  variations  et  des 
altérations  physiques  incomparablement  plus  considérables,  qne 
l'on  est  forcé  de  négliger.  Le  calcul  se  fera  donc  ainsi  très-exacte- 
ment avec  remploi  du  rayon  osculateur  au  milieu  M  de  l'arc  M|M}, 
rayon  dont  la  longueur  7  peut  toujours  être  évaluée  en  nombres 
sur  l'ellipsoïde  adopté ,  puisque  les  positions  absolues  des  points 
MiyMjSurle  contour  de  l'ellipse  sont  connues. 

255.  Venant  alors  au  cas  où  les  deux  stations  S|  ,83  ne  sont  pas 
comprises  dans  un  même  méridien,  je  les  rapporte  de  même  à  la 
sphère  qui  serait  osculatrice  à  Fellipsoïde  dans  le  sens  de  Tare  de 
plus  courte  distance  mené  par  les  pieds  de  leurs  normales  propres, 
fig.  49»  Soient  C  le  centre  de  cette  sphère,  p  la  longueurde  son  rayon 
qui  peut  toujours  se  calculer.  Les  résultats  de  cette  constnfction 
seront  les  mêmes  que  tout  à  l'heure.  Car  d'abord ,  les  intervalles 
compris  sur  chaque  normale  entre  Pellipsoïde  et  la  sphère  étant 
,.  encore  excessivement  petits  et  sensiblement  égaux ,  la  différence 
de  niveau  des  deux  stations,  au-dessus  de  la  sphère ,  sera  la  même 
qu'au-dessus  de  l'ellipsoïde.  Quant  aux  angles  formés  par  chaque 
rayon  CMi ,  CMs  avec  les  normales,  ils  seraient  rigoureusement  nuls 
si  les  deux  stations  étaient  situées  sur  un  même  parallèle ,  puis- 
qu'alors  le  centre  de  la  sphère  coïnciderait  avec  le  point  de  rencon- 
tre des  deux  normales  sur  l'axe  polaire.  A  partir  de  ce  cas 
d'exacte  nullité ,  ces  deux  angles  croissent  à  mesure  que  les  deux 
statiQus  se  rapprochent  d'un  même  méridien.  Mais  puisqu'alors ,  à 
cet  état  de  maximum ,  leurs  valeurs  sont  négligeables  dans  l'ap- 
plication actuelle ,  comme  nous  venons  de  le  voir,  elles  le  seront 
toujours  à  plus  forte  raison  dans  les  azimuts  intermédiaires. 
Ainsi ,  les  distances  zénithales  observées  à  partir  des  normales 
réelles ,  pourront  encore  être  censées  mesurées  à  partir  du  rayon 
de  la  sphère  qui  est  osculatrice  au  milieu  M  de  l'arc  M,M„  dans  le 
sens  de  cet  arc,  comme  dans  le  cas  précédent. 

254.  Il  ne  reste  donc  qu'à  transporter  ici  les  formules  générales 
que  nous  avons  établies  dans  le  tome  P',  pages  265  et  suivantes , 
pour  calculer  les  différences  de  niveau  par  l'observation  des  dis- 


PHYSIQUE.  297 

tances  zénithales  réciproques,  ou  non  réciproques,  sur  une  sphère 
d'un  rayon  donné.  Nous  pourrons  ensuite  examiner  jusqu'à  quel 
degré  de  précision  la  connaissance  et  l'emploi  spécial  du  rayon 
osculateur  p  sont  nécessaires  pour  les  réduire  en  nombres,  quand 
on  connaît  la  longueur  de  Tare  circulaire  M|  M3  ou  A  qui  joint  les 
pieds  des  normales  sur  la  sphère  considérée.  Car  cet  arc  est  tou- 
jours donné  par  la  triangulation  dans  les  circonstances  actuelles , 
puisqu'il  est  un  des  côtés  des  triangles  principaux. 

23S.  Dans  les  formules  citées,  on  a  désigné  par  r',  r**  les  dis- 
tances respectives  des  deux  stations  S| ,  S,  au  centre  de  la  sphère. 
L'indice'  s'applique  aux  éléments  de  celle  pour  laquelle  cette  dis- 
tance e.st  connue,  sans  sUnquiéter  si  elle  est  la  plus  haute  ou  la  plus 
basse,  le  jeu  des  signes  algébriques  décidant  cette  alternative  dans 
le  résultat.  Soit  donc  h\fig,  49,  la  hauteur  absolue ùe\^staX\6vi  S| 
au-dessus  de  l'ellipsoïde,  hauteur  que  Ton  devra  supposer  connue 
par  les  opérations  antécédentes.  On  aura  alors 

/•'=p-i-//', 

et  r"  —  r'  sera  la  différence  de  niveau ,  qui  se  trouvera  positive  si 

S2  est  plus  élevée  que  S| ,  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Les  formules  contiennent  l'angle  au  centre  Si  CS2  ou  v  compris 

entre  les  sécantes  menées  aux  deux  stations.  L'arc  Mi  MMj  étant 

donné,  on  en  pourra  toujours  déduire  la  valeur  de  cet  angle.  Si  on 

veut  Texprimer  par  l'arc  qui  le  mesure  dans  un  cercle  dont  le  rayon 

est  I ,  on  aura 

_A 

Si  on  veut  l'exprimer  en  secondes  de  degré ,  et  le  désigner  sous 
cette  forme  par  p",  on  aura 

P 

Nous  aurons  aussi  besoin  de  connaître  la  longueur  de  la  corde  rec- 
tiligne  MiMa.  En  la  désignant  par  C,  les  expressions  établies 
page  68  donneront,  avec  une  exactitude  toujours  suffisante, 

24  p' 
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Il  faut  se  rappeler/d'ailleurs ,  que  la  corde  C  et  l'angle  au  centre  c 
sont  liés  l'un  à  l'autre^  par  la  relation  rigoureuse 

C=2p  sinyc. 

L'expression  précédente  de  C  n'est  que  le  développement  de  celle- 

A 
ci  y  limitée  aux  troisièmes  puissances  du  rapport  -  • 

256.  Maintenant,  conformément  à  la  notation  adoptée  dans  le 
tome  I,  page  265,  soient  Z\  II'  les  deux  distances  zénithales  ap- 
parentes y  observées  ou  observables  en  S|  et  S^;  et  nommons +^'} 
4-^^  les  réfractions  locales,  connues  ou  inconnues,  qu'il  faudrait 
ajouter  respectivement  à  chacune  d'elles ,  pour  avoir  les  distances 
zénithales  vrâ<>5^  rapportées  à  la  corde  rectiligne  que  l'on  mènerait 
de  Si  à  Ss.  Le  triangle  rectiligne  S1CS2  établira  d'abord  entre  celles- 
ci  la  relation  générale 

Z' 4- Z" -h  ^' -h  r  =  i8o«-|- P ; 

prenant  ensuite  une  quantité  auxiliaire  x  telle  qu'on  ait 

^•=tang|Ptangl(Z"  — Z'H-5''  — (î'), 

Texpression  de  la  différence  de  niveau  cherchée  sera 

T^r'x 
r   — r' 7— 


I  — X 

Cette  expression  est  générale  :  elle  ne  spécifie  nullement  si  les  dis- 
tances zénithales  apparentes  ont  été  observées  simultanément  sur 
la  même  trajectoire  lumineuse ,  ou  à  des  époques  différentes  et  sur 
des  trajectoires  lumineuses  diverses.  Elle  suppose  seulement  que 
les  réfractions  locales  ^',  V  sont  évaluées,  théoriquement  ou  pra- 
tiquement ,  telles  qu'elles  ont  dû  se  produire  dans  la  trajectoire 
spéciale  sur  laquelle  chaque  sfgnal  a  été  observé. 

La  corde  C  peut  s'introduire  dans  l'expression  de  x^  par  sa  re- 
lation avec  l'angle  v  au  moyen  de  la  transformation  suivante  : 


2pCOSyf  2pCOS 


t^ 


257.  Dans  les  applications,   x  est  toujours  une  fraction  très- 
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petite  :  d'abord ,  parce  que  la  corde  C  est  toujours  très- petite 
comparatiyeinent  au  rayon  osculateur  p  ;  puis ,  les  triaugulaticms 
s*appliquant  à  la  convexité  de  la  surface  terrestre,  deux  sommet^ 
de  triangles  réciproquement  visibles  l'un  de  l'autre  ont  toujours 
une  difierence  de  niveau  très-petite  comparativement  à  la  lon- 
gueur de  l'arc  qui  les  sépare.  Cela  fait  que  Tangle  contenu  sous  le 
signe  tangente  dans  l'autre  facteur  de  x  est  habituellement  très- 
peu  différent  de  zéro,  qui  serait  sa  valeur  si  la  différence  de  niveau 
était  nulle  ainsi  que  les  réfractions;  et,  par  suite,  la  tangente  de 
cet  angle ,  qui  forme  le  second  facteur  de  x ,  n'a  jamais  qu'une 
très-petite  valeur.  Profitant  donc  de  cette  circonstance,  je  déve- 
loppe en  série  le  facteur  qui  entre  dans  l'expression   de 

I  ■^■~  X 
r"  —  r'  ;  ce  qui  donne 

r"  — r'=2r'x(i  H-jr-|-x'...  ); 

alors ,  remplaçant  r'  dans  le  second  membre  par  sa  valeur  p  -h  h\ 
et  mettant  pour  x  son  expression  en  C  que  nous  venons  de  former, 
on  a  ' 

C  tang|(Z^^-Z^-f-r-^^) 

V        ù)  cosjc  1  -+-— , — ^— ^ — n 

^  ^  '  ■  4P  COS*yf 

etc. 

238.  Examinons  d'abord  la  composition  du  facteur  qui  pré- 
cède la  parenthèse.  Le  rayon  osculateur  p  ne  s'y  montre  explicite- 

A'  . 

mei\t  que  comme  diviseur  de  h! ,  Or  le  rapport  —  sera  toujours 

^  P 
excessivement  petit,  même  quand  la  triangulation  traverserait  les 

plus  hautes  chaînes  de  montagnes  du  globe  ;  et,  hors  de  ces  circon- 
stances exceptionnelles ,  il  sera  habituellement  négligeable.  L'em- 
ploi précis  du  rayon  local  p  ne  sera  donc  jamais  nécessaire  pour  éva- 
luer ce  rapport  avec  une  suffisante  précision,  et  l'on  pourra  y  sub- 
stituer toute  autre  q  nelconque  de  ses  valeurs .  Lalongueur  de  ce  rayon 
entre  aussi  implicitement  dsms  l'évaluation  de  la  eorde  C,  comme  on 
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l'a  VU  tout  à  l'heure  ;  mais  son  carré  y  sert  seulement  de  diviseur  au 
terme  correctif  en  A',  de  sorte  qu'on  pourrait  encore  Vj  remplacer 
par  quelque  longueur  qui  en  serait  peu  différente.  Enfin,  ce  rayon 
entre  aussi  implicitement  dans  l'évaluation  de  l'arc  p.  Mais  cet 
angle  ne  parait  ici  que  par  le  cosinus  de  sa  moitié ,  qui  peut  être 
mis  sous  la  forme  i  —  2  sin'-j-j».  Or,  y  étant  toujours  fort  petit 
dans  les  applications ,  où  il  ne  dépasse  jamais  ]®3o%  limite  qu  il 
est  même  bien  loin  d'atteindre  habituellement,  le  terme  qui  en 
provient  sera  au  plus  i  —  2sin'  21'  3o"  ou  i  — 0,00004091 82.  Ainsi, 
dans  ce  cas  même,  il  produirait  seulement  4  centimètres  sur  une  dif- 
férence de  niveau  de  1 000  mètres.  Ce  terme  correctif  serait  donc  en- 
core très-sufEsamment  exact  si  l'on  y  évaluait  v  avec  une  valeur  de  c 
qui  ne  serait  pas  absolument  rigoureuse.  La  même  remarque  s'ap- 
plique, à  plus  forte  raison,  à  tous  les  termes  compris  dans  la  grande 
parenthèse  qui  proviennent  des  puissances  supérieures  de  x.  Ainsi, 
en  supposant  que  l'on  connût  d'ailleurs  exactement  les  deux  dis- 
tances zénithales  Z',  Z"  et  les  réfractions  ^,  5"  qui  les  affectent, 
une  erreur  d'application  locale,  sur  l'évaluation  précise  du  rayon  p, 
n'aurait  qu'une  influence  insensible  ou  à  peine  sensible  sur  r"—  r'. 
Voilà  pourquoi  Delambre  trouvait,  qu'en  définitive,  les  corrections 
dépendantes  de  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre  devenaient  à 
peu  près  négligeables  dans  l'évaluation  des  différences  de  niveau; 
et  voilà  pourquoi  aussi  tou^  ceux  qui  l'ont  suivi  ont  pu  obtenir 
ces  différences  avec  assez  d'exactitude ,  en  prenant  comme  rayon 
de  la  sphère  la  normale  N  menée  du  milieu  de  l'arc  à  l'axe  polaire, 
en  remplacement  du  rayon  p  qui  est  osculateur  dans  le  sens  spé- 
cial de  l'arc  A.  Mais  ils  n'ont  pas  aperçu  plus  que  lui  le  véritable 
principe  qui  rend  cette  substitution  sans  inconvénient.  Lorsque 
nous  arriverons  tout  à  l'heure  aux  applications  numériques ,  nous 
examinerons  les  limites  de  choix  auxquelles  on  peut  l'étendre. 

959.  Quand  les  deux  distances  zénithales  réciproques  Z',  Z\ 
sont  toutes  deux  observées  au  même  instant  physique ,  les  rayons 
visuels  qui  les  donnent  sont  tangents  à  la  trajectoire  comnaune 
que  la  disposition  actuelle  de  la  couche  d'air,  intermédiaire  entre 
les  deux  stations ,  fait  alors  décrire  aux  éléments  lumineux  qui  la 
traversent,  en  allant  de  l'une  à  l'autre.  Dans  un  tel  cas,  onsup- 
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pose  généralement  que  les  deux  réfractions  locales  ^\  ^"  sont 
égales  entre  elles  et  de  même  signe ,  ce  qui  les  fait  disparaître  dans 
les  symboles  trigonométriques ,  et  ramène  la  différence  de  niveau 
/•"  —  r'  à  contenir,  sous  ces  symboles ,  les  seules  distances  j&éni- 
thales  observées.  J^ai  discuté  la  réalité  de  cette  hypothèse  dans  un 
Mémoire  spécial ,  sur  les  réfractions  terrestres ,  lu  à  l'Académie 
des  Sciences  le  19  novembre  i838,  et  inséré  dans  les  Additions 
à  la  Connaissance  des  Temjjs  poar  Tannée  1842.  J'ai  prouvé  alors 
que,  même  dans  le  cas  d'un  équilibre  régulier,  où  la  densité  des 
couches  d'air  décroît  également  sur  toutes  les  sécantes  menées  du 
centre  de  la  sphère  que  l'atmosphère  recouvre ,  les  réfractions  qui 
affectent  deux  distances  zénithales  réciproques,  prises  sur  une 
même  trajectoire  lumineuse,  sont  inégales.  Celle  qui  appartient  à 
la  station  la  plus  basse  est  plus  forte  que  celle  qui  appartient  à  la 
station  la  plus  élevée ,  et  leur  inégalité  croît  à  mesure  que  l'angle 
au  centre  augmente.  Mais,  lorsque  cet  angle  est  borné  aux  ampli  - 
tudes  restreintes  qu'on  lui  donne  dans  les  opérations  géodésiques, 
la  différence  des  deux  réfractions  s'affaiblit  au  point  de  pouvoir 
être  négligée,  sans  qu'il  en  résulte  une  erreur  sensible.  Ainsi,  dans 
les  circonstances  météorologiques  sur  lesquelles  j'ai  établi  mes 
calculs ,  et  qui  représentaient  l'état  de  l'atmosphère  lors  de  l'as- 
cension de  M.  Gay-Lussac,  l'excès  de  la  réfraction  inférieure  sur 
la  supérieure  s'est  trouvé  être  1 9^,68  pour  un  angle  au  centre 
(le  i°3o'.  £n  négligeant  cet  excès,  et  supposant  les  deux  réfj^ctions 
égales,  aux  deux  points  de  la  trajectoire  compris  entre  cet  angle  et 
ses  rayons  vecteurs,  la  différence  de  niveau  obtenue  entre  les  deux 
points  a  été  i854™,oi7  au  lieu  de  i846™,o6o,  qui  était  sa  valeur 
rigoureuse ,  ce  qui  fait  seulement  une  erreur  de  7",957  sur  une 
mesure  totale  si  grande.  Cette  erreur  décroît  rapidement  à  mesure 
que  l'angle  au  centre  devient  moindre.  Car  en  le  réduisant ,  par 
exemple,  à  3o',  ce  qui  est  encore  une  amplitude  peu  commune 
dans  les  opérations  géodésiques ,  la  différence  des  deux  réfractions 
n'a  plus  été  que  o",478,  et  ne  pouvait  plus  produire  qu'une  er- 
reur insensible  dans  la  différence  de  niveau ,  devenue  aussi  consi- 
dérablement moindre  que  dans  le  cas  précédent. 
240.  Cette  hypothèse  d'égalité  ne  peut  toutefois  être  admise , 
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même  par  approidination,  qu*à  condition  que  la  densité  des  cou- 
ches réfringentes  décroît  suivant  une  même  loi  sur  toutes  les  sé- 
cantes de  la  sphère ,  dans  la  portion  de  Tatmosphère  qni  sépare 
les  stations  considérées.  Heureusement  c*est  là  Tétat  habituel;  et 
ainsi,  Ton  peut  en  compenser  les  petites  variations  accidentelles 
en  réitérant  plusieurs  fois  les  observations  à  différents  jours,  par 
des  temps  calmes.  Mais,  en  outre,  il  faut  toujours  que  les  distances 
zénithales  réciproques,  qu'on  veut  assembler  par  couples,  aient  été 
observées  aux  mêmes  instants  physiques,  pour  qu^elles  puissent  ap- 
partenir à  une  même  trajectoire  lumineuse.  Car,  sans  cette  condi- 
tion, comme  elles  devront  presque  infailliblement  appartenir  à  des 
trajectoires  lumineuses  différentes ,  on  ne  pourrait  plus  admettre, 
avec  aucune  vraisemblance,  l'égalité,  même  approximative,  des 
deux  réfractions  extrêmes.  C'est  cependant  ce  qu'ont  fait ,  pendant 
longtemps ,  tous  les  observateurs,  et  en  particulier  Delambre,  quia 
combiné,  comme  physiquement  réciproques,  des  distances  zénithales 
observées  à  des  jours  différents ,  entre  les  sommets  consécutifs  da 
réseau  de  triangles  qui  s'étend  des  bords  de  TOcéan,  à  Dunkerque, 
jusqu'aux  bords  de  la  Méditerranée,  à  Barcelone.  A  la  vérité,  le 
défaut  de  simultanéité  s^affaiblit,  quand  on  combine  ainsi  beaucoup 
de  séries  d'observations  réitérées  à  chaque  station ,  pendant  des 
jours  calmes,  à  des  époques  de  Tannée  peu  différentes  pour  toutes 
deux,  ce  qui  y  ramène ,  à  peu  près,  l'atmosphère  à  un  état  moyen 
commun.  Et  c'est  probablement  pour  cela  que  la  différence  totale 
de  niveau  obtenue  ainsi  par  Delambre ,  entre  l'Océan  et  la  Médi- 
terranée, à  ses  deux  stations  extrêmes,  s'est  trouvée  nulle,  ou  de 
l'ordre  des  erreurs  que  ses  observations  comportaient. 

241.  Toutefois,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques 
Z',  II'  n'ont  pas  été  observées  simultanément,  il  serait  beaucoup 
plus  exact  d'évaluer,  pour  chacune  d'elles,  la  réfraction  actuelle 
qui  l'affecte ,  laquelle  peut  se  conclure  des  circonstances  météoro- 
logiques existantes  au  moment  où  on  l'a  mesurée,  comme  je  l'ai 
expliqué  aux  pages  262  et  266  du  tome  1.  Dans  de  tels  cas,  si  la 
stratification  des  couches  d'air  satisfait  aux  conditions  de  sphéri- 
cité, on  peut  très- approximativement  admettre  qu'entre  les  in- 
tervalles restreints  qu'occupent  les  arcs  géodésiques,  la  somme 
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^v  _^  ^//  ^^  deux  réfracduns  est  proportionnelle  à  l'angle  au  cen- 
tre M.  Le  coefficient  c  de  la  proportionnalité,  propre  à  chaque  dis- 
tance Z'  ou  Z^\  se  déduit  d'observations  barométriques  et  thermo- 
métriques, faites  à  diverses  hauteurs,  au  moment  où  on  la  mesure: 
et  on  le  calcule  en  nombres  par  la  formule  que  j'ai  rapportée  alors 
page  262.  Quand  il  est  connu,  on  suppose,  comme  précédem- 
ment ,  que  les  réfractions  $\  8'^  qui  existaient  au  même  instant , 
aux  deux  extrémités  de  la  trajectoire  lumineuse,  étaient  égales 
entre  elles;  et  prenant  la  moitié  de  leur  somme  cp,  c'est-à-dire 
\af  pour  leur  valeur  individuelle ,  on  l'applique  à  la  distance  zé- 
nithale observée,  qui  se  change  ainsi  en  distance  vraie.  Mais,  pour 
conclure  de  cet  élément  unique  la  différence  de  niveau  r"  —  r',  il 
faut,  dans  l'expression  analytique  de  ce]le-<;i,  modifier  le  facteur 

tang|(Z''— Z'+r  — ^'), 

de  manière  à  ce  qu'il  ne  contienne  plus  que  la  seule  distance  zé- 
nithale Z'  ou  Z"  que  Ton  a  observée.  On  y  parvient  en  se  servant  de 
la  relation  générale 

Z'  +  Z"  -f-  ^'  +  8"  ==  180°  -f-  ç. 

Lorsque  nous  avons  établi  cette  relation  dans  le  tome  I, 
page  254j  nous  avons  remarqué  que  l'égalité  qu'elle  exprime  s'ap- 
plique à  tous  les  couples  de  distances  zénithales  apparentes  et  ré- 
ciproques ,  qui  sont  accompagnées  de  la  réfraction  actuelle  qui  les 
affecte,  soit  qu'on  les  ait  observées  simultanément  ou  non  simul- 
tanément. On  peut  donc  l'appliquer  ici  à  la  trajectoire  lumineuse 
qui  existait  au  moment  où  une  seule  des  deux  distances  zéni- 
thales a  été  observée,  et  en  conclure  l'autre.  Alors,  si  l'on  a  ob- 
servé, par  exemple ,  Z',  on  exclura  Z"-f-(î"  de  dessous  le  signe  tan- 
gente ,  en  tirant  de  l'équation  précédente 

i(Z"  H- r)  =  9004- ^c'-KZ' -+- 5'), 
ce  qui  donnera 

et  par  suite 
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si ,  au  contraire,  on  a  observé  Tl\  on  exclura  Z',  en  prenant 

i(Z'  -h  *')  =  90»  -*-  i.  -  i  (Z"  +  n. 
ce  qui  donnera 

|(Z''— Z'-hr— 5')=r:l(Z"4-r)— 90"— ^C  4-  i(z"+^) 

=~9o«>-i.(z''4-r~ip), 

et  par  suite      tang  f  (Z"—  Z'-4-  5"  —  5' )  =— 


tang(Z"4-r-ip; 

Alors  si  Ton  a  trouvé,  par  les  circonstances  météorologiques,  le  coef- 
ficient c  delà  proportionnalité,  égal,  dans  le  premier  cas,  à(/,(laDS 
le  second  à  c'\  on  fera  5  '  égal  à  7  dv^  ou  ^  "  égal  à  \  c'V,  et  l'on  aura 
Par  la  seule  distance  zénithale  Z^ 

Par  la  seule  distance  zénithale  7I\ 


tang  4.  (Z"—  Z'H-  r  —  ^') =• 


I 


tang[Z"— i{i-c'')^] 

J'y  mets  les  coefficients  de  p  sous  cette  forme,  parce  que  les  valeurs 
du^  coefficient  c  sont  habituellement  peu  différentes  de  o,i5,  ce 
qui  rend  i  —  c'  et  i  —  c"  positifs.  Quoique  les  tangentes  se  trou- 
vent maintenant  en  dénominateur,  les  termes  où  elles  se  trouvent 
ne  cesseront  pas  d'être  très-petits ,  parce  que ,  dans  les  applica- 
tions ,  TI  et  TJ'  sont  toujours  peu  différentes  de  90".  Ces  expres- 
sions, substituées  dans  le  développement  de  r" —  r',  lui  laisseront 
donc  encore  sa  rapide  convergence ,  et  Ton  aura  : 

Par  la  seule  distance  zénithale  Z^, 

!C 
2pcos|Ptang[Z'-j{i-^ 
C 
4p  cos»-^tang»[Z"-T(iH 
etc. 
Par  la  seule  distance  zénithale  Z", 


i-t- 


/       A'\  ,  1       2pcos|plang[Z'-T(''' 

r" «/--._c  (  i_L.lL\ \ /  fi 

^p  ;cos|ptang[Z"— ^(i-c"),;]^ 


— I 


4p'cos^|('tang'[Z"-T'.»'' 
etc. 
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Dans  les  applications  habituelles ,  le  facteur  qui  précède  la  paren- 
thèse, sera  fréquemment  le  seul ,  soit  de  l'expression  générale ,  soit 
de  ces  dernières,  auquel  il  faille  avoir  égard  ;  et  l'on  a^ura  tout 
au  plus  besoin  de  calculer  le  terme  de  Tautre  facteur  qui  contient 

la  première  puissance  de  —  C'est  ce  que  le  calcul  même  montrera 

pour  chaque  cas.  Mais,  dans  les  expressions  où  Ton  n^emploie 
qu'une  seule  distance  zénithale,  l'angle  v  entrant  sous  le  sign« 
tangente ,  on  peut  croire  que  son  évaluation  nécessitera  plus  spé- 
cialement l'emploi  du  rayon  osculateur  exact  p,  que  l'expression 
générale  où  cet  angle  entre  seulement  par  le  cosinus  de  la  moitié 
de  sa  valeur.  C'est  ce  que  nous  apprendront  les  applications  nu- 
mériques que  noUs  allons  faire.  Les  calculs  qu'elles  exigent  s'a- 
brègent en  mettant  en  évidence  la  dépendance  mutuelle  des  termes 
dont  se  composent  les  formules  que  nous  venons  de  préparer.  Tel 
est  l'objet  des  quantités  auxiliaires  que  je  vais  y  introduire. 

i^*^  CAS  :  Les  deux  distances  zénithales  réciproques  Z%Z'\  ont  été 
observées  simultanément. 

.,.,..                    ,      Ctang|(Z"— ZO 
tormez  la  quantité  auxiliaire a/  = ^z^i 

Vous  aurez  la  différence  de  niveau  : 


COSyC 


w 

a*  CAS  :  Z'  seul  obsei*vé.  c'  le  coefficient  de  proportionnalité  ac- 

tuel,ou5'-h5"=:c'(/. 


Quantité  auxiliaire ^  =  eos^.tai.g[Z'-Ki-«->]' 

Différence  de  niveau  : 


(2)  r"'^r'=     I  4- 


7/     v'^^^     47/ 


3*  CAS  :  Z"  seul  observf .  c"  le  coefficient  de  proportionnalité  sic- 
tuel,  ou^'-f-5"=:c''</. 

T.  m'.  2" 
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Quantité  auxiliaire a/  =  — 


Dili«|pence  de  niveau  : 

La  mardie  à  suivre  dans  les  détails  du  calcul  sera  fjMijours  la 

même.  On  formera  d*abord  a/y  puis  on  en  déduira  les  diverses 

a/ 
puissances  de —  ?  le  tout  par  les  Tables  de  logarithmes  à  sept  déci- 
males. Dans  ces  formules,  les  éléments  affectés  d'un  seul  accent 
appartiennent  invariablement  à  la  station  Si ,  dont  les  opéradoDS 
antécédentes  sont  censées  avoir  fait  connakre  la  hauteur  absolue  h' 
au-dessus  de  la  surface  de  Tellipsoïde,  par  conséquent  au-dessos 
de  la  sphère  c»sculatrice  dont  le  rayon  est  p  ;  et  la  corde  C  est  toujours 
prise  dans  cette  sphère  môme.  On  va  voir  tout  à  Theure  que,  dansles 
applications  pratiques ,  on  n'aura  jamais  besoin  de  pousser  FéTa^ 

luation  de  la  série  au  delà  de  son  premier  terme  — ?   les  autres 

étant  toujours  insensibles.  Je  ne  les  ai  indiqués  que  pour  rappeler 
l'expression  finie  dont  ils  dérivent  par!développement. 

242.  Pour  compléter  l'exposition  de  ces  formules  par  nn  exem- 
ple numérique ,  je  choisis  un  système  de  données  qui  dépassera 
toutes  les  limites  d'amplitude  que  les  opérations  géodésiques  peu- 
vent présenter.  Je  l'extrais  de  mon  Mémoire  sur  les  réfracdoos 
terrestres,  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de  iB|2 ,  en  y  fai- 
sant quelques  modifications  nécessaires  à  notre  but  ae^el ,  comme 
je  l'expliquerai  dans  une  Note  à  hi  suite  de  la  présente  section.  Les 
longueurs  y  sont  expiimées  en  unités  métriques,  aujourd'hui  l^e- 
ment  adoptées  en  France  ;  je  leur  conserverai  cette  forme,  afinqnf 
les  résultats  auxquels  nous  serons  conduits  par  notre  approxima- 
tion actuelle ,  qui  sijppose  les  réfractions  égales  dans  les  disCanoes 
.zénithales  réciproques  simultanément  prises ,  sment  immé^tement 
comparables  à  ceux  qui  ont  été  obtenus,  dans  le  Mémoire  cité,  par 
un  calcul  rigoureux,  où  l'on  employait feurs  véritables  valeurs  in- 
«lîviduelles.  Par  le  même  motif,  je  lai^erai  à  ces  longueurs  les  frac- 
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tions  de  mètre  qui  les  complètent,  et  j'y  jpindrai  leurs  logarithmes 
à  dix  décimales.  Cette  rigueur  numérique,  qui  serait  aussi  exagé- 
rée qu^inutiie  dans  une  application  réelle ,  aura  ici  l'avantage  de 
nous  reproduire  exactement  les  données  angulaires  sur  lesquelles 
les  calculs  du  Mémoire  ont  été  fondés.  Ceci  convenu  ^  voici  les  élé- 
ments correspondants  aux  deux  distances  zénithales  apparentes 
Z%  7J'  supposées  observées  simultanément ,  avec  les  valeurs  de  ces 
distances  zénithales  elles-mêmes. 

Longueur  de  l'arc  compris  entre  les  pieds  des  normales  des  deux 
stations  ^ 

A=r  1 66664",  io83,     logA=  5,2218420829. 

Hauteur  absolue  de  la  station  S|  au- dessus  de  la  surface  de  Tel- 
lipsoide,  identifiée  avec  la  surface  de  la  sphère  osculatrice  dans  Je 
sensde  Tare  A  , 

h'  =  98™,oo,  log  k  =  199912261 . 

Longueur  du  rayoo  osculateur  dans  le  sens  de  Tare  A  ^ 

p  =  6366ioo™,oo,        logp  =  6,8038734563. 

Distances  zénithales  apparentes  observées  simultanément  dans 
les  deux  stations ,     » 

Z^  =  9o«o'o",  Z"=  9i»i6'27",9o. 

Avec  ces  données,  je  cherche  d'abord  la  longueur  de  la  corde 
de  Tare  A  par  son  expression 

C  =  A        YT  ^  i 

et  je  trouve 

C  =  166664»,  îo83  —  4'»,7596  =  166659^3487, 
d'où  roo  déduit 

lQgC:=:  5,2218296802. 

Je  cherche  eosuite  Tangle  au  centre  v  par  son  expression  en  se- 
i^ondesde  degré,  qui  est  ; 

p 

20. . 
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Le  c&lcul  s'effectue  eomme  il  suit  : 

logA=r5^22i64  20829 
log  p  ==6,8oî87  34563 

1,41796  86266 
logR''=5,3i442  5i33i 
log r" =3,73239  37598,  d'où  p"=:54oo"=i<'3oV' 

Conséquemment , 

i ^//  3;::o»45';      logCOS -^  c  =  1 ,9999628. 

Les  deux  distances  zénithales  apparentes  Z',  Z"  étant  supposées 
obsei*vées  simultanément,  ce  sera  le  cas  de  la  formule (i).  Consi- 
dérant d'abord  le  facteur  extérieur  à  la  parenthèse,  j*ai  pour 
données  : 

i(Z"— Z')=o»38'i3'',95;  ^'=98". 

Alors  j'achève  le  calcul  comme  il  suit,  en  restreignant  désormais 
les  logarithmes  à  sept  décimales; 

log  0=5,22 18297  ' 
log  tang|(Z"— Z')=2,o46i  767 

3,2680064 
log  cosjt»  =7,9999628 

log  j/=3, 26^0436  j:'=i853",7i79 

log  — =5,1873527 

p      _^ ^,^ 

2,4553963  =:     ,    0»,0285 

Facteur  extérieur ¥  =i853",7464 

log  F  =3,268o5o3 

Voilà  la  partie  principale  de  r'^ —  r'.  Les  termes  de  la  série  qui 
se  combinent  avec  F,  par  multiplication,  se  calculent  comme  il 
suit.  Je  me  borne  aux  deux  premiers ,  car  on  va  voir  que  le  se- 
cond est  déjà  inutile ,  ne  produisant  que  des  centièmes  de  mîMimè- 
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Ire ,  qu'on  est  bi^n  éloigné  d'atteindre  par  ce  genre  d'observa- 
tions. 

\qga/=  3,2680436 

log2p  =  7,1049034 

ic^  (~W4;,63i4o2       logY- y =8,3262804 

logF  =  3,268o5o3  log  F  =  3,268o5©3 

1 ,43 1 1 905  5,5943307 

(l^)^=      o'»,26989  (^J*F=  0^,000039295 
F  =  1 853",  7464  négligeable. 

Somme  r"— r'=i854",oi6 

Telle  est  donc  la  différence  de  niveau,  évaluée  dans  Thypothèse  d*é' 
galité  des  deux  réfractions  d',  S*\  La  différence  rigoureuse ,  cal- 
culée avec  leurs  valeurs  individuelles ,  est  1846"^, 06,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  Mémoire  cité,  page  ^i,  La  supposition  de 
leur  égalité  ne  produit  doac  ici  qu'une  erreur  de  7^956.  Étant  si 
faible  pour  un  si  grand  arc,  on  conçoit  qu'elle  deviendrait  promp- 
tement  négligeable  pour  des  arcs  moindres.  C'est  en  effet  ce  que 
le  calcul  confirme;  car  la  différence  des  deux  réfractions,  qui  était 
ici  i9'',68,  ne  serait  déjà  plus  que  o'%658pour  uu  angle  au  centre 
de  3o',  comme  on  le  voit ,  pages  43  et  45  du  Mémoire  cité.  Or, 
ce  sera  là  déjà  une  amplitude  peu  commune  dans  les  opérations 
géodésiques;  et,  pour  un  nivellement  que  Ton  voudrait  rendre 
très-exact,  on  pourrait  aisément  procéder  par  des  intervalles, 
(l'une  amplitude  moindre. 

M^.  Dans  ce  calcul,  la  station  dont  la  hauteur  absolue  était 
donnée  se  trouve  être  Tinférieure.  Supposons ,  au  contraire ,  que 
cette  hauteur  eût«été  donnée  pour  la  supérieure ,  les  deux  dis- 
tances zénithales  observées  restant  d'ailleurs  les  mêmes  que  précé-^ 
demment.  Gela  intervertira  seulement  le  signe  de  leur  différence 
Z"  — Z'  qui  deviendra  —  i°i6'27",90.  Pour  obtenir  la  nouvelle 
valeur  de  A',  en  conservant  le  même  système  de  données  phy- 
siques,   il  faudra   ajouter  98'"  à  la  différence    relative    exacte 


^ar'=—       o"»,566o8 

P  ■ 
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i846'",o6.  Gela  donnera  donc  A' égal  à  ig/^'^^oê.  Alor»  x'  de- 
viendra négative,  en  conservant  d'ailleurs  la  naéme  valeur  absolve 

A'        . 
que  précédemment.  Mais  la  valeur  de  —,  qui  se  combinera  avec 

elle,  deviendra  plus  grande  que  tout  à  l'heure;  et,  en  effectuaDt 
le  calcul  numérique  de  la  même  manière ,  pour  obtenir  d^abord 
le  facteur  extérieur  F,  on  aura  : 

log//=:  3,2887097 

logp  =6,8038735  V 

log(-^  =4,4848362 

loga:'=  3,2680436—    a/  =—  i853",7 1 79 

log(  ~U'=  7,7528798— 

F=  — i854»,284o 
Conséquemment  log  F  =      3,268 1 762— 

te  facteur  F,  devenu  négatif,  se  trouve  notablement  phis  fostque 
précédemment.  Mais  la  compensation  va  être  opérée  par  te  produit 

Fi  —  j  qui  devient  ici  positif  à  cause  du  signe  négatif  de  ses  deux 

facteurs.  En  effet ,  le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  la  série , 
effectué  comme  tout  à  l'heure  ,  donne 

log  (j'W4,i63i4o!i-         log  (^y=8,32628o4H- 
logF  =  3,2681 762—  log  F  =  3^2682762- 

r,43i3i64-t-  5,5945566- 

--  jF=-|-       0^,26997        (  —  I  F=--o",oooo393o6 

F=~-i854*»,284o.  négligeable. 

Çom.  r"''r'  =~  i854",oi4 

La  différence  du  niveau  calculée  se  retrouve  doncla  même  que  pré- 
cédemment ,  à  2  millimètres  près.  Mais  elle  a  changé  de  signe, 
parce  que  la  station  dont  la  hauteur  absolue  était  donnée  se  trou- 
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vaii  être  la  p^ua  haute  des  deux.  Cette  petite  différence  de  o"*,oo2 
tient  ici  à  Terreur  de  Fhypothèse  d'égalité  des  deux  réfractions , 
qui  n'a  pas  une  influence  tout  à  fait  égale  quand  on  procède  de 
l'une  ou  de  l'autre  manière.  Gela  n'existe  plus  quand  on  fait  le 
calcul  sur  la  trajectoire  rigoureuse  j  en  appliquant  à  chaque  dis- 
tance zénithale  observée  la  réfraction  ^'  ou  ^''qui  l'affecte;  c'est 
ce  que  j'ai  démontré  dans  le  Mémoire  cité ,  page  49-  Ici  la  diffé* 
rence  trouvée  n'a  aucune  importance ,  et  je  ne  la  signale  que  pour 
faire  remarquer  que  toute  approximation ,  fondée  sur  des  prin- 
cipes théoriques  exacts ,  doit ,  comme  celle-ci ,  ne  donner  que  des 
discordances  négligeables ,  dans  quelque  ordre  qu'on  l'applique ,  à 
deux  stations  spécifiées  par  des  éléments  assignés. 

944«  Je  vais  maintenant  examiner  jusqu'à  quel  point  ces  déter- 
minations exigent  l'emploi  rigoureux  du  rayon  p,  qui  est  oscula- 
teur  à  l'ellipsoïde,  dans  le  sens  de  l'arc  A  qui  joint  les  pieds  des 
normales  des  deux  stations.  Pour  cela  y  je  recommencerai  le  calcul 
avec  les  mêmes  données,  en  attribuant  à  ce  rayon  une  longueur 
très-notablement  différente ,  quoique  néanmoins  contenue  entre 
les  limites  générales  des  valeurs  qu'il  peut  prendre  dans  l'ellip- 
soïde  considéré.  Je  choisis,  pour  cette  épreuve ,  le  rayon  qui  serait 
osculateur  au  point  milieu  d'un  arc  terrestre  situé  à  la  distance 
polaire  de  45**,  et  formant  aussi  un  angle  de  45®  avec  la  direction 
du  méridien  local.  Ce  sera  une  sorte  de  rayon  osculateur  moyen 
qui  9  s'il  peut  sufUire ,  nous  dispensera  de  chercher  le  rayon  oscu- 
lateur local ,  dans  chaque  cas  proposé. 

941$.  Soient:  p  ce  rayon  inconnu;  7,  N  les  deux  rayons  respective- 
ment  osculateurs  dans  le  sens  du  méridien ,  et  dans  le  sens  trans- 
versal au  point  moyen  de  Farc  considéré.  En  nommant  /  l'azimut 
de  cet  arc,  on  aura  généralement,  d'aprèsce  qui  a  été  dît  page  192, 

-z=-cos^i  -\-  -  sm^/. 

p      7  N 

Pour  l'ellipsoïde  terrestre,  les  valeurs  de  7  et  deN,  à  la  distance 
polaire  d^  sont   . 

7  =  ^ ,  N  — ~r 

(1  —  e'COS*fl?)"5"  (l  —  6'2  C05'<i)^ 


»  , 
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Dans  Tapplication  que  nous  en  voulons  faire  à  la  distance  polaire 
de  45",  cosW  devient  7,  ce  qui  donne 

et  comme  l'azimut  1  =45",  que  nous  attribuons  à  Tare  Â,doDDe 
aussi  cos'i  =  sin^/  =  ^^  on  aura,  pour  cet  ensemble  de  con- 
ventions , 

-  =  —       S^-*-(l— T^)'      • 

p       2ûr  L     I  —  e^  ^  J 

Je  développe  en  série  les  deux  parties  du  facteur  qui  est  compris 
dans  les  parenthèses,  et  j'arrête  les  développements  aux  termes 
en  e*.  J'obtiens  ainsi 

La  première  puissance  de  e*  disparaît  donc  dans  la  somme  de  ces 
deux  quantités ,  et ,  en  les  substituant  dans  Texpression  de  p^  il 
l'esté 

p        a 

Le  rayon  osculateur ,  défini  par  les  conventions  précédentes, 
ne  diffère  donc  du  demi-grand  axe  a ,  que  par  des  quantités  de 
Tordre  e*  qui  sont  extrêmement  petites  dans  l'ellipsoïde  terrestre. 
Ainsi ,  nous  pourrons  très-bien  le  remplacer  par  ce  demi-grand 
axe  même,  dans  Tépreuve  approximative  quei^ous  nous  proposons. 
1246.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus  la  valeur  de  a  en  tobes.  Pour 
remployer  dans  notre  calcul  actuel ,  il  faut  la  convertir  en  mètres. 
Or,  sans  anticiper  sur  l'évaluation  de  Tunité  métrique  que  nous 
effectuerons  plus  tard ,  il  nous  sufHt  de  savoir  que  le  rapport  du 

mèlre  /égal  à  la  loisc^  est  -^o>/^'  ^^  là  on  tire  : 
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Logarithme  du  mètre  légal  en  toises ...  log  /»  ==  i  ,7 1  o  18  00700 
Mais  y  en  exprimant  a  en  toises,  nous 

avons  trouvé,  page  221 loga  =6,5i479i56789 

Nous  aurons  donc,  en  mètres  de  la  Ion-  — 

gueur  légale loga  =6,80461  56089 

Je  vais  employer  cette  valeur  pour  calculer  la  différence  de  niveau 
r"  —  r'  en  la  substituant  à  celle  du  rayon  réellement  osculateur 
dont  nous  avions  fait  d*abord  usage. 

Cherchons  d'abord  Tangle  au  centre  v  par  son  expression 

a 

nous  aurons,  comme  précédemment  : 

log  A  =  5,22 184  20829 
log  a  =  6,80461  56089 

2,4172264740 

logR"=r5,3i4425i332 

logp"  ==  3,73 165 16072 
de  là  on  tire  v"  =  5390",  78  ==  i  *»  29'  5o" ,  78  ; 

conséquemment    \  v>"  =  o" 44' 55",  39;  log  cosy «^  =  1  «9999629. 

On  voit  que  ce  calcul  aurait  pu  très-bien  s^effectuer  avec  les  loga- 
rithmes à  sept  décimales.  La  valeur  obtenue  ici  pour  /'  est  relati- 
vement trop  faible  de  9^,22.  Mais  cela  ne  produit  qu'une  unité  de 
différence  sur  la  septième  décimale  du  logarithme  de  cbs^f^.  Je 
calcule  de  même  la  corde  G  par  son  expression 

24  a} 
et  je  trouve        C  =r  166664»,  io83  —  4",7433  =  i66659™,365, 
d*où  logC  =  5,2218297227. 

L'erreur  de  Tévaluation  de  C  est  extrêmement  petite ,  comme  on 
devait  s'y  attendre;  elle  ne  change  pas  d'une  unité  la  septième 
décimale  de  son  logarithme.  11  n'en  pourra  résulter  aucune  diffé- 
rence sensible  dans  la  valeur  de  r"  —  r' . 
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J  ^achève  le  calcul  avec  ces  nouveaux  élémenU,  pour  le  premier 
cas  que  nous  avons  con^déré,  dans  lequel  la  hauteur  absolue 
donnée  est  celle  de  la  station  S|  égale  à  ^^.  Car  cette  valeur  de  A' 
est  indépendante  de  la  longueur  que  Ton  attribue  au  rayon  de  la 
sphère  osculatrice;  d*ailleurs  on  a  toujours 

Il  en  résulte  donc  : 

log  0  =  5,2218297 

log  tang|(Z"— Z' )  =  2,046 1 767 

3,2680064 
logeos|p=r  1,9999629 

loga/  =  3,2680435  *'  =  1 853«,7 1 74 

log(^^=:5,i866io5 

h'j/ 
2,4546540  . . .    —  =       o™,0285 

a 

F=i853™,7459 
logF=    3,268o5o2 

La  partie  principale  de  r"  —  r'  se  trouve  ainsi  à  peine  différente 

de  ce  qu'elle  était  précédemment.  Je  passe  au  calcul  dies  termes 

correctifs. 

log\r'  =  3,2680435 

log  2/3r  r=  7 , 1 056456 

H  (^]  r=  4^  ^623979    log  ^^ j  =  8,3247958 

logF  =  3,268o5o2  log  F  =  3,268o5o2 

1,4304481  5,5928460 

f  —  j  F  =       o"'-,26943  (  — y  F  =  0,000039168 

F=:  i853°',7459  .  négligeable. 

;.''_r'=r  7854^01 53 
au  lieu  de       r"  —  r'  =  1 854'",0 16 
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L'emploi  du  demi-grand  axe  a  en  remplacement  du  rayon  oscula- 
teur  dans  le  sens  de  l'arc  n'a  donc  produit  ici  aucune  différmce  sen- 
sible dans  TéTaluation  de  la  différence  de  niveau.  Par  conséquent, 
il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  applications  babituçUes  où  la  lon- 
gueur de  l'arc  A  sera  généralement  beaucoup  moindreqne  dans  notre 
exemple.  Ainsi,  lorsque  les  distances  zénithales  réciproques  seront 
en  outre  simultanées,  la  recherche  du  rayon  local  qui  est  spéciale- 
ment osculateur  dans  le  sens  de  Tare  A  ne  sera  point  nécessaire. 
On  pourra  calculer  tous  les  résultats  en  lui  substituant  le  demi- 
grand  axe  de  Tellipsoïde,  considéré  comme  rayon  osculateur 
moyen.  Mais  celle  des  deux  hauteurs  absolues  h!  ou  h"  qui  sara 
donnée  devra  être  toujours  comptée  à  partir  de  la  surface  méipe 
de  l'ellipsoïde,  sur  la  normale  vraie  de  chaque  station.  En  outre  , 
ceci  suppose  que  la  longueur  de  l'arc  terrestre  A  est  exactement 
connue. 

247.  Je  vais  procéder  à  des  épreuves  semblables  pour  le  cas 
où  les  distances  zénithales  Z',  TI\  quoique  réciproques,  n'ont  pas 
été  prises  simultanément  ;  de  sorte  qu'il  faut  alors  calculer  la  dif- 
férence de  niveau  par  leurs  valeurs  individuelles,  associées  au 
coefficient  c  de  la  proportionnalité  qui  convient  aux  circonstances 
locales  de  chaque  observation.  L'expression  de  ce  coefficient  se 
trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  terrestres ,  page  54» 
et  je  l'ai  reproduite  au  tome  I  du  présent  ouvrage,  page  262  i^). 
Pour  les  conditions  atmosphériques  propres  à  la  station  inférieure 
désignée  ici  par  Si ,  la  formule  le  donne  égal  à  o,  1 473252,  comme 
je  l'ai  rapporté  à  la  page  268  du  tome  I ,  et  comme  on  pourrait  le 
constater  en  mettant  dans  cette  formule  les  éléments  météorolo- 
giques  qui  se  trouvent  consignés  dans  la  même  page.  En  l'admet- 

i*)  Je  profite  de  cette  occasion  pour  signaler  deux  fautes  d''ini pression  qui 
se  sont  glissées  dans  la  transcription  de  cette  formule ,  à  la  page  54  du  Mé- 
moire cité.  La  lettre  B  y  désigne  la  somme  des  deux  réfractions  locales  qui 
est  proportionnelle  à  Tangle  an  centre  v ,  dans  cette  forme  d'approximation. 
Or,  dans  Texpression  de  0,  tell«  qu'on  Ta  imprimée,  on  a  commis  deux  erreurs, 
heoreusemeot  faciles  à  apercevoir.  D'abord,  on  lui  a  donné  le  sigae  —  au 
lieu  du  signe  +,  qu^elle  doit  avoir  évidemment;  en  outre,  dan«  un  des  fac« 

leurs  de  son  flumérateur,  on  a  écrit  -î au  lieu  de  -^ -^  qui  est  sa  fraie 

'  2/\  2r, 


3l6  ASTRONOAtlR 

tant)  je  vais  calculer  la  valeur  de  r"  —  r'  par  la  formule  (2).  J'ef- 
fectue d*abord  cette  opération  avec  le  véritable  rayon  osculateur  p, 
déjà  employé  dans  le  premier  exemple,  de  sorte  que  les  autres 
ilonnées  Cy  p,  h!  seront  ici  les  mêmes  que  nous  les  avons  eues 
alors;  et  de  plus  il  faudra  y  Joindre  la  distance  zénithale  appa- 
rente Z'=90°. 

M8.  L'angle  au  centre  v  est  encore  égal  à  1  ®3o'o''  ;  en  l'asso- 
ciant à  c'  =0,1473252 ,  nous  en  tirerons  ,  par  multiplication , 

^(ï-.c')p"=ro°45V'  — 6'37",778=o«>38'22",222; 
oonséquemment ,       tang[Z^--i-(i--g^)c^]  ~  ^^  38'22",  222. 

Le  produit-  c'p,  égal  à  6' 37 ",7 7 8,  représente  ici  la  réfraction  lo- 
cale S'  t}ue  Von  suppose  devoir  être  ajoutée  à  la  distance  apparentez' 
pour  la  transformer  en  distance  zénithale  vraie.  La  valeur  exacte  de 
cette  réfraction,  calculée  rigoureusement  d'après  les  données  météo- 
rologiques propres  à  la  station  Si,  est  6'55'%89,  comme  on  le  peut 
voir  à  la  page  43  de  mon  Mémoire,  et  c^est  aussi  ce  que  je  lui  attribue 
dans  le  tome  I  du  présent  ouvrage ,  page  258.  L'erreur  de  18*^,1 1, 
qui  se  trouve  dans  son  évaluation  actuelle ,  est  le  résultat  combiné 
des  deux  hypothèses  par  lesquelles  on  suppose  ici  les  deux  réfrac- 
tions ^\  à"  égales  entre  elles,  et  leur  somme  proportionnelles 
l'amplitude  de  l'arc  v.  Ces  deux  causes  d'inexactitude  subsisteront 
toujours  dans  le  calcul  des  différences  de  niveau  où  Ton  ne  pourra 

valeur,  comme  on  le  voit  pa^^e  5i,  où  ce  môme  faeteur  est  reproduU  sons  ane 
autre  forme.  L'^expression  exacte  de  6  est  donc 


B  =-h 


V. 


C'est  ainsi  qu'acné  a  été  employée  dans  Tapplication  numérique  dontfesiclé- 
ments  sont  rapportés  à  la  page  55  du  même  Mémoire,  et  c*eA  de  là  que  j^ai 
déduit  le  coefficient  de  v  égal  à  0,14733  5a ,  qui  résulte  de  ces  éléments. 

Ces  deux  fautes  n'ont  point  été  transportées  dans  l'impression  du  présent 
ouvrage.  L^expression  analytique  du  coefficient  c,  qu'on  y  trouve  à  la 
pa0O26tt  du  tomel,  est  exacta,.  et  elle  reproduit  identiquement,  sous  uoe 
autre  forme ,  celle  que  je  donne  ici  du  coefficient  do  v  dans  l'expression  de  0. 
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employer  qa'une  seule  distance  zénithale.  Et  l'on  attra,  en  outre, 
à  craindre  les  erreurs  que  Ton  pourra  commettre  sur  l'évaluation 
du  coefficient  de  proportionnalité  r,  si  on  ne  Ta  pas  calculé  d'après 
les  circonstances  météorologiques  contemporaines  à  Tobservation 
de  la  distance  apparente ,  comme  nous  l'avons  fait  ici. 

849.  Partant  donc  de  ces  données ,  je  les  introduis  dans  la  for- 
mule (2)  pour  en  tirer  la  valeur  de  la  différence  de  niveau  r  "  —  r% 
et  je  rapporte  en  détail  le  type  du  calcul ,  pour  que  l'on  puisse 
suivre  pas  à  pas  l'influence  des  quantités  qui  le  font  difféier  de 
celui  que  nous  avons  effectué  d'abord,  dans  le  cas  où  l'on  em- 
ployait les  deux  distances  zénithales  TI ,  71^ , 

log  0=5,2218297 
logtang(38'22",222)=:  2,0477401 

3,2696698 
logcos  j  v=  1,9999628 

loga?'=:  3,2696070  jï/rr  i86o"',4o3a 

A' =98"        log  T-^  =5,1873527 

2,4569597         1  —  jx'  =        0™,0286 

F=i86o"»,43i6 
logF  =3,2696137 


Termes  correctifs: 
logj:'=  3,2696070 
log2p= g,  1049034 

log  {^  =4,i647o36  log  g)  =  8,3294088 

logF  =  3,26961 37  logF  =  3,26961 37 

1,4343173  5,5990225 

(~)F=         o"»,27i84  /  ~j  F  =  0^,00003972 f 

F=   i86o"',43i6  négligeable. 

X'  =  r'=  i86o»,7o34 
Évaluation  précédente. .    i854™,oi6. 


3l8  AStAONOMlE 

La  différence  de  niveau  trouvée  ici^  est  donc  plus  forte  que  celle 
que  aou$  aTions  obtenue  par  l'emploi  des  deux  distances  simulta- 
nées et  réciproques.  Elle  s'écarte  aussi  davantage  de  la  différeDce 
réelle  1846^,06.  C'est  une  conséquence  inévitable  des  deux  hypo- 
llièses  approximatives  qui  entrent  dans  cette  nouvelle  évaloatioD; 
et^  tant  par  cette  cause  que  par  les  erreurs  que  l'on  commettrait 
sur  la  valeur  du  coefficient  c  si  on  ne  le  déterminait  pas  d'après 
des  observations  météorologiques,  les  différences  de  hauteurs 
ainsi  calculées  ne  devront  pas  être  employées  pour  un  nivellement 
géodésiquQ  que  l'on  voudrait  rendre  exact  y  à  moins  que  les  am- 
plitudes des  arcs  A  ne  fussent  beaucoup  moindres  que  nous  ne 
Tavons  supposé  dans  cet  exemple  (*) 

fiSO.  Je  vais  maintenant  recommencer  le  même  calcul  en  em- 


(*)  11  doits''étre  glUsé  une  erreur  numérique  dans  révaluation  der"  — '' 
parla  méthode  précédeute,  que  j^ai  rapportée  dans  mon  Mémoire  sur  les  ré- 
fractions terrestres ,  page  56;  car  elle  y  est  présentée  inexactement  comme 
étant  égaie  a  i86a*°,35i.  La  remarque  n^est  pas  sans  inportance.  En  effet, 
dans  cette  môme  page  du  Mémoire,  la  valeur  de  r^-^r*^  déduite  de  Fobser- 
vation  faite  I  la  station  supérieure  avec  Temploi  du  coefficient  c"  propre  à 
cette  station,  a  été  trouvée  égale  à  i847'">329.  Or,  si  on  rassocie,  par  une 
moyenne,  avec  Pévaluation  exactement  calculée  que  nous  venons  d^obteoir, 
on  aura  les  résultats  suivants  : 

Valeur  de  r''  ^  /•',  obtenue  par  la  distance  zénithale  inférieure  U        m 
combinée  avec  son  coefficient  c* ^ 1860 ,7o3 

Valeur  de  r' — r',  obtenue  par  la  distance  zénithale  supérieure  TJ* 

combinée  avec  son  coeflicient  c" . ,- 1847 ^Sag 

■  »       — 
Somme 8708  ,c3a 

Moyenne  arithmétique  entre  les  deux  résultats. . . .  i8â4,oi6 


Cette  moyenne  est  identique  avec  la  valeur  que  nous  avons  trouvée 
remploi  des  deux  distances  zénithales  simultanées.  Ainsi,  lorsqo^on  a 


par 
aora 

4ea  dislances  zénithales  réciproques,  mais  non  simultanées,  si  Ton  déter- 
mine théoriquement ,  d'après  les  circonstances  météorologiques,  les  coefli' 
cients  4c  proportioni^lité  c',  c'',  qui  conviennent  à  bbacune  d^eli^,  ceqo^ 
Ton  peut  faire  par  la  formule  rapportée  tome  I,  page  262,  la  moyenne  des 
résnltsts  ainsi  obtenue  sera  la  même  que  si  les  distances  eussent  été  obser- 
vées simultanément  ;  et  le  résultat  nejsera  en  défaut  que  par  la  petite  erreur 
provenant  de  Tégalité  supposée  des  deux  réfractions,  aux  deux  limites  d'une 
même  trajectoire  lumineuse.  - 
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ployant  le  demi-grantl  axe  a  de  l'ellipsoïde,  au  lieu  du  rayon  oscu^ 
lateur  vrai  p,  comme  je  l'ai  fait  dans  le  premier  exemple  sur  les  dis- 
tances réciproques ,  ajfin  d'apprécier  Terreur  qui  pourra  résulter 
ici  de  cette  substitution. 

II.  en  récitera  d'dsord  quelques  différences  dans  les  valeurs  de 
la  corde  C  et  de  l'angle  au  centre  v  qui  se  déduisent  de  Tare  donné  A. 
Nous  les  avons  déjà  calculées  dans  la  page  3i3.  Mais  ici)  la  nou- 
velle évaluation  de  l'angle  p  acquerra  plus  d'influence  par  sa  pré^ 
sence  dans  le  produit  (i  —  c')p.  Nous  avons  trouvé  pour  ce  cas 
v"  égal  à  i**29'5o",78  ou539o'%78.  En  combinant  cette  valeur 
avec  celle  du  coefficient  </  qui  est  o,  1478252  pour  la  station  Si 
que  nous  considérons ,  on  trouve 

i.(i-^0^"  =  oM4'59",39^6'37>99  =  a«38'i8",a9i, 

donc -; — r? tt  =tang  38'  1 8",  291 . 

tangZ'— |(i— c')*'  ^  ^ 

L'arc  qui  entre  ici  sous  le  signe  tangente  est  moindre  de  4''  que 
dans  le  cas  précédent.  Il  se  rapproche  davantage  de  la  valeur  que 
lui  assignent  les  deux  distances  zénithales  simultanée».  La  diffé- 
rence de  niveau  r'^ — r'en  deviendra  donc  un  peu  plus  faible  y  et 
moins  différente  de  celles  que  ces  distances  avaient  données  par 
leur  association.  Avec  ces  données  et  les  résultats  déjà  obtenus 
page  3 1 3,  en  prenant  a  pour  rayon  osculate«ir,  le  calcul  s'achève 
comoie  il  suit  : 

logC  =  5,2218297 
logtang(38'  1^,291)=  2,0469979 

3,26882  76 
logcos|«'  =  1,9999629 

log.r'  =  3,2688647  y  =  1 857«,2256 

A'=98«       log[~\  =5,1866105     (^V=       o«,«285 

2,45547  52  F :=  l857%254l 

logF=    3,2688714 
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Termes  correctifs  r 

log  y  =  3,2688647 
log  2a  =  7, 1  o564  56 

log  ( — \=:^yi63iiigi  log(  —  I    =  8,3264582 

l0gF=  3,2688714  logFzr:     3,2688714 

1 ,43209  o5  5,5g532  96 

(— jF=       0^,27055         /  — I  F=o,oooo39385 

F  =  1 857"^,  254 1  négligeable. 

r''  —  r'=  i857"",5247 

au  lien  de. 1860™, 7034  trouvés  avec  remploi  du  rayon 

osculateur  dans  le  sens  de  l'arc. 

La  différence  de  ces  deux  évaluations  est  seulement  de  3",i79- 
Elle  est  donc  déjà  très- faible  en  elle-même.  Mais  elle  le  paraîtra 
bien  plus  encore  si  on  la  compare  aux  amplitudes  d'erreurs  que 
les  déterminations  obtenues  par  une  seule  distance  zénithale  com- 
portent toujours,  à  cause  de  l'incertitude  attachée  à  Temploi  dn 
coefficient  c',  que  les  observateurs ,  jusqu'à  présent  du  moins ,  ne 
prennent  pas  la  peine  de  calculer  d'après  les  éléments  météorolo- 
giques, se  contentant  d'en  adopter  une  évaluation  moyenne  qui 
doit  être  inexacte  dans  la  multitude  des  cas  particuKers.  Par  ce 
motif,  joint  aux  incertitudes  propres  delà  méthode  en  elle-même, 
je  crois  être  autorisé  à  conclure  que,  dans  cette  application ,  comme 
dans  celle  oil  l'on  emploie  les  distances  zénithales  simultanées ,  il 
est  parfaitement  inutile  de  faire  varier  les  longueurs  des  rayons 
osculateurs  que  Ton  applique  aux  arcs  donnés  A.  Car  les  diffé- 
rences de  niveau  obtenues  auront  toute  l'exactitude  à  laquelle  00 
peut  prétendre  si  on  les  calcule  avec  le  rayon  osculateur  moyen,  et 
constant,  qui  est  représenté  par  le  demi-grand  axe  de  l'ellipsoïde 
sur  lequel  le  nivellement  est  opéré.  D'ailleurs,  ceci  suppose  tou- 
jours que  la  longueur  de  l'arc  A  est  donnée  exactement ,  et  que  le 
rayon  a  lui  est  seulement  appliqué  pour  calculer  le  très-petit  terme 
correctif  qui  sert  à  en  déduire  la  corde  C.  Quant  à  la  valeur  de 
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Tangle  att  centre  p,  qui  se  calcule  aussi  avec  le  rayon  a  d'après  la 
longueur  donnée  de  Tare ,  il  est  essentiel  de  remarquer  qu'elle  est 
seulement  suffisante  pour  Fusage  qu^on  en  veut  faire  ici.  Mais, 
pour  toute  autre  application  où  Ton  aurait  besoin  de  connaître 
exactement  cet  angle  au  centre ,  il  faudrait  le  calculer  avec  la  va- 
leur spéciale  du  rayon  p,  qui  est  osculateur  dans  le  sens  de  Parc , 
comme  nous  avons  d'abord  supposé  que  nous  le  faisions  dans  la 
page  307  • 

251 .  Dans  les  opérations  géodésiques,  on  observe  la  dépression 
de  rhorizon  de  la  mer,  à  toutes  les  stations  d^où  on  le  découvre, 
et  Ton  en  tire  une  évaluation  de  la  hauteur  absolue.  J'ai  exposé  ce 
procédé  avec  détail  dans  le  tome  I  de  cet  ouvrage,  §  1 46,  page  27 1 ,  et 
dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  terrestres,  section  VI^  page  70, 
Je  n^ai  rien  à  ajouter  à  ce  que  j'ai  dit  alors.  Je  rappellerai  seulement 
que,  dans  ce  cas,  l'angle  au  centre  frétant  inconnu,  il  faut  y  suppléer 
par  l'emploi  des  circonstances  météorologiques ,  que  l'on  ne  peut 
malheureusement  déterminer  par  l'expérience  que  dans  le  lieu 
même  où  l'on  observe,  puisque  le  point  de  tangence  sur  la  surface 
de  la  mer  est  inconnu.  Or,  c'est  là  surtout  que  les  conditions  du  dé- 
croissement  des  densités  sont  le  plus  variables,  par  les  diverses 
causes  que  j'ai  expliquées ,  dont  la  principale  consiste  dans  la  dif- 
férence qui  existe  presque  toujours  entre  la  température  de  la  sur- 
face des  eaux  et  celle  de  la  couche  d'air  qui  la  recouvre.  Ce  procédé 
de  détermination  est  donc  très-peu  sûr.  Mais  on  en  pourrait  faire 
un  usage  très-utile  pour  la  physique  de  l'atmosphère  eh  renversant 
le  problème.  Car,  dans  des  cas  pareils,  la  hauteur  absolue  de  la  sta- 
tion étant  toujours  déterminable  directement ,  soit  par  un  nivelle* 
ment  conduit  jusqu'au  bord  de  la  mer,  soit  par  des  observations 
barométriques  simultanées  ,  faites  à  la  station  et  sur  le  rivage ,  la 
comparaison  qu'on  en  pourrait  faire  avec  le  résultat  conclu  des  dé- 
pressions .de  l'horizon  apparent,  décèlerait  les  inflexions  que  la  tra- 
jectoire lumineuse  subit  entre  l'horizon  et  le  point  de  tangence,  ce 
qui  pourrait  conduire  à  des  résultats  très-importants. 

SiSft.  En  théorie ,  la  connaissance  du  décroissement  des  den- 
sités, sur  les  verticales  terminées  à  une  même  trajectoire  lumineuse, 
T.  m.  21 
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étant  combinée  avec  les  distances  zénithales  réciproques  qa'onT 
observerait  simultanément,  suffirait  pour  calculer  la  ^îHlereDce  de 
niveau  comprise  entre  ces  deux  points,  indépendamment  de  Fan- 
gle  au  centre  i>,  ou  de  Tare  terrestre  A  y  qui  sépare  les  pieds  (Le  ces 
verticales.  Mais,  comme  je  l'ai  fait  remarquer  tome  I,  page 270, 
ce  mode  d'évaluation  emploie  réellement^  pour  base,  la  longueur 
totale  du  rayon  terrestre,  mené  du  centre  de  la  sphère  osculatricf 
à  celle  des  stations  dont  on  connaît  la  hauteur  absolue  au^lessusde 
cette  sphère ,  et  la  grandeur  de  cet  élément  rend  le  résultat obtf du 
fort  incertain.  C'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsque  l'on  conclut 
les  hauteurs  d'après  la  mesure  des  dépressions  de  l'horizon  de  la 
mer.  La  formule  qu'on  emploie  alors  eslprécisément  celle  qui  s'ap- 
plique au  cas  général  où  les  deux  distances  zénithales  réciproques 
seraient  observées  simultanément.  Mais  s'il  faut  bien  se  résoudre 
alors  à  cette  incertitude  inévitable,  il  est  essentiel  de  l'éviter  dans 
tous  les  cas  où  cela  est  possible,  en  introduisant,  comme  élément 
déterminatif ,'  la  corde  de  l'arc  terrestre  compris  entre  les  deux 
statiohs. 

285.  Dans  une  communication  que  j'adressai  à  l'Académie  des 
Sciences  le  18  juin  i838,  sur  l'application  des  circonstance^ 
météorologiques  à  la  mesure  des  différences  de  niveau  par  \e> 
distances  zénithales  réciproques  et  simultanées ,  je  n'avais  pas  suf- 
fisamment insisté  sur  cette  distinction ,  et  je  m'étais  beaucoup  trop 
exagéré  les  avantages  de  la  formule  purement  théorique.  Cetteinad- 
vertance  donna  lieu ,  de  la  part  de  feu  Puissant ,  à  des  remarques 
critiques,  fort  justes  en  ce  point,  mais  qui  cessaient  de  l'être  eu 
ce  qu'il  niait  l'exactitude  mathématique  de  la  formule  théorique 
elle-même.  Après  avoir  reconnu,  comme  je  le  devais,  ce  qu'il 
y  avait  de  fondé  dans  la  première  partie  de  son  opinion,  je 
combattis  la  seconde ,  et  il  s'ensuivit  ime  discussion  dans  laquelle 
tous  les  points  de  la  théorie  des  réfractions  terrestres  furent  suc- 
cessivement controversés.  Ipes  détails  en  sont  consignés  dans  les 
tomes  VI  et  VII  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,  où  les  personnes  qui  voudraient  approfondir  ce  point  de 
physique  mathématique  pourront  les  retrouver  d'après  les  indica- 
tions que  je  donne  ici  en  note.  Je  ne  mentionne  ces  débats  qu'à 
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causé  des  édaircissements  qu'ils  pourront  offnr  siu:  les  questions 
que  je  viens  de  traiter  (*). 

Dans  sa  communication  insérée  au  tome  VH,  page  289,  et  que 
j'ai  marquée  d'une  astérisque,  Puissant  avait  rapporté  un  exemple 
de  distances  zénithales  réciproques  et  simultanées,  accompagné 
d'observations  barométriques  et  tbermométriques,  qu'il  présentait 
comme  un  document  certain ,  extrait  des  registres  du  Dépôt  de  la 
Guerre ,  et  parfaitement  propre  à  éprouver  la  formule  théorique 
quej'avais  proposée.  Les  circonstances  météorologiques  rappor- 
tées dans  ce  document  étaient  toutefois  bien  peu  favorables, 
puisque  la  température  s'y  montrait  croissante  de  bas  en  haut, 
contrairement  à  l'état  habituel  de  l'atmosphère.  Je  crus  cependant, 
pour  cela  même ,  devoir  discuter  ces  observations  avec  un  soin 
spécial,  pour  voir  les  conséquences  auxquelles  elles  pourraient 
conduire,  ce  que  je  fis  dans  mon  Mémoire  sur  les  réfractions  ter- 
restres, pages  63  et  suivantes.  J'arrivai  amsi  à  reconnaître  que 
pour  obtenir,  par  les  deux  distances  zénithales ,  des  résultats  indi- 
viduels qui  s'accordassent  entre  eux  ,  il  fallait  combiner  les  autres 
données  qu'on  leur  associait  dans  le  calcul ,  de  manière  à  éliminer 
les  termes  où  les  erreurs  de  quelques-unes  d'entre  ellgs  au- 
raient eu  le  plus  d'influence  ;  et  je  tirai  de  là  une  conclusion  que 
j'exprimai  dans  les  termes  suivants,  page  73  : 
* 

(^)  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 

i®*"  semestre  de  1 838,  tome  VI,    page  840,  Biot,  i^^®  communication. 
Id.,  2*  semestre  de  1 838,  tome  VII,  page      5,  Puissent,  i^'^^remarq. 

îd.  93,  Biot. 

Jd,  '  129,  Puissant. 

Id.  253,  Biot. 

îd.  *289,  Puissant. 

Id.  '  fy)i,  Paissant. 

td.  543,  Biot. 

Id,  848,  Biot. 

Id,  992,  Puissant. 

Id.  io38,  Biot. 

Id.  1043,  Puissant. 

Id,  II 32,  Puissant. 

Id.,  iMseroestrede  1839,  tome VIU,  page        i,  Biot. 

Id.  3,  Puissant. 

Id,  37,  Biot. 

21. • 
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«  Cette  concordance  ,  obtenue  par  le  rejet  des  observations  an- 
»)  gulaires ,  dans  le  terme  où  leurs  erreurs  peuvent  exercer  le 
«  plus  d'influence ,  me  semble  rendre  très-vraisemblable  qu'il  y 
»  a  eu  en  effet  une  ^Teur  commise ,  soit  en  les  faisant,  soit  en  les 
»  réduisant  à  des  mires  correspondantes ,  soit  enfin  en  les  trans- 
»  crivant  ;  et  que  c'est  à  cette  cause ,  bien  plus  qu'au  défaut  de 
w  sphéricité  possible  des  couches  aériennes,  qu'il  faut  attribuer 
»  la  grande  et  inadmissible  différence  donnée  par  la  relation  théo- 
»  rique  quand  on  y  introduit  ces  observations ,  en  laissant  à  leurs 
»  erreurs  toute  Tinfluence  qu'elles  y  peuvent  exercer.   » 

Or  cette  conséquence ,  que  j'avais  fait  sortir  de  la  théorie ,  recul 
plus  tard  une  confirmation  manifeste.  Car,  dans  un  appendice 
sur  les  observations  barométriques,  inséré  au  tome  II  de  la  Des- 
cription géométrique  de  la  France,  Puissant  déclara,  page  65g, 
Qu*en  compulsant  de  nôuçeauy  et  at^ec  moins  de  précipitation,  les 
minutes  originales  où  les  observations  dont  il  s'agit  étaient  consi- 
gnées, il  s'est  assuré  que  la  mire  d'une  des  stations  se  trouvait  au- 
dessous  du  centre'du  cercle  avec  lequel  on  y  mesurait  la  distance 
zénithale,  et  non  ^pas  au-dessus,  comme  il  l'avait  imprimé  dans 
l'énoncé  des  données  inséré  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie. 
Cette  rectification,  quant  au  sens  de  son  application  et  à  la  nature 
de  Terreur  qui  l'avait  nécessitée,  s'accordait  donc  complètement 
avec  ce  que  j'avais  prévu  et  indiqué  aux  pages  66  et  "^3  de  mbn 
Mémoire.  C'est  ce  que  je  fis  remarquer  dans  une  note  insérée 
parmi  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  de  i843« 
page  67.  Je  rappelle  la  succession  de  ces  circonstances,  pour 
montrer  la  solidité  de  la  théorie  que  j'aî  exposée  ici.  Car  les  théo- 
ries mathématiques  prouvent  leur  vérité  et  leur  force,  en  décou- 
vrant et  prédisant  des  erreurs  d'observation ,  tout  aussi  bien  qu'ea 
manifestant  des  vérités  nouvelles ,  quoique  leur  succès  soit  alors 
moins  fructueux. 

Justification  des  éléments  atmosphériques  rapportés  §  242, 
sur  lesquels  est  établi  le  calcul  des  différences  de  niveau 
proposé  comme  exemple  dans  la  section  précédente. 

J'ai  dit  que  ces  éléments  sont  tirés  de  mon  Mémoire  sur  les 
réfractions  terrestres,  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  àe  i842« 
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La  manière  dont  ils  en  onl  été  déduits  ne  sera  pas  inutile  à  expli- 
quer pour  montrer  aux  personnes  qui  voudraient  approfondir  cette 
théorie ,  avec  quelle  fidélité  toutes  ses  parties  se  correspondent. 

Dans  ce  Mémoire ,  j'avais  pris  pour  base  les  observations  simul- 
tanées du  baromètre,  du  thermomètre  et  de  Thygromètre,  faites 
par  M.  Gay-Lussac  aux  diverses  hauteurs  où  il  s'était  progressive- 
ment élevé  lors  de  sa  mémorable  ascension.  Je  les  avais  discutées 
dans  un  premier  Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de 
i84'-  En  combinant  ces  données  avec  les  conditions  d'équilibre 
des  couches  atmosphériques ,  j'en  avais  déduit  une  constitution 
d'atmosphère  qui ,  partant  du  sol  de  l'Observatoire  de  Paris,  s'éle- 
vait à  toutes  les  hauteurs  parcourues ,  en  reproduisant  partout  les 
rapports  observés  entre  les  températures ,  les  densités  et  les  pres- 
sions. Dans  les  couches  les  moins  distantes  de  la  surface  terrestre, 
la  relation  qui  unissait  ces  deux  derniers  éléments  était  une  para- 
bole du  second  degré  très-peu  courbe,  dont  les  pressions  étaient  les 
abscisses;  et,  pour  les  stations  les  plus  hautes,  cette  parabole  dégé- 
nérait en  une  simple  ligne  droite.  Dans  ce  même  Mémoire ,  en 
appliquant  des  considérations  analogues  aux  observations  météo- 
rologiques faites  par  M.  de  Humboldt  sur  les  flancs  et  jusqu'à 
la   cime  du  Chimboraço,  je  prouvai  qu'elles  établissaient  aussi 
une  relation  rectiligne  finale  entre  les  densités  et  les  pressions. 
J'arrivai  encore  au  même  résultat  en  discutant  de  la  même  ma- 
nière trois  séries  distinctes  d'observations  analogues  faites  par 
M.  Boussingault  sur  les  hautes  cimes  des  Andes ,  ce  que  je  fis  dans 
un  Mémoire  inséré  au  tome  XVII  des  Mémoires  de  l  *  Académie 
des  Sciences,  page  -jôS.  Ainsi ,  cette  loi  finale  paraît  généralement 
exister  dans  toutes  les  couches  élevées  de  l'atmosphère  où  l'on 
peut  porter  des  instruments,  en  quelque  lieu  qu'on  les  étudie! 
Une  de  ses  conséquences,  c'est  que  le  décrdissement  de  la  tem- 
pérature va  toujours  en  s'accélérant  dans  les  couches  aériennes 
dont   il  s'agit ,   à  mesure  qu'elles  deviennent  plus  hautes  ;    et 
toutes  les  observations  s'accordent,  en  effet,  pour  établir  l'exis-* 
tence  d'une  telle  accélération ,  d'autant  plus  manifeste  que  l'on 
se  soustrait  davantage  aux  perturbations  qu'y  produit  le  rayon- 
nement  du  sol  dan»  les  couches  inférieures.  C'est  aussi  ce  que  l'on 
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conclut  des  considératiotis  théoriques  sur  la  communication  et  la 
transmission  de  la  chaleur  dans  une  atmosphère  gazeuse ,  comme  je 
Tai  fait  voir  dans  le  Mémoire  cité ,  page  8o5.  Or,  cette  extension 
théorique  de  l'accélération  étant  ainsi  établie ,  si  on  Tassode  au 
progrès  du  décroissement  réellement  observé  dans  les  couches  su- 
périeures où  l'on  a  pu  porter  des  instruments,  on  en  conclut,  avec 
une  rigueur  mathématique ,  que  la  limite  extrême  de  hauteur  de 
l'atmosphère  terrestre  ne  peut  pas  excéder  47000  mètres.  Car,  pour 
qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que,  dans  les  couches  supé- 
rieures à  celles  que  l'on  a  pu  atteindre ,  le  décroissement  des  tem> 
pératures  devint,  à  de  certaines  hauteurs,  plus  lent  que  dam 
celles*ci ,  disposition  qui  serait  contraire  aux  considérations  phy- 
siques et  mécaniques ,  surtout  pour  les  couches  équatoriales.  C'est 
ce  que  je  démontre  dans  le  travail  que  je  viens  de  rappeler. 

La  constitution  atmosphérique  existante  lors  de  l'ascension  de 
M.  Gay-Lussac  étant  ainsi  connue  avec  ses  particularités  réelles, 
je  l'employai  comme  type,  dans  mon  Mémoire  de  1842,  pour  dé- 
terminer les  valeurs  exactes  des  réfractions  qui  devaient  s'y  pro- 
duire entre  des  signaux  terrestres  séparés  par  des  angles  au  centre 
connus  ;  et  je  fondai  sur  cet  exemple  l'établissement  des  méthodes, 
tant  rigoureuses  qu'approximatives ,  au  moyen  desquelles  on  peut 
calculer  généralement  les  différences  de  niveau  d'après  les  distances 
zénithales  apparentes  réciproques ,  ou  non  réciproques ,  observées 
simultanément  ou  non  simultanément.  Ce  sont  les  mêmes  que  j*ai 
appliquées  ici  dans  la  section  VI ,  avec  une  légère  modification  de 
données  nécessaire  pour  présenter  leur  emploi  sous  une  forme  gé- 
nérale ,  modification  qu'il  me  reste  à  expliquer. 

Dans  ce  Mémoire,  je  considérais  une  trajectoire  lumineuse  qui, 
partant  du  sol  même  de  l'Observatoire,  suivant  une  direction  ho- 
rizontale ,  se  prolongeait  dans  l'atmosphère  que  M.  Gay*Lussac 
avait  parcourue.  Le  rayon  osculateur  terrestre,  à  ce  point  de  dé- 
part M,,  était  supposé  avoir  pour  longueur  6366198™.  Je  le  dési- 
gnai par  a.  Avee  ces  données  ,  je  calculai  rigoureusement  la  lon- 
gueur du  rayon  vecteur  r  de  cette  trajectoire  pour  un  angle  au 
centre  de  i°3o',  d'où  je  conclus  la  différence  deniveaw  r — centre 
ces  deux  points  extrêmes  M„  M,  égale  à   i846"*,o6o.  Je  calculai 
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aussiles  distances  zénithales  vraies  et  apparentes  des  deux  mêmes 
points,  vus  réciproquement  Tun  de  Fautre,  ce  qui  me  donna  les 
deux  réfractions  locales  qui  s'y  produisaient.  Ces  résultats  sont 
rassemblés  dans  un  tableau  placé  à  la  page  43  de  mon  Mémoire. 
J'effectuai  anssi  des  calculs  pareils  pour  un  angle  au  centre  seule- 
ment de  o^^So',  et  j'en  rassemblai  les  résultats  dans  un  second 
tableau  placé  à  la  page  45.  Pour  ce  deuxième  cas,  la  différence  de 
niveau  exacte /• — a  fut  trouvée  seulement  de  ao4™,3i3. 

Ce  sont  ces  mêmes  résultats  que  j'ai  employés  comme  éléments 
d'observation  fictifs  dans  la  section  précédente.  Mais  l'application 
en  aurait  paru  trop  particulière  pour  le  but  que  je  me  proposais  si 
j'avais  présenté  ici  la  première  station  Si  comme  située  au  ni- 
veau même  du  soi.  C'est  pourquoi ,  ôtant  98°*  du  rayon  a ,  qui 
était  6866198°*,  je  supposai  cette  première  station  située  à  la  hau- 
teur A'=r  98^,  au-dessus  d'un  sphéroïde  dont  le  rayon  osculateiu* 
local  était  seulement  6366100*".  Puis  j'attribuai  à  l'arc  terrestre  A 
la  valeur  calculée  166664™,  io83  qu'il  devait  avoir,  pour  un  angfe 
au  centre  de  i**3o',  dans  un  cercle  décrit  avec  ce  rayon.  Il  est  clair 
que  ces  modifications  ne  changeaient  absolument  rien  à  la  forme  ni 
à  la  marche  de  la  trajectoire  calculée ,  pourvu  que  l'on  remplaçât 
idéalement  la  couche  supprimée  du  sphéroïde  solide  par  une  couche 
aérienne  de  même  hauteur,  où  les  densités  croîtraient  en  descendant 
au-dessous  de  Si ,  suivant  la  loi  de  continuité  propre  à  l'atmosphère 
considérée.  Cette  substitution  tacite  me  permettait  donc  de  trans- 
porter à  l'exemple  actuel  tous  les  éléments  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse déjà  obtenus  dans  mon  Mémoire ,  et  c'est  aussi  ce  que  j'ai  fait. 

Quoique  cette  fiction  suffise  pour  le  but  que  je  m'étais  ici  pro- 
posé, on  peut  être  curieux  de  la  réaliser  et  de  connaître  quels  au- 
raient dû  être  les  éléments  météorologiques  de  la  couche  aérienne 
fictive,  à  sa  surface  inférieure,  où  elle  serait  en  contact  avec  le 
nouveau  sphéroïde  solide  dont  le  rayon  osculateur  se  réduirait  à 
6366ioo™,  au  lieu  de  6366198"*,  qu'il  avait  dans  mon  premier 
calcul.  Cela  est  très-facile,  d'après  la  constitution  de  l'atmosphère 
considérée,  et  ce  sera  une  occasion  de  faire  bien  sentir  la  con- 
nexion des  formules  qui  en  établissent  toutes  les  particularités  dans 
mon  Mémoire  de  1842. 
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Pour  cela,  j'y  prends  d^abord,  à  la  page  33,  un  développement 
en  série  qui ,  partant  du  sol  de  l'Observatoire ,  exprime  la  densité 
de  tonte  autre  couche  aérienne,  dont  la  hauteur  est  donnée,  rela- 
tivement à  celle-là,  jusqu'à  une  limite  d'épaisseur  d'au  moins  4500*°. 
Ce  développement  est  déduit  de  la  relation  parabolique  entre  h 
densités  et  les  pressions ,  que  j'ai  appelée  initiale.  La  notation  lit- 
térale qn'on  y  a  employée  est  rappelée  dans  le  tableau  suivant  : 


HAYON 

spbériqne 

de 
la  coache. 


r 

Eléments  de  la  couche  aériennc\ 
située  au  niveau  du  sol  de  rOb->    r^  ou  a 
servatoire ) 

D^une  autre  couche  aér.  quelcooq. 


SA  DENSITÉ. 


Pi 
P 


PaESSION 

flnmilUm. 
demercnr. 
àO». 


Pi 
F 


mrkux. 

centésim. 


wm 


L'expression  de  la  densité  p  est  donnée  en  fonction  d'une  variable 
indépendante  s ,  telle  qu'on  ait 


r — r. 


et  elle  a  pour  forme 

p  =  p,  [i  —  i,  f  —  P  (ï,  sy  —  7  (/,  sf-'S  (j,  *)*•..], 

'»>  P>  7v  étant  des  coef&cients  numériques  dont  les  valeurs  sont 

/,  =  -4-  596,453  ;  p  =  —  0, 399522  ; 

7  =  -4- 0,0529808;         ^=4-0,0134211. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  continuer  cette  atmosphère 
jusqu'à  98»  au-dessous  de  la  couche  dont  le  rayon  est  r,  ouGSGôigS" 
et  la  densité  p,.  Cela  donnera  r  égal  à  6366100**,  et  par  suite 

_  -98  _ 


6366 100 


=  —  0,00001  53940  4;       log  s  =  5y  1873526. 


Alors,  le  calcul  des  termes  de  la  série  étant  effectué  par  les  Tables 
de  logarithmes  à  sept  décimales ,  on  trouvera ,  en  se  bornant  aux 
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trois  premières  puissances  du  produit  (i>),  les  nombres  suivants  : 

—  iyS  =H-  0,00918  182 

—  p  (f,  sY  =r  H-  o,oooo3  36905 

—  7  ('»  ^y  =  ~^"  0,00000  oo5i6 
Somme u  =       0,00921  5562 1 

Conséquemment, 

p  =r  p,  (i H-  a) ,         où  l'on  à        log  «  =  3,96452  19. 

Telle  aurait  donc  été  la  densité  d'une  couche  d'air  placée  à  98™ 
au-dessous  du  sol  de  l'Observatoire,  si  l'atmosphère  existante  alors 
eût  descendu  jusque-là,  suivant  sa  loi  actuelle  de  superposition. 

L'exactitude  de  cette  valeur  de  p  peut  se  vérifier  par  un  calcul 
inverse,  en  l'introduisant  comme  donnée  dans  la  relation  parabo- 
lique initiale ,  et  en  déduisant  la  hauteur  con^espondante.  Cette 
relation ,  rapportée  page  34  du  Mémoire ,  est 


=w'^?') 


Pi 

Dans  le  premier  membre ,  z  exprime  la  hauteur  relative  de  la  couche 
aérienne  dont  la  densité  est  p  ;  dans  le  second  membre ,  M  repré- 
sente le  module  direct  des  Tables  logarithmiques  ordinaires ,  ou 
0,4342945;  /est  une  constante  égale  à  891 7^529  (*);  enfin  A  et  B 
sont  deux  coefficients  numériques  propres  à  la  parabole  initiale  et 
dont  les  valeurs  respectives  sont 

A  =  -+-0,95664  39;  B  = -h  0,1201460. 

Le  rayon  sphérique  Ti,  propre  à  la  couche  dont  la  densité  est  pi , 

-■ 

{*)  Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  remarquer  que,  dans  le  tableau 
joint  à  la  page  69  de  mon  Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de 
1841,  on  a  imprimé  inexactement,  pour  la  constante  2,  la  valeur  89i7'^,24. 
Celle  qui  se  déduit  des  observations  de  M.  Gay-Lussac  est  réellement 
8917*» ,2g,  comme  je  l'ai  employée  ici,  et  c'est  ce  que  Ton  peut  voir  à  la 
page  26  du  Mémoire  cité,  où  elle  est  établie  primitivement.  Il  faut  aussi, 
dans  la  cinquième  colonne  du  même  tableau ,  rétablir,  à  la  première  ligne, 

le  facteur  2B  1 1—  ^  J,  dont  le  chiffre  i  a  disparu  au  tirage. 
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«st  d'ailleui^  supposé  égal  à  6366198"*,  oommeje  t'ai  dit  précédem- 
nient.  Pour  faire  la  vérification  demandée^  il  faut  donner  à  p,  dans 
le  second  membre,  sa  valeur  pi  (i 4-  »)  trouvée  tout  à  l^heure ,  et 
voir  si  z  en  résulte  égal  à  98^,  comme  nous  l'avions  supposé.  Cette 
substitution ,  étant  d*abord  faite  algébriquement ,  donne 

= log  (i  4-  tt)  —  2/Ba. 


r,  -4-  3  m 

La  petitesse  de  u  permet  de  développer  ici  log  (  i  4-  a)  en  une  série 
très-rapidement  convergente;  après  quoi ,  en  réunissant  les  ternies 
affectés  des  mêmes  puissances  de  k,  on  a 


r 


Comme  A  +  2B  diffère  peu  de  i ,  il  faut ,  pour  plus  de  précision , 
effectuer  séparément  le  produit  de  iu  par  ses  deux  parties  au 
moyen  des  logarithmes,  ce  qui  permet  de  borner  ceux-ci  à  sept 
décimales.  On  trouve  ainsi 


r.z 


^— =— 98'»,ooi63. 
Alors,  si  Ton  représente  par  c  le  second  membre ,  on  en  tire 


c» 


z:=:2  c 


et,  en  donnant  à  r  sa  valeur  6366 1 98*",  il  en  résulte  finalement 

2  =  —  98'",ooi63  -f-  o™,ooi5i  =  —  98^,00012. 

La  reproduction  de  la  hauteur  supposée  z  est  donc  ainsi  suffisait' 
ment  exacte ,  car  la  petite  différence  qui  s*y  ajoute  s^explique  par 
les  décimales  négligeables  dans  les  évaluations  des  logarithmes  em* 
ployés. 

Veut-on  connaître  la  pression  barométrique  qui  correspondrait 
à  la  densité  calculée  p?  il  n'y  a  qu'à  prendre,  à  la  page  3a  du  Mé- 
moire ,  la  relation  des  pressions  aux  densités  dans  la  parabole  im- 
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tîale,  relation  qui  est  géDéralement 

les  coeffîdents  A  et  B  étant  les  mêmes  que  ci-dessus.  Alors ,  en  y 
mettant  pour  p  sa  valeur  i+  <<>  elle  deviendra 

^^i^^  =  ~  (A  -h  2B)  «  —  Ba', 

et,  en  réduisant  le  second  membre  en  nombres,  elle  donnera 

conséqnerament, 


=  —  o.o  1 1  o4o4o7  ; 
Px  -r  t   éy 


P=^Pi  -h /?i. 0,011040407. 

D'après  les  observations  de  M.  Gay-Lussac  rapportées  page  4o  du 
Mémoire,  la  pression  initiale /^i,  exprimée  en  millimètres  de  mer- 
cure à  0°,  était  76i"*™,44«  Avec  cette  valeur  àepi  on  trouve 

p  =  n6i««,44  -^  8'»»,4o66  =  769™«,8466. 

Telle  aurait  donc  été  la  hauteur  du  baromètre  dans  une  couche 
aérienne  située  à  98*°  au-dessous  du  sol  de  l'Observatoire,  si  Pat- 
mosphère  considérée  s'était  étendue  jusque-là. 

Enfin ,  si  Fon  voulait  savoir  quelle  aurait  dû  être  la  température 
de  cette  couche ,  il  faudrait  se  reporter  à  la  page  1 3  du  Mémoire 
annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de  i84i,  où  j'ai  discuté  les 
observations  de  M.  Gay-Lussac.  Car  on  y  voit  qu'en  compensant, 
par  construction ,  les  petites  irrégularités  qu'elles  présentent ,  le 
(lécroissement  ascendant  de  la  température  dans  les  couches  voi- 
sines du  sol  était  de  i**  centésimal  pour  un  intervalle  de  hauteur 
égala  i88"*,5.  Ainsi,  pour  un  intervalle  descendant  de  98",  l'aug- 
mentation  de   la    température   aurait   été    proportionnellement 

Q 

'"'"««  ^  ^^  ^^ 9^^997  ^^9  comme  la  température  initiale  ^i  était 
So^y-jS,  elle  aurait  été ,  flans  celte  couche  inférieure  de  98",  égale 
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à  31^,27,  du  moins  en  supposant  qu^elle  eût  toujours  suivi  ia  même 
loi  avec  régularité. 

Il  serait  à  désirer  que ,  dans  tous  les  lieux  où  il  existe  de  grands 
observatoires  astronomiques ,  on  déterminât  plusieurs  fois  chaque 
année  le  décroissement  progressif  de  la  pression ,  de  la  température 
et  de  rhumidité  hygrométrique ,  depuis  la  surface  du  sol  jusqu  à 
de  grandes  hauteurs,  par  des  ascensions  aérostatiques  faites  en  di- 
verses saisons;  et  il  serait  encore  moins  difficile  d'obtenir  habituel- 
lement les  mêmes  données ,  pour  de  médiocres  hauteurs ,  au  moyen 
de  ballons  captifs  portant  des  instruments  à  index.  £n  appliquant 
à  de  telles  ob.servations  le  mode  de  discussion  que  j*ai  employé 
pour  celles  de  M.  Gay-Lussac,  de  M.  Boussingault  et  de  M.  de 
Humboldt,  dans  mon  Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps 
de  i84i  >  et  dans  celui  qui  est  inséré  au  tome  XYII  de  la  Collection 
de  l'Académie,  on  en  déduirait,  sur  la  vraie  constitution  de  l'at- 
mosphère, des  notions  précises  que ,  jusqu'à  présent,  nous  Défai- 
sons qu'entrevoir.  De  là ,  par  les  méthodes  que  j'ai  exposées  dans 
mes  Mémoires  annexés  aux  Connaissances  des  Temps  de  1839  et 
âe  184^9  on  tirerait  des  Tables  de  réfractions  beaucoup  plus  cer- 
taines qu^on  n'en  a  actuellement,  tant  pour  les  cas  où  les  trajec- 
toires lumineuses  traversent  toute  l'atmosphère  en  venant  des 
astres,  que  pour  ceux  où  elles  sont  restreintes  entre  deux  signaux 
terrestres.  Dans  ces  calculs ,  il  faudrait  employer  le  coefficient 
exact  de  la  dilatation  de  l'air  atmosphérique,  qu'on  sait  maintenant 
étreo,oo3665  pour  chaque  degré  du  thermomètre  centésimal ,  et 
non  pas  0,003^5,  comme  on  l'admettait  lorsque  je  composai  les 
Mémoires  cités  ;  et  il  conviendrait  aussi  de  substituer  aux  tensions 
hygrométriques  dont  j'ai  fait  usage ,  les  valeurs  beaucoup  plus 
sûres  qui  se  concluent  des  expériences  de  M.  Regnault.  Mais  ces 
perfectionnements  ne  changeraient  rien  au  mode  de  discussion  des 
données  physiques,  non  plus  qu'aux  méthodes  analytiques  pa. 
lesquelles  les  résultats  seraient  déduits. 

Des  expériences  pareilles  deviennent ,  je  crois,  aujourd'hui  in- 
dispensables pour  donner  à  la  théorie  de  la  constitution  de  notn> 
atmosphère  l'extension  qu'elle  n'a  pas  reçue  encore ,  et  qui,  seule 
peut  la  rapprocher  de  la  réalité.  On  a  jusqu'ici  établi  dette  théorie 
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pour  une  atmosphère  sphériqueen  équilibre,  où  le  décroissement 
(les  températures  suit  la  même  loi  sur  tous  les  rayons  partis  dn 
centre.  Il  faudi^ait  maintenant  considérer  le  cas  plus  général  d'une 
atmosphère  recouvrant  un  ellipsoïde  de  révolution  tournant  autour 
de  son  axe  polaire ,  ayant ,  à  diverses  latitudes  y  des  températures 
superficielles  inégales,  périodiquement  changeantes  avec  les  posi- 
tions annuelles  du  soleil ,  et  se  communiquant  aux  couches  aériennes 
inférieures  qui  lui  sont  superposées.  Alors  il  faudrait  avoir  égard 
aux  courants  constants  développés  dans  cette  atmosphère  par  ces 
inégalités  de  température  combinées  avec  le  mouvement  de  rota- 
tion de  Fellipsoïde  solide,  phénomènes  dont  nous^  avons  établi 
l'existence  dans  le  tome  I,  §  104,  pages  179  et  suivantes.  Ce  pro- 
blème, extrêmement  difficile  à  résoudre ,  devra  toujours  être  l'objet 
des  travaux  des  analystes  futurs.  Sans  doute  les  lois  de  configuration 
des  trajectoires  lumineuses,  traversant  une  telle  atmosphère ,  en  de- 
viendront beaucoup  plus  complexes ,  et  le  calcul  analytique  des  ré- 
fractions qui  s'y  produisent  deviendrait  aussi  beaucoup  plus  pénible, 
sinon  tout  à  fait  impraticable.  Mais,  dans  la  troisième  partie  de  mon 
Mémoire  annexé  à  la  Connaissance  des  Temps  de  1839,  page  76, 
j'ai  donné  une  méthode  générale  par  laquelle  on  peut  éluder  cette 
dernière  difficulté  et  déterminer  les  réfractions  dans  toute  atmo- 
sphère de  constitution  donnée ,  sans  être  arrêté  par  auctin  obstacle 
d'intégration.  Ainsi,  lorsque  la  combinaison  du  calcul  et  des  expé- 
riences aura  permis  d'assigner,  dans  chaque  lieu ,  le  mode  réel  de 
superposition  instantané  des  couches  aériennes,  on  pourra,  par 
cette  méthode,  conclure  numériquement  les  réfractions  qui  s'y 
opèrent.  Car  la  rapidité  du  mouvement  de  transmission  de  la  lu- 
mière fera  que  les  trajectoires  lumineuses  s'y  formeront  comme 
dans  une  atmosphère  en  repos.  Ce  sera  là*  le  résultat  final  auquel 
ces  théories  puissent  prétendre,  et  qu'elles  doivent  s'efforcer  d'at- 
teindre un  jour. . 
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Section  VIL  —  Application  des  résultats  précédents  à 
réyaluation  du  mètre  théorique  et  du  mètre  légal. 

2^4.  L'excessive  diversité  des  mesures  de  longueur,  de  volome 
et  de  poids,  autrefois  usitées  dans  les  diverses  provinces  delà 
France,  présentait  au  Gouvernement,  ainsi  qu'au  commerce,  des 
inconvénients  depuis  longtemps  reconnus.  Mais  le  caractère  légal, 
attaché  aux  usages  individuels  de  ces  provinces,  n'aurait  pas 
aisément  permis  à  l'Administration  royale  de  les  ramener  à  Fimi- 
formité.  Lorsque  la  grande  révolution  de  1789  eut  mis  toute  la 
force  d'un  pouvoir  central  aux  mains  de  l'Assemblée  constituante, 
quelques  hommes  éclairés  songèrent  à  profiter  de  cette  positioD 
pour  donner  à  la  France  un  système  de  mesures  général  et  uni- 
forme, dont  toutes  les  parties  fussent  astreintes  à  un  mode  régu- 
lier de  dérivation.  Une  Commission ,  prise  dans  l'Acadéftiie  des 
Sciences,  composée  de  Borda,  Lagrange,  Laplace,  Monge  et 
Condorcet,  fut  chargée  de  proposer  un  choix  d'unité  fondamen- 
tale ,  et  d'indiquer  les  opérations  nécessaires  pour  la  déterminer. 
Ils  songèrent  d'abord  à  prendre  pour  étalon  la  longueur  du  pen- 
dule simple  à  secondes,  mesurée  sous  le  parallèle  de  45^.  On  ne 
soupçonianût  pas  alors  quelle  fût  variable  sur  un  même  parallèle 
terrestre.  Mais  ils  y  renoncèrent,  en  considérant  que  la  détermisa- 
tion  de  fette  lot)gueur  renferme  un  élément  étranger  et  arbitraire, 
'.  qui  est  l'unité  de  temps  pour  laquelle  on  la  définit.  Il  leur  parut 
préférable  de  choisir  pour  unité  la  dix-millionième  partie  4u  quart 
d'un  mécidien  terrestre,  qu'on  a  désignée  depuis  par  le  nom  de  mètre. 
Ce  n'est  pas  qu'ils  regardassent  comme  certain  que  tous  les  méri- 
diens fussent  identiques  çnfre  ectx,  car  ils  émirent  formellement  le 
soupçon  contraire.  Mais ,  en  choisissant  celui  qui  passe  paup  Paris, 
et  qui  se  trouve  aussi  peu  éloigné  de  Londres ,  fis  espéraiecft  qu'un 
élément ,  qui  serait  ainsi  presque  physiquement  commua  aux  deux 
nations  alors  les  plus  savarttes  de  l'Europe,  paraîtrait  ^suffisamment 
dégagé  d'application  particulière  pour  être  accepté  univeiseliement. 
Us  demandèrent  en  conséquencç  qu'une  grande  opéraâoUfiéocIési- 
que  et  astronomique  fut  ent^'eprise,  pour  ce  but,  depuis  JDunkerque 
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jusqu'à  Barcelone ,  et  qu'on  déduisit  i*unité  linéaire  de  ses  résul- 
tats, soit  seuls,  si  cela  était  possible,  soit  combinés  au  besoin^ 
avec  les  mesures  du  mémo  genre ,  déjà  effectuées  par  les  acadé- 
miciens français  au  Pérou  et  en  Laponie.  Ce  principe  fut  adopté 
par  l'Assemblée  constituante,  converti  en  loi,  et  toutes  les  me- 
sures d'exécution  furent  aussitôt  décidées.  Telle  fut  l'occasion  des- 
grands travaux  de  géodésie  ,  d'astronomie  et  de  physique ,  exé^ 
cutés  depuis  par  Méchain,  Delambre  et  Borda,  travaux  que  la- 
tourmente  politique  qui  s^éleva  bientôt,  remplit  de  difficultés 
et  de  pénis.  Le  zèle  infatigable  de  ces  illustres  savants  triompha: 
de  tous  ces  obstacles.  Les  résultats  de  leurs  opérations,  discutés- 
par  une  Commission  composée  de  savants  de  toutes  les  nations 
alors  en  relation  avec  la  France ,  furent  présentés  à  l'adoption  du 
Corps  législatif,  le  4  niessidor  an  vu  (22  juin  1799),  ainsi  que 
les  étalons  de  mesures  de  longueur  et  de  poids  qui  en  résultaient , 
lesquels  furent  légalement  adoptés  comme  définitifs.  Le  mètre  y 
était  présenté  comme  égal  à  ^^3}y2Q5g36  de  la  toise  en  fer  du 
Pérou,  prise  à  la  température  centésimale  de  i6",25,  ou,  en 
nombres  ronds  44^S^96'  Cela  supposait  le  quart  du  méridien 
elliptique  égala  5i3o74o  toises  ainsi  définies.,  et  par  conséquent 
sa  dix-millionième  partie,  ou  le  mètre,  égal  à  ©''iS  130740.  On  était 
an-ivé  à  ces  nombres  en  combinant  l'arc  du  méridien  mesuré  entre 
Montjouyetï)unkerque,  avec  l'aplatissement  supposé  ~j.  Telle  est 
donc  la  longueur  du  mètre  légal  de  France,  laquelle  est  représentée 
par  rétalon  de  platine  déposé  aux  archives  nationales.  Il  n'y  a  plus 
à  revenir  sur  cet  élément,'  comme  type  d'unité  linéaire  désormais 
adopté.  Des  calculs  plus  approfondis  ont  prouvé  depuis,  comme  je 
vais  le  montrer,  que  cetteévaluation  ne  reproduit  pas  tout  à  fait  exac- 
tement la  dix-millionième  partie  du  quart  du  méridien  terrestre,.qui 
se  conclut ,  dans  l'hypothèse  elliptique ,  soit  de  l'arc  observé  lui- 
même,  soit  de  ce  même  arc  étendu  entre  les  parallèles  de  Greenwich 
et  de  Formentera.  Elle  est  réellement  un  peu  trop  petite,  ce  qui 
tient,  en  partie ,  aux  irrégularités  locales  de  l'arc  ,  qui  s'écarte  no- 
tablement de  l'ellipse  moyenne  terrestre ,  et  aussi  à  la  valeur  trop 
particulière  de  l'aplatissement  eniployé.  Mais  il  n'en  est  pas  moins 
heureux  qu'on  se  soie  empressé  d'adopter  ces  résultats ,  quoiqu'on 
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puisse  justement  les  soupçonner  de  n'avoir  pas  une  précision  abso- 
lue. Car  le  grand  avantage  que  Ton  se  proposait  d'obtenir,  celui  de 
Tuniformité  des  mesures  légales  dans  toute  la  France,  a  été  ainsi 
réalisé;  et  peut-être  aurait-on  renoncé  à  l'établir  sur  cette  base  phy- 
sique ,  ou  sur  toute  autre  analogue,  si  Ton  avait  su  que  la  diversité 
des  méridiens  terrestres,  et  les  irrégularités  particulières  au  méri- 
dien de  France ,  rendraient  impossible  la  détermination  rigoureuse 
qu'on  avait  d'abord  espérée.  C'est  ce  que  l'on  va  clairement  re- 
connaître par  la  discussion  dans  laquelle  je  vais  entrer. 

2SS.  Soit  Q  la  longueur  d'un  quart  d'ellipse ,  dont  le  demi-grand 
axe  est  a ,  et  le  carré  de  l'excentricité  c'.  On  démontre  par  le 
calcul  intégral  que  l'on  a 

Celte  expression  se  trouve  établie  dans  le  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral  de  Lacroix  ,  tome  II ,  pages  7 1  et  i  ^5.  Elle  est 
d^accord  avec  celle  que  j'ai  rapportée  dans  la  Note  II  placée  à  la 
suite  de  la  section  précédente,  page  292.  La  série  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  suivant  une  loi  numérique  évidente.  Mais  la 
petitesse  de  e*  dans  les  ellipses  terrestres,  rend  plus  que  suffisante 
l'application  des  termes  que  j'ai  ici  rapportés. 

Employons  d'abord  les  valeurs  de  et  et  de  e^  qui  nous  ont  été 
données  par  la  combinaison  de  l'arc  de  France  et  d'Espagne  avec 
celui  du  Pérou.  En  exprimant  a  en  toises ,  nous  avons  trouve, 
pages  2o5  et  208 , 

■ 

loge' =  3,8 120924,  et  log«  =  6,5i48i  i3477- 

Avec  ces  valeurs,  on  aura  d'abord,  pour  le  terme  principal  de  Q, 

log«=6,5i48i  13477 
log-5-cT=  0,1961 1 98770 

Donc,  log 7 nrt ^=6,7109312247  ;  7ci«=r5i39622''^,536. 

Les  termes  correctifs  étant  ensuite  calculés  avec  ce  facteur,  et  le 
logarithme  donné  dee',  on  trouve,  en  s'arrétant  aux  millièmes  de 
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toise, 


fi» 


Idû  7=  8336^,1 13 
4 


T^^TrHTg'=     0V009 

Somme  des  termes  soustractîfs.     8346'',  281 

On  voit  que  déjà  le  terme  en  e^  est  presque  insensible ,  et  nous  pour* 
rons  désormais  le  négliger  dans  des  épreuves  pareilles.  Cette  somme 
de  termes  étant  soustraite  du  terme  principal ....     5 1 39622*^,536 

on  a  le  quadrant  d*ellipse  égal  à 5 1 3i 276^,256 

La  dix-milb'onième  partie  de  ce  nombre  donnera  la  longueur  du 
mètre  en  toises.  £n  la  multipliant  par  864,  ^^  l'obtiendra  en  lignes. 
On  aura  donc,  par  cette  combinaison  : 

Longueur  du  mètre  en  toises • . .  0*^,5131276255 

ou  en  lignes 44^SM2268 

Cette  évaluation  surp&sse  le  mètre  légal  de o^,o46332 

256.  Je  vais  faire  un  calcul  semblable  par  les  valeurs  de  a  et  de 
^  que  nous  avons  trouvées  en  combinant  Tare  moyen  de  France 
et  d'Espagne  avec  celui  de  Laponie;  mais  j'en  abrégerai  les  détails. 
D'après  ce  qu'on  a  vu ,  page  2i5,  les  données  seront 

log^^=  3,796^381;         loga  =  6,5147800106. 
Ces  nombres  donnent  d'abord  pour  terme  principal 

log  Y  tra  =  6,7 1089  98876  ;  \xsa  =5  ï  39251 ''',693 

On  trouve  ensuite  pour  la  somme  des  termes 
soustractifs —  8o36'^,886 

Donc ,  longueur  du  qua.rt d'ellipse 5i3i2i 4^)807 

Ce  qui  donne  la  longueur  du  mètre  en  toises.  o"^, 5 1 3 1 2 1 480 7 

ou  en  lignes 443^^^6959 

Cette  évaluation  surpasse  encore  le  mètre 

légalde o*,o4io24 

T.  m.  22 
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Î87.  Le  mètre  légal  se  trouve  ainsi  d'environ  -^^^-fj  de  ligne  plus 
court  que  la  dix-millionième  partie  du  quart  du  méridien  déduite 
de  ces  deux  combinaisons.  Les  ellipses  conclues  de  Tune  et  de 
l'autre  offrant  des  différences  si  petites,  on  peut  espérer  d'en  ob- 
tenir y  par  compensation  ,  une  évaluation  encore  plus  exacte ,  en 
prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  leurs  éléments  détermiDa- 
tifs  logaete.  C'est  ainsi  que  j'ai  formé  le  tableau  de  la  page  221  qui, 
d'après  le  système  de  données  combinées ,  présente  les  dimensions 
moyennes  du  sphéroïde  terrestre ,  considéré  comme  un  ellipsoïde 
régulier  de  révolution  ,  en  faisant  abstraction  de  ses  irrégularités 
locales.  En  appliquant  ce  système  de  moyennes  à  la  détermination 
actuelle ,  on  trouverait  : 

Longueur  moyenne  du  mètre  en  toises. .  . .   0*^,51 3 1245534 
Longueur  moyenne  du  mètre  en  lignes. . . .         44^^>^^9^'4 

Sans  pouvoir  répondre  des  dernières  décimales  qui  sont  trop  forte- 
ment influencées  par  les  erreurs  des  mesures  ainsi  qu'on  vient  de 
le  voir,  il  résulte  toujours  de  ceci  que  le  mètre  légal  contenant 
443s  296  6st  certainement  un  peu  plus  court  que  la  dix-millionième 
partie  du  quart  du  méridien  terrestre  supposé  elliptique,  ce  qui 
dément  le  caractère  théorique  qu'on  avait  espéré  pouvoir  lui 
donner. 

258.  On  peut  encore  déterminer  la  longueur  du  mètre  par  une 
combinaison  qui  donne  une  influence  prédominante  à  l'arc  de 
France  et  d'Espagne;  de  sorte  que  le  résultat  devient  presque  in- 
dépendant, ou  au  moins  très-peu  dépendant,  des  opérations  étran- 
gères. Pour  cela,  reprenant  la  formule  qui  exprime  le  quadrant  Q 
de  l'ellipse,  je  fais,  par  abréviation, 

ce  qui  donne    Q  =  ^ma  (i  —  m); 

alors  je  prends  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres ,  et, 
développant  celui  du  facteur  i  -^  a,  j'ai 

logQ=:  log|cr  +  logfl—  A  («  -h|w'  -f.  |tt3  _j_i.„4^  ^  ,J. 

Or,  si  l'on  forme  les  quatre  premières  puissances  de  u  en  se  bor- 
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nant  à  y  comprendre  les  termes  de  l'ordre  e%  on  trouve  aisé- 
ment 

U^  -î-  P^  -i-       ^      rf»«  _U       <  ^      *»8 

"  —  64  ^^^TÔTT^  > 

"     256  '^  • 

Il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  ces  diverses  puissances  de  u  par 
leurs  coefficients  respectifs  i,  1?  t >  i>  ^^^  ^®s  affectent  dans  le 
développement  de  log{i  —  a);  et  en  ajoutant  les  produits,  puis 
rassemblant  les  termes  de  même  ordre,  on  a  finalement 

logQ==logio4-logfl~^(ie'  +  ^e^+-pKé?«4-TlfîT^'---)- 

Or,  si  l'on  désigne  par  DC°)  la  longueur  d'un  degré  quelconque 
correspondant  à  la  distance  polaire  dy  l'expression  de  log  a  trouvée 
page  201  donne 

r  log(9oD(<>))  —  log(|cr)  — |X-(e2cos'//+-je^cos*rf4-^e<'co6«rf-f-  |e»cos'r/. . .) 

-\-  k{e^  -f-je*  H-|-c«  -+-|e»  ); 

en  ajoutant  cette  équation  à  la  précédente,  log  a  et  log|cr  dispa- 
raissent par  compensation;  les  termes  en  ^',  indépendants  de  cos^  e/, 
se  détruisent  en  partie;  et,  après  qu'on  a  effectué  les  réductions 
numériques  auxquelles  ils  se  prêtent,  il  reste 

ogQ=log(9oD(o))-h  ^({^^        -^He*        4-i^^«      -HiWtt^^---  ) 

—  f^(e'cos'rf-f-|e<cos*«/+ie'cos^û?-+-|e»cos«fif...)• 
Si  le  degré  D(°^  était  mesuré  précisément  à  la  distance  polaire 
de  45°,  intermédiaire  entre  Féquateur  et  le  pôle,  on  aurait 
cos'rf= y.  Alors  les  deux  terpaes  qui  contiennent  la  première  puis- 
sance de  é^  se  détruiraient  mutuellement  ;  et  le  reste  de  la  correc- 
tion à  faire  à  log (90  D(°))  pour  avoir  log  Q,  ne  dépendant  plus  que 
des  puissances  supérieures  de  cette  quantité ,  une  petite  incertitude 
sur  son  évaluation  n'aurait  qu'une  faible  influence  sur  le  résultat 
total.  L'arc  moyen  de  France  et  d'Espagne  n'est  pas  placé  tout  à 
fait  dans  cette  condition ,  mais  il  en  approche  beaucoup,  puisqu'on 

a  pour  lui 

£/=:43«5i'54"; 

22.. 
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il  devra  donc  évidemment  participer  à  Tavantage  que  nous  venons 
de  signaler.  Pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de  se  rappeler  que  Ton 

a  en  général 

I  4-  cos  nd 
cos'a  = • 

2 

Servons-nous  de  cette  relation  pour  transformer  seulement  le 
terme  qui  contient  la  première  puissance  de  cos'  d  ;  alors  le  terme 
en  é*  disparaîtra ,  et  notre  expression ,  ainsi  réduite ,  deviendra 

logQ  =  log(9oD(o))     -f-MH^*    -h-^^      -+-tV3H^^..-) 
—  \k{{e^cos'2d-h\e*cos*d-{-\é^cosfid-^\é^cos''d.,,). 

Le  terme  qui  contient  la  première  puissance  de  c^  n'est  donc  pas 
complètement  détruit  ;  mais  il  sera  fort  affaibli  si  d  diffère  peu 
de  45">  parce  que  nd  étant  presque  un  angle  droit,  cosud  sera  une 
fraction  très-petite.  Par  exemple,  pour  notre  arc  de  France  et  d'Es- 
pagne, on  aura 

2d  =  87*>43'48"  =  90«  —  2»  i6'  12"; 

ce  qui  donne logcos2^  =  2,5977896 

On  a,  en  outre,  pour  ce  même  arc logcos'  d  =  1,7158396 

Si  Ton  combine  ces  valeurs  avec  la  valeur  moyenne  trouvée  plus 

haut  pour  e %  laquelle  donne  log  ^  ==  3,8039924,  on  trouvera 

Somme  des  termes  positifs  de  la  correction.  •  -{-  0,00000  74627 
Somme  des  termes  négatifs —  0,0000857804 

Excès  des  termes  négatifs 

Or,  on  a  pour  le  terme  principal 
D(«)  =  57024,64; 


—  0,0000782677 


loglX«)  =  4,7560625522 
'      ^og  90  =  1 ,95424  25o9i 

log  90  D(»)  =  6,7  io3o5o6i6 
Correction  soustractive, —  0,0000782677 

il  reste , ïogQ  =  6,7 102267939 

ce  qui  donne Q  =5181292^,7644 

De  là  résulte  la  longueur  du  mètre 

en  toises 0*^,51312927644 

ou  en  lignes 443*j34^^ 
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(Jette  valeur  surpasse  à  peine  la  moyenne  que  nous  avions  tirée  de 
nos  deux  combinaisons  distantes.  Elle  est  beaucoup  moins  dépen- 
dante des  erreurs  qui  ont  pu  être  commises  dans  les  évaluations 
des  degrés  du  Pérou  et  de  Laponîe  ;  mais  aussi  elle  est  plus  spé- 
cialement affectée  par  les  irrégularités  locales  qui  peuvent  exister 
dans  Tare  moyen  de  France  et  d'Espagne. 

2IS9.  On  voit  par  cette  discussion  que,  tant  à  cause  des  erreurs 
dont  les  observations  actuelles  sont  susceptibles,  qu'à  cause  des  pe- 
tites irrégularités  qui  écartent  le  sphéroïde  terrestre  de  la  forme 
elliptique  rigoureuse,  on  ne  peut  pas  répondre  avec  certitude 
de  yÏt  ^^  ligne  dans  Tévaluation  du  mètre  théorique ,  considéré 
comme  la  dix-millionième  partie  du  quart  du  méridien  terrestre. 
Si  l'on  trouve  ultérieurement  quelque  intérêt  à  y  démêler  les*  in* 
fiuences  de  ces  deux  causes  d'erreurs,  on  ne  pourra  y*  parvenir 
que  par  de  nouvelles  opérations  géodésiques  et  astronomiques ,  ré- 
pétées sur  des  portions  très-diverses  du  sphéroïde  terrestre,  et  effec- 
tuées avec  des  instruments  beaucoup  plus  précis  que  ceux  qu'on 
y  a  jusqu'à  présent  employés. 

5260.  Si  l'on  voulait  avoir  le  log  a  en  mètres  théoriques  dans  une 
ellipse  dont  l'excentricité  serait  e%  on  l'obtiendrait  immédiatement 
en  faisant  Q=iooogooo,  ou  log  Q  égal  à  7,  dans  la  relation  loga- 
rithmique étabUèplus  haut  entre  le  quadrant  Q  et  le  demi  grand, 
axe  a.  £n effet,  si  Ton  déduit  log  a  de  cette  relation,  elle  donne 

lôg«==logQ-log|nr-hA(l^'  +  ^^*4^-i^e«^-TlliT^'---)- 
Soit  donc  logQ  =  7,0000000000' 

on  a  log  |cT  =0,1961198770 

Conséquemment ,  log  Q — log  \zj= 6,8o388  o  1 23a 
Et  par  suite,  a  étant  exprimé  en  mètres  théoriques ,  on  aura 
loga=  6,8o388oi23o -^  A(|^^  H- ^  e*  4--ïtïe«-^ ^^Iff  ^«...). 

Cette  expression  s'accorde  avec  celle  que  Delambre  a  donnée  dans 
son  ouvrage  intitulé  Base  du  Système^ métrique,  tome  ni,p.  196. 
Seulement,  il  y  a  remplacé  é^  par  sa  valeurs»  —  s',  en  fonction  de 
l'aplatissement  e.  D'après  les  combinaisons  qui  lui  avaient  paru  k3» 
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plus  favorables,  il  s'était  arrêté  à  faire 

g  =  0,00324,  ce  qui  donne  Ioge  =  3y5io545oi02 

et,  par  suite,  e*=  0,0064695024,    d'où    loge*=  3,81087  09. 

Avec  ces  valeurs,  il  trouve  pour  loga,  en  mètres  théoriques, 

log  a  =  6,80458  39646. 

Pour  convertir  cette  expression  en  toises ,  conformément  à  ses  cal- 
culs, il  faut  y  appliquer  la  valeur  qu'il  attribuait  au  mètre  théori- 
que exprimé  dans  cette  dernière  espèce  dHinités.  Or,  on  voit, 
page  193  du  même  volume,  qu'en  déduisant  le  mètre  delà  portion 
de  l'arc  mesurée  par  lui  et  Méchain  vers  le  parallèle  de  45^,  combi- 
née avec  l'aplatissement  o,oo324  9  il  en  avait  conclu ,  par  un  calcul 
analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  en  dernier  lieu  ,  la  longueur 

du  mètre  en  lignes,  443'>328  =  -'^-^ 

Or,  le  logarithme  de  ce  rapport  est  i  ,7 1 02 1 1 4 1 92 . 

En  l'ajoutant  à  la  valeur  de  log  a  en  mètres|  théoriques ,  que  j'ai 
tout  à  l'heure  rapportée,  on  aura  le  log  a  en  toises  d'après  les  hy- 
pothèses de  Delambre ,  ce  qui  donnera 

loga  =  6,5479  53838,        ^'^^        ^  =  3^7  i865T,o6. 

Je  ne  rapporte  ces  résultats  que  pour  montrer  qu'ils  diffèrent  très- 
peu  de  ceux  que  nous  avons  obtenus  ;  et,  dans  Tétat  actuel  des  don- 
nées d'où  Ton  peut  les  déduire ,  personne  ne  pourrait  assurer  posi- 
tivement que  les  uns  soient  préférables  aux  autres. 

161.  Dans  ce  même  tome  III  de  son  ouvrage,  page  197 ,  De- 
lambre a  employé  une  formule  tirée  du  calcul  intégral ,  laquelle 
exprime,  en  mètres  théoriques,  la  longueur  d'un  arc  quelconque  de 
son  ellipse  comptée  depuis  l'équateurj  jusqu'à  une  distance  polaire 
quelconque  assignée.  Les  différences  de  ces  longueurs,  calculées  de 
degré  en  degré  décimal  ou  sexagésimal ,  sur  tout  le  contour  du  qua- 
drant elliptique ,  lui  donnent  les  longueurs  de  ces  mêmes  degrés 
exprimés  aussi  en  mètres  théoriques  dont  dix  millions  forment  le 
quadrant  total.  Il  a  rassemblé  ces  évaluations  dans  une  Table  insérée 
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page  286.  Puis  il  présente  ces  mêmes  degrés  exprimés  eD  toises 
dans  une  autre  Table  insérée  page  2g4'  Mais  celle-ci  est  partout 
affectée  d^une  erreur  résultante  de  Pinexactitude  de  la  conversion. 
En  effet ,  pour  transformer  ces  valeurs  métriques  en  toises ,  il  aurait 
dû  les  multiplier  par  la  valeur  du  mètre  théorique  en  toises  conclue 

de  ses  hypothèses,  c'est-à-dire  par  -t-^ .  Au  lieu  de  cela ,  il  a  ef- 
fectué cette  conversion  au  moyen  de  deux  Tables  insérées  pages  228 
et  237,  dont  la  première  sert  à  transformer  des  nombres  quelcon- 
ques de  toises  en  mètres  légaux,  ayant  pour  valeur  o'^,5i  30740,  et 
la  seconde  pour  transformer  les  mètres  légaux  en  toises.  C'est  donc 
comme  s'il  avait  multiplié  les  nombres  théoriques  de  ses  formules 

par  0*^,51 307  4©  ou  -ï-^ — -Ainsi  le  facteur  de  conversion  qu'il 

,     ,               r  r,     .    0*^,000334         o''',oooiii|  ^ 
a  employé  est  trop  faible  de ou  ^ i«  De  sorte 

qu'il  faut  multiplier  par  celui-ci  les  degrés  en  mètres  théoriques 
de  la  page  286,  et  ajouter  chaque  produit  aux  nombres  de  la 
page  294  pour  obtenir  les  vraies  valeurs  des  degrés  en  toises.  Cela 
donne  4^>î  qu'il  faut  ajouter  à  tous  les  nombres  de  cette  dernière 
Table,  pour  les  avoir  tels  qu'il  aurait  dû  les  obtenir  s'il  avait  fait 
cette  réduction  exactement.  Quoique  cette  erreur  soit  d'un  ordre 
de  petitesse  que  les  observations  pourraient  difficilement  atteindre, 
il  se  peut  du  moins  qu'elles  y  prétendent ,  et  il  est  inutile  de  la 
laisser  subsister  dans  une  évaluation  théorique,  après  qu'elle  est 
constatée.  C'est  pourquoi  j'ai  jugé  utile  de  la  signaler  ici. 


»  ^^• 
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NOTE 

Sur  le  calcul  de  Varc    méridien  compris  entre  les 
parallèles  de  Montjouj  et  de  Formentera; 

Par  m.  LARGETEAU  (*). 

Pour  calculer  les  triangles ,  tant  ceux  dont  on  a  obserré  les  trois 
angles  que  ceux  qui  ont  été  formés  par  la  rencontre  du  méridien 
avec  les  côtés  des  premiers  ou  avec  le  prolongement  de  ces  côtés, 
je  me  suis  servi  du  théorènie  de  Legendre  qui  permet  de  résoudre 
les  triangles  sphériques  très-peu  courbes  par  les  formules  de  la 
trigonométrie  rectiligne ,  et  j*ai  dû ,  par  conséquent,  faire  précéder  i 
les  calculs  relatifs  à  un  triangle  quelconque  de  la  détermination   j 
de  Fexcès  sphérique  de  ce  triangle.  Pour  cela,  j'ai  fait  descalcnis   j 
provisoires  qui  m'ont  donné  toutes  les  parties  des  divers  triangles 
avec  une  exactitude  suffisante  à  l'évaluation  de  cet  excès  sphé-   I 
rique. 

Dans  les  triangles  dont  les  trois  angles  avaient  été  observés,  la 
comparaison  de  la  somme  des  trois  angles  avec  (  1 80° -f- excès 
sphérique)  m'a  donné  l'erreur  du  triangle  que  j'ai  répartie  .par  tiers 
sur  chacun  des  angles ,  et  j'ai  ainsi  obtenu  ce  que  dans  le  tableau 
des  triangles  observés,  n**  I ,  j'ai  nommé  angles  sphériques.  ^ 

Dans  les  triangles  oii  deux  angles  seulement  étaient  conmis^j'ai 
conclu  le  troisième  de  manière  qu'ajouté  aux  deux  premiers  il 
donnât  180° -{-excès  sphérique.  Enfin,  lorsque  dans  un  triangle 

{*)  Ce  travail  est  celui  que  j^ai  annoncé  comme  exemple,  page  174*  ^^'^ 
rapporte  ici  tel  que  M.  Largeteau  Ta  rédigé  lui-môme ,  et  il  y  parle  en  son 
propre  nom.  La-lriangulation  à  kqu^le  il  s'applique  est  représentée  dans  les 
Jig.  5o  et  5i.  On  suppose  d^abord  le  calcul  des  triangles  principaux  effectué, 
et  leurs  éléments  sont  rassemblés  dans  le  tableau  n^  I  ci-anneaé,  oà 
ils  sont  respectivement  désignés  par  des  chiffres  romains ,  en  allaot ,  par 
ordre,  du  nord  au  sud.  Les  triangles  dans  lesquels  on  subdivise  ceux-U  par 
les  constructions  sont  aussi  désignés  dans  Tordre  de  leur  formation,  mais 
au  moyen  de  chiffres  arabes  compris  entre  des  parenthèses..  Leurs  éléments 
sont  compris  dans  le  tableau  n^  II. 
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OD  connaissait  deux  côtés  et  Tangle  compris ,  j^ai  diminué  cetang)e 
du  tiers  de  l'excès  spfaérique  ^  avant  d'appliquer  à  la  résolution  de 
ce  triangle  les  formules  qui  donnent  les  deux  angles  inconnus  par 
leur  demi-somme  et  leur  demi- différence.  A  chacun  des  deux  an- 
gles ainsi  obtenus  j^ai  ensuite  ajouté  le  tiers  de  Texcès  sphérique 
pour  avoir  les  angles  qui  sont  inscrits  dans  le  second  tableau  sons 
le  titre  d^angks  sphériques.  Dans  le  dernier  cas,  j'ai  recommencé 
le  calcul  du  triangle  comme  si  les  données  étaient  un  côté  et  trois 
angles.  Je  devais ,  si  j'avais  bien  opéré ,  retrouver  le  second  côté 
connu.  Pour  plus  d^uniformité  ^  je  n*ai  présenté  dans  le  tableau  que 
le  second  calcul. 

Pour  appliquer  à  la  détermination  de  l'arc  méridien  compris 
entre  les  parallèles  de  Montjouy  et  de  Formentera,  la  méthode  de 
rectification  proposée  par  Legendre ,  j'ai  pris  pour  méridien  prin- 
cipal celui  qui  passe  par  Saint- Jean,  ^g*.  5o,  5i ,  et  j'ai  dû  orienter, 
par  rapport  à  ce  méridien ,  la  chaîne  des  triangles  observés.  Les 
données  que  pour  cela  j'ai  empruntées  aux  observations  astrono- 
miques sont  les  suivantes  : 

Latitude  de  Montjouy  observée  par  Méchain,  ^\^ii^^&'y5^ 
[Base  du  Système  métrique ,  tome  Ill^page  549). 

Azimut  de  Matas  sur  l'horizon  de  Montjouy  observé  par  Mé- 
chain,  207<>  89'  57",5o,  compté  du  sud  vers  l'ouest  [Base du  Système 
métriq  ue,  tome  II,  p .  1 49)  • 

Cela  étant ,  par  Montjouy  je  mène  le  côté  Montjouy-Monserrat 
et  je  forn>e  le  triangle  Montjouy,  Matas,  Montserrat,  dans  lequel  je 
connais  les  deux  côtés  Montjouy-Matas  et  Matas-Montserrat  four- 
nis par  la  triangulation  de  Méchain.  J'ai  en  outre  l'angle  compris 
Montserrat-Matas-Montjouy  =  Montserrat-Matas-Valvidrera  H- 
Valvidrera-Matas-Montjduy ,  ces  deux  angles  étant  aussi  donnés 
parla  triangulation  de  Méchain.  La  résolution  de  ce  triangle  (i) 
a  donné  le  troisième  côté  Montjouy-Montserrat  =  2o526S44  ^^  ^^* 
deux  angles  inconnus ,  respectivement  égaux  à  26°3i'26",o5  et 
78°5'57",o5.  Ces  résultats  sont  rapportés  en  tète  du  tableau  n°  II. 

Je  forme  le  triangle  (2)  en  joignant  Montjouy  et  Montagut  ;  je 
connais  le  côté  Montjouy-Montserrat  donné  par  le  triangle  (i) ,  le 
côté  Monlserrat-Montagut  donné  par  le  triangle  II,  et  l'angle  corn- 
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pris  Montagut-Montserrat-Montjouy  =  Montagat-Montserraula 
Moi^Ua  +la  Morella-Montserrat-Matas  —  Matas-Montserrat-Mont- 
jouy. 

Je  forme  le  triangle  (3)  en  joignant  Montjouy  et  Saint-Jean. 
Dans  ce  triangle  les  données  sont  :  le  côté  Montjouy-Montagut 
[triangle  (2)],  le  côté  Montjouy-Saint-Jean  (triangle  III),  et  l'angle 
compris  Saint-Jean-Montagut-Montjouy  =  Saint-Jean -Montagat -la 
Morella  +  la  Morella-Montagut-Montserrat — Montserrat-Monta- 
gut-Montjouy. 

Maintenant  si  de  l'azimut  ci-dessus  relaté  de  Matas  sur  l'horizoD 
de  Montjouy  je  retranche  la  somme  des  angles 

Matas-Montjouy-Montserrat . . .  =  75**22'38",70 
Montserrat-Montjouy-Montagut  =  37®37'57'',55 
Montagut-Montjouy-Saint-Jean. .  =   24°54'  26",56 

Somme  =  1 37^55'  2%8i 

j'obtiens  l'azimut  de  Saint-Jean  sur  l'horizon  de  Montjouy 
=: 69" 44' ^4" 569.  Avec  cet  azimut,  le  côté  Montjouy-Saint-Jean 
=  37339^,47  et  la  latitude  de  Montjouy,  je  calcule: 

Azimut  de  Montjouy  sur  l'hori- 
zon de  Saint- Jean =r  249°  I2'44">  ï5> 

Retranchant  l'angle  Montjouy- 

Saint-Jean-Montagut =   58**  24'  21^,24  [(triangle  (3)] 

j'ai  :  Azimut  de  Montagut  sur 

l'horizon  de  Saint- Jean =  190'»  48' 22^^,91  (*). 

Le  côté  Montagut- Saint- Jean  appartenant  à  la  chaîne  des  trian- 
gles observés,  cette  chaîne  se  trouve  ainsi  orientée  par  rapport  au 
méridien  de  Saint- Jean. 

La  longueur  méridienne  cherchée  se  compose  de  deux  parties 
distinctes  :  l'une  au  nord  de  Saint- Jean  ,  comprise  entre  ce  point 
et  l'intersection  du  méridien  de  Saint- Jean  avec  le  parallèle  de 

-■■11  I  *      Il  I  I        I       m  -  -  —  '    ' — 

(*)  Par  deux  autres  calculs ,  qui  ne  sont  pas  rapportés  ici ,  on  a  troufé , 
pour  cet  azimut,  190®  48'  ^^"y^o  ;  c'est  cette  dernière  valeur  que  l'on  a  adop- 
tée dans  la  suite  de  ce  travail. 
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Montjouy  ;  Tautre  au  sud  de  Saint-Jean ,  comprise  entre  ce  point 
et  l'intersection  du  méridien  de  Saint-Jean  avec  le  parallèle  de 
Formentera.  Je  vais  les  calculer  séparément. 

Pour  avoir  la  première ,  par  Montjouy  je  mène  l'arc  P  —  Mont* 
jouy  perpendiculaire  au  méridien  de  Saint- Jean  et  le  coupant  au 
point  P.  Je  forme  ainsi  le  triangle  sphérique  rectangle  P — Saint- 
Jean-Montjouy  dans  lequel  je  connais  le  côté  Saint-Jean-Mont- 
jouy  =  37339*,47  triangle  (3),  l'angle  P  =  go",  TangleP  — Saint* 
Jean-Montjouy  =r  azimut  de  Montjouy  sur  Saint-Jean  —  180** 
=  69**  i2'44''>  i5,  d'où  je  conclus  l'angle  P  —  Montjouy-Saint- 
Jean  =  2o°47'2o",33 ,  le  côté  P — Saint- Jean  =  1 3252^54  et  le 
côléP  — Montjouy  =  34908^64* 

L'azimut  de  Montjouy  sur  Phorizon  du  point  P  est  évidemment 
270**;  on  en  conclut  la  latitude  du  point  P=4i°2i'56",92.  Soient  L 
celte  latitude ,  N  la  normale  correspondante ,  K  le  côté  P  —  Mont- 
jouy, et  nommons  M  le  point  où  le  parallèle  de  Montjouy  coupe  le 
méridien  de  Saint- Jean ,  nous  aurons 

PMzn rr-=  163S75  ; 

2iN 

d'où     M  —  Saint-Jean  =  P  —  Saint-Jean —  1 63%  75  =  1 3088^79. 

La  partie  de  l'arc  méridien  située  au  snd  de  Saint-Jean  peut 
être  obtenue  par  deux  systèmes  de  triangles  entièrement  distincts 
et  que  je  vais  examiner  successivement. 

PREMIER  SYSTÈME.    Flg,  5o. 

Je  prolonge  le  côté  le  Tosal-Montsia  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le 
méridien  de  Saint-Jean  au  point  /i,  et  je  joins  h  avec  le  Desierto. 
Je  forme  ainsi  les  triangles  (5)  et  (6).  Dans  le  triangle  (5)  je  connais 
le  côté  Saint- Jcan-Montsia  (triangle  Y),  l'angle  à  Saint  Jean  =  azi- 
mut de  Montagut  sur  Saint-Jean  —  somme  des  angles  (Montagut- 
Saint-Jean-Lleberia  et  Lleberia-Saint-Jean-Montsia  )  ;  l'angle  à 
Montsia  =  iSo*» —  somme  des  angles  (Saint-Jean-Montsia-Lleberia, 
Lleberia-Monlsia-Bosc  et  Bosc-Montsia-le  Tosal).  La  résolution  du 
triangle  (5)  donne  le  côté  A-Saint-Jean  et  le  côté  A-Montsia.  Dans 
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le  triangle  (6)  je  cqnnais  le  côté  A-Montsia  [triangle  (5)],  le  côté 
Montsîa-le  Desierto  (triangle  IX)  et  l'angle  compris  à  Montsia 
=  i8o°  —  somme  des  angles  (le  Tosal-Montsîa-Arès  et  Arès- 
Montsia-le  Desierto).  J'en  conclus  le  côté  //-le  Desierto  et  les  deux 
angles  Montsia  JiAe  Desierto  et  A  .le  Desierto-Montsia. 

Le  triangle  (7)  a  pour  sommets  le  point  hy  le  Desierto  et  le  point 
A' ,  intersection  du  méridien  de  Saint- Jean  avec  le  côté  le  Desierto- 
Campvey  ou  avec  son  prolongement.  Dans  ce  triangle  (7),  je  con- 
nais le  côté  h'ie  Desierto  [triangle  (6)],  l'angle  en  A  =  180®  — 
somme  des  angles  (Saint- Jean. /i. Montsia  et  Montsia. A. le  De- 
sierto) et  Tangle  /* .  le  Desierto  .  k  =  36o°  —  somme  des  angles 
(/*.  le  Desierto-Montsia  ,  Montsia-le  Desierto- Ares,  Arès-le  De- 
sierto-Ëspadan  ,  £spadan-le  Desierto-Mongo  et  Mongo-le  Desierto- 
Campvey).  La  résolution  du  triangle  (7)  donne  le  côté  /i-A,  lecôté 
de  ce  triangle  /-le  Desierto  et  l'angle  h.  A, le  Desierto.  Le  côté 
/■-le  Desierto  =  825i8So4-  H  est  moindre  que  le  côté  Gampvey- 
le  Desierto  =  82556*,64  du  triangle  XV.  Cela  montre  que  le  méri- 
dien de  Saint-Jean  rencontre  le  côté  Campvey-le  Desierto  sans 
que  celui-ci  doive  être  prolongé.  Par  conséquent ,  le  côtéCampvey- 
Mongo  est  aussi  coupé  par  le  méridien  en  un  point  o  ;  les  points 
/  ,  o  et  Campvey  sont  les  sommets  du  triangle  (8). 

Dans  ce  triangle  (8)  je  connais  Tangle  /- .  Campvey .  o  =  l'angle 
Desierto-Campvey-Mongo ;  l'angle  0 . /  . Campvey  =  h.k.le De- 
sierto et  le  côté  /^-Campvey  =  le  Desierto-Campvey  —  /-le  De- 
sierto =  38*,6o.  Je  conclus  le  côté  A-o  et  le  côté  /--Candpvey. 

Les  sonimets  du  triangle  (g)  sont  le  point  o,  Mongo  et  le  point  r 
intersection  du  méridien  avec  le  côté  Mongo-Formentera  ;  dans 
le  triangle  (9),  je  connais  le  côté  o-Mongo  =  Mongo -Campvey 
—  o-Campvey  =  5653 1 S85  ;  l'angle  r .  o .  Mongo  =  /• .  o .  Camp- 
vey, et  l'angle  o. Mongo. r=:  Campvey-Mongo-Formentera.  Ten 
déduis  le  côté  o-r=2i  343^,96,  et  le  côté  r-Mongo =55246',63. 

Maintenant ,  par  Formentera  je  mène  l'arc/^-Formentera,  per- 
pendiculaire au  méridien  de  Saint- Jean,  et  le  coupant  au  point /^. 
Je  forme  ainsi  le  triangle  (10)  rectangle  en  p,  dans  lequel  je  con- 
nais le  côté  r-Formentera  =  Mongo -Formentera  —  r-Mongo 
=  8i97',3o;  l'angle  r./?.Formentçra  =  go**,  et  l'angle /?. r.For- 
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mentera  =  o.r.Mongo.  Il  en  résulte  r.p  =  1083S98.  Enfin, 
en  opérant  comme  pour  Montjouy,  on  trouve  que  la  distance />.F, 
du  point  p  au  point  F,  où  le  parallèle  de  Formentera  coupe  le 
méridien  de  Saint- Jean  =:  8*,o6.  En  récapitulant  les  diverses  lon- 
gueurs que  nous  venons  de  calculer,  on  trouve 

M  —  S*- Jean  =  13088S79 

S*-Jean  —  k  =  4^621  ,91 

/i  —  1=  75494,17 

A  —  o  =  34 ,4^ 

o  —  r  z=z  21343 ,96 

r  —  />  =  io83 ,98 

/?  —  F=  '      8,06 


Arc  méridien  cherché     MF  =  153676, 33 

DEUXIÈME   SYSTÈME    DE   THUNGLES.    Fig.  5 1 . 

Je  prolonge  le  côté  Arès-Montsia  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le 
méridien  de  Saint-Jean  au  point  m ,  le  côté  Bosc-Montsia  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  le  même  méridien  au  point  j,  et  je  joins  x 
avec  le  Desierto  et  avec  Mongo.  Je  forme  ainsi  les  triangles  (i  i), 
(i2),(i3)et(i4). 

Dans  le  triangle  (ii),  je  connais  le  côté  Saint- Jean-Montsia 
(triangle  V),  l'angle  à  Saint- Jean  =  azimut  de  Montagut  sur 
Saint-Jean  —  somme  des  angles  (  Montagut-Saint-Jean-Lleberia  , 
et  Lleberia-Saint-Jean-Montsia),  comme  dans  le  premier  système , 
et  Tangle  à  Montsia  =  180*^  —  somme  des  angles  (Saint- Jean- 
Montsia-Lleberia ,  Lleberia-Montsiar^Bosc,  Bosc-Montsia-le  Tosal, 
le  Tosal-Montsia*Arès)  ;  en  résolvant  le  triangle ,  j'obtiens  le  côté 
/R-Saint-Jean  et  le  côté  m-Montsîa. 

Bans  le  triangle  (12),  je  connais  le  côté  772-Montsia,  l'angle 
j^ . /?t .  Montsia  =  180°  —  Saint-Jean . //t .  Montsia ,  et  l'angle 
/7i. Montsia./  =  180®  —  somme  des  angles . (/w . Montsia-Saint- 
Jean,  Saint- Jean-Montsia-Lleberia ,  Lleberia-Montsia-Bosc)  ;  je 
calcule  le  côté  /w/  et  le  côté  j"-Montsia. 
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Dans  le  triangle  (i3),  les  données  sont  :  le  côté  ^*Montsia»ie 
côté  Montsia-le  Desierto,  et  Fangle  compris  ^-Monlsia-le  De- 
sierto  =  i8o**  —  somme  des  angles.  (Bosc-Montsia>le  Tosal,  le 
Tosal-Montsia-Arès ,  Arès-Montsia-le  Desierto).  On  en  conclut  le 
côté  X'ie  Desierto,  Tangle  /-le  Desierto-Montsia,  et  Tangle 
Montsia-^-le  Desierto. 

Dans  le  triangle  (14)5  les  données  sont  :  le  côté  r-le  Desierto, 
le  côté  le  Desierto-Mongo,  et  l'angle  compris  /-le  Desierto- 
Mongo  =  36o°  —  somme  des  angles  (/-le  Desierto-Montsia, 
Montsia-le  Desierto- Ares ,  Arès-le  Desierto-Espadan ,  et  EspadaD- 
le  Desierto-Mongo)  ;  la  résolution  du  triangle  donne  le  côté  jr- 
Mongo,  Tangle  le  Desierto ./. Mongo ,  et  l'angle  /.Mongo-le 
Desierto. 

Les  sommets  du  triangle  (i5)  sont  Mongo,  le  point  /  et  le 
point  r,  intersection  du  méridien  de  Saint- Jean  avec  le  côté 
Mongo-Formentera.  Dans  ce  triangle ,  je  connais  le  côté  /-Mongo, 
l'angle  r. /. Mongo  =  180**  —  somme  des  angles  (Mongo. /.le 
Desierto ,  le  Desierto .  /  .  Montsia  ,  Monstia .  / .  m),  et  l'angle 
/ .  Mongo .  r  =  le  Desierto*Mongo-Campvey  -h  Camprey-Mongo- 
Formentera  —  / .  Mongo-le  Desierto.  Je  calcule  le  côté  /-r,  l'an- 
gle /  .Mongo,  r,  et  l'angle  /  .r. Mongo.  Ce  dernier  angle,  qui  est 
le  même  que  l'angle  r  du  triangle  (9),  est,  de  part  et  d'autre, 
=  82°24'4">ï4'  ^^  côté  r-Mongo,  qui  est  aussi  commun  aax 
deux  triangles  (9)  et  (i5),  est  donné,  parle  premier,  =55246*,63, 
et ,  par  le  second ,  =  55246*, 66. 

Le  triangle  (16)  est  formé  en  abaissant  de  Formentera  une 
perpendiculaire  sur  le  méridien  de  Saint-Jean  ;  il  est  le  même  que  le 
triangle(io),  et  donne,  comme  celui-ci,  r./7=:io83',98.  On  troa- 
verait  aussi ,  comme  dans  le  premier  système ,  p¥  ==  8*,o6. 


PHYSIQUE. 

Récapitulation» 

M 

— 

S*-Jean  =     i3o88S79 

S'-Jean 

— 

m           iQ^a^ ,87 

m 

— 

y  =     85418,16 

y 

— 

r  —     34548  ,40 

r 

— 

p  —       io83  ,98 

P 

— 

F  —             8,06 
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Arc  méridien  cherché    MF  =    153675,26 
Par  le  premier  système,  on  a     MF  =    1 53675  ,33 

Moyenne...  =:    153675,2g 


Addition.  Sur  quelques  précautions  qu'il  faut  prendre 
pour  effectuer  av^ec  sûreté  et  simplicité  les  calculs  nu- 
mériques dans  les  applications  de  Géodésie  et  d^ As- 
tronomie y  oh  ils  se  répètent  sous  des  formes  analogi- 
ques pour  une  longue  suite  d'opérations. 

Dans  les  applications  isolées  où  les  diverses  phases  du  calcul  nu- 
mérique se  suivent  avec  des  formes  progressivement  différentes,  il 
n'y  a  pas  d'autre  recommandation  à  faire  que  celle  de  Fexactitude 
de  chaque  détail ,  qui  s'obtient,  avec  la  plus  grande  probabilité ,  en 
réitérant  au  moins  deux  fois  chaque  opération  partielle  qui  conduit 
au  résultat  final.  Mais,  lorsque  le  travail  que  Ton  doit  effectuer 
comprend  une  suite  plus  ou  moins  prolongée  d'applications  d'une 
nature  analogue,  on  trouve  beaucoup  d'avantage  k  conserver,  au- 
tant qu'on  le  peut,  cette  analogie  dans  les  opérations  de  détail, 
tant  par  la  disposition  qu'on  leur  donne  que  par  Tordre  suivant 
lequel  on  les  accomplit;  et  Ton  peut  encore  souvent  les  abréger, 
comme  aussi  les  rendre  plu^  sures,  en  préparant  des  Tables  auxi- 
liaires qui  s'appliquent  à  toutes,  ou  en  calculant  d'avance  les  quan- 
tités constantes  dont  l'emploi  doit  s'y  répéter. 
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L*utilité  de  ce  précepte  &era  facilement  sentie  dans  la  pradque; 
mais  y  comme  on  ne  peut  l'énoncer  que  d*une  manière  générale, 
je  le  justifierai  par  un  exemple  pris  parmi  les  questions  mêmes  qui 
viennent  de  nous  occuper. 

Je  suppose  que,  dans  une  grande  triangulation  géodésique,  on 
ait  obtenu  tous  les  angles  sphériques  des  triangles  qui  s'appuient 
les  uns  sur  les  autres,  et  que  Ton  connaisse  en  outre,  en  toises, 
la  longueur  de  Tare  qui  constitue  le  premier  côté  du  réseau  de  ces 
triangles  sur  la  sphère  osculatrice  où  on  veut  le  placer.  On  de- 
mande de  calculer  les  longueurs  de  tous  les  autres  côtés  sur  la 
même  sphère,  ou  sur  des  sphères  différentes,  dont  les  rayons 
varient  progressivement  suivant  une  loi  donnée. 

Ce  calcul  pourra  s'effectuer,  soit  par  le  théorème  de  Legendre, 
soit  par  les  formules  que  nous  avons  exposées  pages  107  et  108, 
§  89.  Si  Ton  emploie  la  première  méthode,  on  transformera  chaque 
angle  donné  en  angle  rectiligne,  en  retranchant  de  sa  valeur  le  tiers 
de  l'excès  sphérique  du  triangle  auquel  il  appartient.  Alors  la  pro- 
portion s'établira  entre  les  côtés  et  les  sinus  de  ces  angles  réduits, 
et  l'application  immédiate  des  logarithmes  à  ces  proportions  don- 
nera directement  les  longueurs  cherchées  les  unes  par  les  auti«s. 
Cette  voie  n'admet  que  le  calcul  successif,  sans  modification  ni 
préparation. 

Si,  au  contraire ,  on  veut  employer  les  formules  de  la  page  107, 
elles  donneront  d'abord  les  logarithmes  des  côtés  C,,C2  par  la  con- 
naissance du  côté  C,  à  condition  que  Ton  calcule  les  termes  correc- 
tifs qui  les  complètent.  Pais ,  ces  côtés  étant  connus,  on  en  déduira 
las  suivants  par  une  relation  analogue  appliquée  aux  angies  ^es 
triangles  dont  ils  font  partie.  Mais,  comme  ces  angles  entrent  par 
couples  dans  chaque  terme  correctif,  leur  changement  contimiei 
exigera ,  pour  chaque  côté ,  un  calcul  nouveau ,  composé  de  trois 
éléments ,  savoir,  un  côté  et  deux  an^es ,  dont  il  faudra  ainsi  re- 
nouveler contiiuiellement  les  valeurs.  Or,  on  arrivera  au  méwebat 
plus  brièvement ,  et  par  des  opérations  plus  analogiques  entre 
elles,  en  décomposant  le  calcul  des  termes  correctifs  de  la  manière 
suivante. 

Je  considère  d'abord  un  des  côtés  cherché ,  par  exemple  C,.  Sa 
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relation  rigoureuse  avec  le  coté  donné  C  est ,  page  107, 

(i)  sinCi  =  smC-; — — • 

^  ^  sin  A 

Donc  9  en  prenant  les  logarithmes  tabulaires  des  deux  membres, 

logsinC,  =:logsinC  4-log  (-, — -^  |. 

\sm  A  / 

Le  logarithme  de  -; — j-  se  prend  immédiatement  par  différence 

dans  les  Tables  de  sinus ,  puisque  A  et  Ai  sont  donnés  en  valeurs 
angulaires.  Il  n'y  a  de  difficulté  que  pour  obtenir  log  sin  C  d'après 
la  valeur  de  Tare  C  donné  en  toises.  Mais,  si  R  est  le  rayon  de  la 
sphère  osculatrice  à  laquelle  appartient  cet  arc ,  on  aura,  sur  cette 
même  sphère,  par  les  formules  de  la  page  68, 

logsinC=logC  —  g  — ; 

on  en  déduira  donc 

.    ^       ,      /CsinAA       k  O 

Si  le  réseau  des  triangles  est  assez  restreint  comparativement  aux 
dimensions  totales  du  sphéroïde  terrestre,  pour  que  l'on  puisse , 
avec  une  suffisante  exactitude ,  le  supposer  étendu  sur  une  même 
sphère  osculatrice  au  milieu  de  sa  longueur,  la  connaissance  de 
log  sin  Cl  suffira  pour  obtenir  immédiatement  les  logarithmes  des 
sinus  de  tous  les  côtés  suivants ,  puisque  ces  sinus  sont  liés  entre 
eux  par  de  simples  proportionnalités  ayant  pour  coefficients  les 
rapports  des  sinus  des  angles  opposés  aux  côtés  que  l'on  compare. 
Or,  d'après  l'épreuve  que  nous  avons  faite  pages  loget  1 10,  cette 
supposition  d'identité  pourra  être  toujours  admise  comme  suffisam- 
ment exacte  dans  les  plus  grandes  triangulations  que  l'on  puisse 
effectuer  sur  la  surface  d'une  même  contrée.  Car,  si  l'on  suppose 
Je  côté  C  égal  à  looooo'*',  puis,  que  l'on  calcule  le  terme  correctif 

avec  les  deux  valeurs  extrêmes  de  R  rapportées  page  109, 

et  crue  l'on  forme  log  sin  C  dans  ces  deux  suppositions,  les  valeurs 
T.  ni.  23 
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de  sin  C  qui  en  résulteront  seront  999984''^,53  dans  la  sphère  po- 
laire ,  et  999984^>4^  ^*°^  l'équatoriale  ;  de  sorte  qu'elles  différe- 
ront entre  elles  de  quantités  dont  on  ne  saurait  pratiquement  ré- 
pondre sur  une  si  grande  longueur.  Cette  différence  deviendra  donc 
bien  moindre  et  complètement  négligeable  sur  retendue  d'une 
même  triangulation  où  le  rayon  osculateur  moyen  se  rapprochera 
toujours  des  rayons  extrêmes  bien  plus  que  ceux  que  nous  venons 
d'employer  comparativement. 

Le  logarithme  de  sin  Ci,  le  premier  de  tous,  étant  ainsi  obtenu 
numériquement  par  Téquation  (2) ,  on  formera  de  suite  tous  les 
autres  par  ordre,  d'après  la  condition  de  proportionnalité  aux  anus 
des  angles  respectivement  opposés.  Il  ne  restera  plus  qu'à  revenir 
de  ces  logarithmes  à  ceux  des  côtés  Ci ,  Ca,...  qui  y  correspondent. 
Cela  se  fera  encore  par  les  formules  de  la  page  68,  qui  donneront 

1      ^        1        '    r^        X- sin' Cl 
log  Cl  =  log  sm  C,  -4-  g  -^^  ; 

,      ^       ,       .    ^       X-sin'G. 
log  Cj  =  log  sm  Ca  +  g  --gr"'""5 

et  ainsi  de  suite ,  R  étant  toujours  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice 
au  milieu  du  réseau  considéré. 

k 

En  comparant  les  formules  (2)  et  (3) ,  on  voit  que  le  facteur^ 

de$  termes  correctif  y  sera  le  même  dans  toute  la  suite  des  calculs. 
On  obtiendra  donc  facilement  ces  termes  en  formant  le  logarithme 
de  ce  facteur  et  l'associant  à  celui  de  C%  C^ ,  C,,...,  ou  de  sin^d, 
sin'Ca ,  sin^Ca ,...,  qui  se  trouveront  déjà  tout  formés.  Car,  si  on  le 
désigne  par  log  F,  les  logarithmes  des  termes  correctifs  seront 

Pour  les  équations  (2) ,  (log  F  -f-  2 log  CJ  —  ; 

Pour  les  équations  (3) ,  (log  F  4-  2 log  sin  C«+i)  H- 

Les  signes  mis  après  ces  deux  expressions  désignent  ceux  qu'il 
faudra  donner  aux  nombres  qu^on  en  déduit. 

Dans  ces  calculs,  on  devra  prendre  pour  R  ]a  normale  ï(  qui  est  le 
rayon  de  la  sphère  transversalement  osculatrice  au  milieu  de  l'arc 
que  la  triangulation  embrasse ,  puisque  c'est  sur  les  sphères  oscu- 
latrices  dans  ce^ens  que  les  triangles  sont  censés  appliqués.  Profi- 
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tant  donc ,  pour  cela ,  de  la  connaissance  déjà  obtenue  sur  la  forme 
générale  du  spkéroïde  y  on  calculera  log  N  par  la  série  de  la 
page  222  9  en  donnant  à  la  distance  polaire  d  la  valeur  moyenne 
qui  convient  au  milieu ,  ou  à  peu  près  au  milieu  de  la  triangula- 
tion considérée. 

Supposons ,  par  exemple  y  que  cette  triangulation  s^étende  sur 
Parc  méridien  compris  entre  les  stations  extrêmes  de  Greenwich  et 
de  Formentera.  D'après  le  tableau  de  la  page  179,  les  valeurs 
extrêmes  de  d  seront  38°3i'2o"  et  51** 20' 7",  ce  qui  donnera 
pour  moyenne  44*^55' 43",5.  On  pourra  donc,  sans  difficulté, 
prendre  d  égal  à  45°  en  nombres  ronds.  Alors,  cos^^f  étant  |,  la 
valeur  de  log  N  en  toises ,  calculée ,  par  la  série  de  la  page  222 , 
avec  sept  décimales  exactes  y  se  composera  des  termes  suivants  : 

log/i  =  6,5147957 
jke^  =  0,00069  i4 
Y^e*  =  0,00000  II 

log  N  =  6,5154882 

Il  est  évident,  par  les  considérations  précédentes ,  que  l'évaluation 
avec  sept  décimales  sera  parfaitement  suffisante  pour  le  calcul  des 
termes  correctifs.  On  a ,  d'ailleurs,  dans  le  même  ordre  de  déci- 
males. 


=     2,8596331 
logN^  =  13,0309764 
Il  en  résultera  donc     log  F   =  15,8286567 

Alors  on  devra  ajouter  à  ce  logarithme  2logG|„  ou  alog  sinCn-i»  se- 
lon que  l'on  voudra  employer  les  équations  (2)  ou  les  équations  (3). 
Mais ,  d'après  ce  que  nous  avons  reconnu ,  le  premier  mode  de 
correction  ne  servira  qu'une  seule  fois  pour  transformer  en  sinus 
le  premier  côté  C ,  base  de  la  triangulation.  La  petitesse  de  la  ca- 
ractéristique 15  ne  rend  pas  le  terme  correctif  insensible  dans  la 
seconde  conversion ,  parce  que  les  sinus  ne  sont  pas  évalués,  ici , 
en  parties  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  pris  pour  unité ,  mais 

23.  . 


356  ASTRONOUIE 

en  toises ,  dont  ce  rayon  contient  toujours  \\n  grand  nombre.  Ceb 
donne  aux  logarithmes  des  carrés  des  sinus  une  caractéristiqne 
positive  de  même  ordre  que  celle  des  arcs. 

Au  tome  II  de  la  Base  du  système  métrique,  page  698,  Delambre 
a  présenté  le  calcul  des  termes  correctifs  sous  cette  forme  logarith- 
mique, mais  avec  une  petite  inadvertance  théorique  qui,  heu- 
reusement ,  ne  saurait  avoir  qu'une  influence  négligeable  sur  les 
résultats  qu'il  en  déduit.  Pour  concevoir  en  quoi  elle  consiste ,  il 
faut  se  rappeler  que  le  calcul  des  triangles  s'effectue ,  dans  ce  pro- 
cédé, en  les  supposant  placés  sur  la  sphère  transversalement  oscula- 
trice  au  méridien.  C'est  donc  évidemment  la  normale  moyenne  N 
qu'il  faut  prendre  comme  rayon  de  cette  sphère  pour  calculer  les 
termes  correctifs,  comme  je  Pai  fait  ici.  Au  lieu  de  cela ,  Delambre 
forme  le  facteur  F  en  employant  pour  R  le  rayon  du  cercle  qui  est 
osculateur  dans  le  sens  du  méridien ,  car  il  le  déduit  du  degré  moyen 
mesuré  dans  ce  sens.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a  calculé  les  Tables 
numériques  de  réduction  I  et  II ,  rapportées  pages  783  et  789  du 
même  volume ,  Tables  dont  je  parlerai  dans  un  moment.  Mais,  sans 
doute ,  cette  inadvertance  théorique  lui  a  échappé ,  parce  qu'elle 
n'a  pas,  dans  les  applications,  de  conséquence  appréciable.  En 
effet  y  en  calculant  log  F  par  le  rayon  osculateur  elliptique ,  comme 
il  le  fait  à  la  page  6g8  du  tome  II ,  il  trouve 

log  F  =  75,83 13333700. 

Le  degré  du  méridien  qu'il  y  emploie  répond  à  peu  près ,  dans  ses 
hypothèses,  à  la  distance  polaire  43"  3o'.  Maintenant ,  si  l'on  veut 
trouver  la  valeur  de  log  F  correspondant  à  cette  même  distance 
polaire ,  sur  la  sphère  transversalement  osculatrice  à  rellipsoîde 
que  Delambre  a  adopté,  il  faut  d'abord  prendre  au  tome  m, 
page  291 ,  le  logarithme  de  la  normale  pour  la  distance  polaire  pré- 
cédente, en  supposant  le  demi-grand  axe  égal  à  l'unité,  puis  y 
ajouter  le  logarithme  de  ce  demi-axe  en  toises  tel  que  je  l'ai  donné 
page  342.  On  a  ainsi  le  logarithme  de  la  normale  en  toises  dans 
cette  hypothèse ,  lequel  est 

log  Nrr:  6,5x553  58338. 
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Aloi*s ,  en  calculant  log  F  avec  cette  valeur,  comme  je  Tai  fait  plus 
haut,  on  trouve 

logF=:  15,8285613934. 

Cette  évaluation  s'écarte  à  peine  de  celle  que  nous  avons  obtenue 
sur  notre  ellipsoïde  pour  une  distance  polaire  presque  égale.  Telle 
est  donc  la  valeur  de  log  F  que  Delambre  aurait  dû  adopter  pour 
être  conséquent  avec  ses  constructions.  Mais ,  pour  voir  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  évaluations  n'a  eu  qu'une  influence  négligeable 
sur  ses  résultats ,  il  n'y  a  qu'à  les  employer  successivement  pour 
convertir  en  sinus  la  base  de  Melun ,  dont  la  longueur  C ,  expri- 
mée en  arc  et  en  toises ,  tome  II ,  page  698,  a  pour  logarithme 

log  C  =  3,78261  06224  ; 

car  on  en  déduit  ainsi  : 

Par  le  facteur  elliptique  de  Delambre , 

logsinC  =  3,7836103721; 

Par  le  facteur  normal, 

logsinC  =  3,7836103736. 

Or,  en  repassant  aux  nombres ,  on  trouve  que  ces  deux  sinus  dif-- 
fèrent  seulement  de  -^\j^  de  ligne ,  quantité  dont  il  était  impos- 
sible de  répondre  dans  les  mesures  de  l'arc  G.  Ainsi ,  les  sinus  de 
tous  les  autres  côtés  delà  chaîne  se  déduisant  de  celui-là  par  simple 
proportion,  les  erreurs  que  leur  évaluation  comportait  ont  dû 
être  pareillement  insensibles. 

Dans  le  calcul  de  sa  triangulation ,  Delambre  n'a  pas  employé 
les  termes  correctifs  sous  leur  forme  logarithmique ,  comme  je  les 
ai  donnés  plus  haut.  Il  en  a  formé  deux  Tables  auxiliaires,  rap- 
portées  au  tome  II,  pages  783  et  789,  où  les  corrections  sont 
calculées  numériquement  pour  des  valeurs  de  G  ou  de  sin  C ,  pro- 
cédant par  des  iol^rvalles  de  1000  toises  pour  toutes  les  grandeurs 
que  sa  triangulation  embrassait  ^  et  il  y  prenait  leurs  valeurs  pré- 
cises, par  proportionnalité,  entre  les  nombres  les  plus  voisins  de 
ces  Tables.  Mais ,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  par  un  exemple  qu'il  en 
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donne  lui-même  au  tome  II,  pag<?  698 ,  révaluation  de  ces  pro- 
portionnelles est  aussi  pénible  et  beaucoup  plus  sujette  à  erreur,  que 
le  calcul  direct  effectué ,  pour  chaque  cas ,  par  les  expressions  lo- 
garithmiques mises  sous  les  formes  simples  que  je  leur  ai  données 
plus  haut.  Cette  manière  de  procéder,  qu'il  a  préférée,  était  ap- 
propriée à  rhabitude  qu'on  a  eue  trop  longtemps ,  à  mon  avis , 
dans  les  calculs  astronomiques  et  géodésiques ,  d'épargner,  autant 
qu'on  le  pouvait,  l'emploi  immédiat  des  Tables  de  logarithmes, 
comme  s'il  y  avait  quelque  intérêt  à  exempter  de  l'usage  de  cette 
invention  admirable  les  personnes  auxquelles  ces  calculs  étaient 
confiés.  Il  me  semble,  au  contraire,  très-essentiel,  pour  la  sûreté 
des  résultats ,  de  recourir  immédiatement  aux  Tables  logarithmi- 
ques pour  la  traduction  des  formules  en  nombres  lorscju'elles  se 
présentent  ainsi  exprimées ,  afin  de  laisser  toujours  subsister  k 
trace  de  leur  origine  ;  sauf  à  réduire ,  autant  que  possible ,  les  lo- 
garithmes variables  qu'il  faut  y  introduire  dans  chaque  application 
particulière ,  comme  nous  l'avons  fait  ici. 

Je  terminerai  ce  que  j'ai  à  dire  sur  cette  partie  importante  de 
l'Astronomie  qui  concerne  les  opérations  géodésiques,  en  men- 
tionnant ,  avec  de  justes  éloges ,  un  Abrégé  de  Géodésie  à  l 'asage 
des  marins,  qui  a  été  composé  par  M.  Begat,  ingénieur-hydro- 
graphe de  la  Marine  française.  Toutes  les  questions  que  les  marins 
peuvent  avoir  besoin  de  résoudre  pour  effectuer  les  relèvements 
des  côtes ,  ou  pour  des  nivellements  astronomiques ,  ou  même  pour 
des  motifs  purement  scientifiques^  y  sont  exposées  avec  toute  la 
clarté  désirable ,  et  traitées  avec  la  plus  grande  simplicité.  Si  les 
méthodes  que  j'ai  présentées  peuvent ,  comme  je  Pespère,  ajouter 
encore  quelque  chose  à  ces  deux  qualités,  elles  ne  feront  qu'accroître 
l'appropriation  de  V Abrégé  de  M.  Begat  aux  usages  nautiques,  poar 
lesquels  il  l'avait  spécialement  préparé. 
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CHAPITRE  XIX. 

Manière  de  fixer  les  positions  relatives  des  différents 

points  de  la  surface  terrestre. 

262.  Les  connaissances  que  nous  venons  d'acquérir  sur  la  figure 
de  la  terre  nous  permettent  de  déterminer  avec  exactitude  les  posi- 
tions relatives  des  divers  points  de  sa  surface,  c'est-à-dire  la  situa- 
tion précise  des  différents  lieux ,  leurs  distances  mutuelles  ;  en  un 
mot,  tous  les  résultats  rigoureux  de  la  géographie  mathématique. 
Entrons  dans  quelque  détail  sur  cette  utile  application. 

Lorsqu'on  veut  représenter  exactement  la  configuration  d'un 
terrain ,  et  fixer  la  position  des  principaux  objets  qui  y  sont  situés, 
on  lie  ces  objets  par  des  triangles  dont  on  mesure  les  angles  et  dont 
on  calcule  les  côtés  ;  cela  s'appelle  lever  un  plan. 

Si  le  terrain  que  l'on  doit  mesurer  est  considérable ,  par  exem- 
ple s'il  s'agit  d'une  province  ou  d'un  grand  pays,  on  le  traverse  d'un 
bout  à  l'autre  par  une  méridienne ,  que  l'on  trace  suivant  les  pro- 
cédés que  nous  avons  expliqués  dans  le  chapitre  XVIII.  Ensuite 
on  choisit  sur  cette  méridienne  un  certain  nombre  de  points  plus 
ou  moins  rapprochés,  et  par  ces  points  on  trace  autant  d'arcs  de 
grands  cercles,  perpendiculaires  à  la  méridienne,  toujours  par  les 
procédés  que  nous  avons  décrits.  La  méridienne  et  les  perpendi- 
culaires forment  ainsi  un  système  de  coordonnées  curvilignes ,  aux- 
quelles on  peut  mathématiquement  rapporter  les  différents  points 
de  la  surface  terrestre.  En  effet ,  la  situation  d'un  objet  est  évi- 
demment déterminée  lorsqu'on  connaît  :  i°  sa  distance  à  la  méri- 
dienne ,  distance  qui  se  mesure  sur  la  perpendiculaire  ;  2®  l'arc  de 
la  méridienne  compris  entre  la  perpendiculaire  et  le  point  que  l'on 
a  choisi  sur  cette  méridienne  pour  lieu  de  départ.  Pour  tracer  ces 
résultats  sur  un  plan ,  on  suppose  la  méridienne  développée  suivant 
une  ligne  droite ,  et  les  perpendiculaires  sont  figurées  par  d'autres 
lignes  droites  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  précé- 
dente. C'est  ainsi  qu'a  été  construite  la  grande  carte  de  France  que 
Ton  doit  à  la  famille  scientifiquement  historique  des  Cassiui,  et 
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elle  a  été  appelée  de  leur  nom.  La  triangulation  générale  qu'elle  a 
exigée  a  été  entièrement  recommencée  depuis  par  les  ingénieurs  du 
département  de  la  Guerre,  qui  Pont  exécutée  avec  des  instruments, 
des  procédés  d'observation  et  des  méthodes  de  calculs  beaucoup 
plus  exacts  que  j'ai  exposés  dans  le  chapitre  XVIII.  On  a  tiré  de 
ces  matériaux  les  éléments  d'une  carte  générale  de  la  France  qui 
sera  à  la  fois  meilleure  et  plus  conforme  à  l'état  actuel  des  locali- 
tés. Mais  le  principe  de  représentation  est  le  même.  Tous  les  points 
en  sont  rapportés  à  la  méridienne  qui  passe  par  la  grande  salle  de 
l'Observatoire  de  Paris.  Le  point  qui  sert  d'origine  des  coordon- 
nées 9  et  à  partir  duquel  on  commence  à  compter  les  arcs  de  cette 
méridienne ,  est  au  centre  de  cette  salle.  La  construction  de  ces 
cartes  offre  comme  une  sorte  de  réseau  étendu  sur  la  surface  ter- 
restre ,  et  dont  les  fils  servent  de  guides  pour  retrouver  la  position 
des  lieux. 

Dans  la  supposition  de  la  terre  sphérique ,  supposition  bien 
sufBsante  pour  l'objet  qui  nous  occupe ,  on  a  vu  que  les  perpen- 
diculaires sont  des  grands  cercles  qui  vont  tous  concourir ,  sur  la 
sphère  y  en  deux  points ,  ou  pôles ,  situés  aux  extrémités  du  dia- 
mètre  normal  au  plan  du  premier  méridien.  Cependant ,  pour  la 
construction  de  la  carte ,  on  les  représente  par  des  lignes  droites 
parallèles.  Les  véritables  rapports  de  configuration  et  d'étendue 
doivent  donc  se  trouver  altérés  par  cette  circonstance.  L'erreur  est 
de  peu  d'importance  à  une  petite  distance  de  part  et  d'autre  du 
méridien  qui  sert  de  point  de  départ,  parce  qu'alors  la  conver- 
gence des  perpendiculaires  n'est  pas  encore  sensible.  Mais  elle  aug- 
n^nte  r^idement  avec  la  surface  que  la  carte  embrasse.  Déjà , 
dans' les  extrémités  orientales  et  occidentales  de  la  grande  carte  de 
France,  les  dimensions  des  pays,  du  nord  au  sud,  se  trouvent  ainsi 
sensiblement  dilatées;  ce  qui  altère  leur  configuration.  C'est  un  in- 
convénient de  ce  genre  de  construction ,  dont  l'application  se 
trouve  ainsi  limitée. . 

265.  En  la  bornant  à  une  étendue  convenable ,  elle  offre  un 
avantage  ;  c'est  que  les  perpendiculaires  à  la  méridienne  étant  des 
grands  cercles,  donnent  immédiatement  la  plus  courte  distance  des 
lieux  à  la  méridienne.  Cette  propriété  appartient  essentiellement 
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aux  lignes  géodésiques^  et  dérive  de  leur  construction ,  telle  que 
nous  l'avons  définie.  Quelle  que  soit  la  figure  de  la  terre,  ces  li- 
gnes sont  les  plus  courtes  que  Ton  puisse  mener  entre  deux  points 
donnés  y  et  elles  déterminent ,  par  conséquent ,  la  plus  courte  dis- 
tance itinéraire  de  ces  points  sur  le  sphéroïde.  Mais  la  démonstra- 
tion de  cette  propriété  suppose  un  calcul  qui  ne  peut  trouver 
place  ici. 

1264.  Les  opérations  du  tracé  sont  bornées  à  des  étendues  très- 
petites,  par  rapport  aux  dimensions  totales  de  la  terre.  Il  est 
impossible  de  prolonger  ces  courbes  à  travers  les  mers ,  d*un  con- 
tinent à  un  autre.  On  y  supplée  par  des  observations  astronomi- 
ques. 

Pour  connaître  la  situation  d'un  lieu  sur  la  surface  terrestre , 
il  suffit  de  connaître  le  parallèle  sur  lequel  il  se  trouve,  et  sa  po- 
sition sur  ce  parallèle.  Tout  se  rédiût  donc  à  déterminer  ces  deux 
éléments. 

Le  parallèle  se  détermine  par  Inobservation  de  la  latitude  ou  de 
la  distance  à  l'équateur.  Pïous  avons  donné  plus  haut  les  moyens  de 
la  mesurer  par  des  observations  de  distances  zénithales  méridien- 
nes ,  faites  avec  des  instruments  fixes.  Nous  apprendrons  plus  loin 
à  obtenir  le  même  résultat  avec  les  instruments  portatifs.  Ce  pre- 
mier élément  de  position  peut  donc  être  considéré ,  sinon  comme 
connu,  du  moins  comme  généralement  déterminable  pour  un  lieu 
quelconque. 

La  position  du  lieu  sur  le  parallèle  se  trouve  en  calculant  sa  dis- 
tance à  un  méridien  connu.  Pour  cela,  on  en  choisit  un ,  à  vo- 
lonté, que  l'on  suppose  fixe,  et  que  Ton  nomme  premier  méridien. 
Ce  sera,  par  exemple,  celui  qui  passe  par  Paris.  Si  Ton  imagine 
plusieurs  autres  plans  méridiens,  menés  par  les  divers  points  d'un 
même  parallèle,  ils  feront  des  angles  dièdres  plus  ou  moins  grands 
avec  le  premier.  Chaque  point  sera  donc  distingué  des  autres  par 
l'angle  qui  lui  est  propre  et  qui  fixe  sa  position  sur  le  parallèle.  Cet 
angle  se  nomme  la  longitude  du  lieu.  Gomme  tous  les  plans  des  mé- 
ridiens se  coupent  mutuellement,  suivant  l'axe  de  rotation  du  ciel, 
leurs  angles  dièdres  ont  pour  mesure  l'arc  de  l'équateur  compris 
entre  eux.  Ainsi,  dans  l'application  actuelle,  la  mesure  de  la  Ion- 
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gitude  est  Tare  de  l*éqitateur  compris  entre  le  premier  méridien  et 
le  méridien  local  que  Ton  veut  considérer.  La  longitude  est  orien- 
taie  oa  occidentale  y  selon  que  le  lieu  est  situé  à  l'orient  ou  à  Toc- 
cident  du  premier  méridien.  Au  moyen  de  cette  convention ,  les 
valeurs  par  lesquelles  on  Texprime  sont  toujours  moindres  qu'une 
demi-circonférence. 

D'après  ces  définitions,  lorsqu^un  astre  quelconque  passe  au 
premier  méridien,  par  l'elffet  du  mouvement  diurne  du  ciel ,  il  se 
trouve  à  l'occident  de  tout  méridien  plus  oriental ,  et  à  Torient  de 
tout  méridien  plus  occidental.  Deux  points  de  la  terre  qui  diffèrent 
en  longitude  comptent,  au  même  instant,  des  heures  différentes. 
Par  exemple ,  si  l'angle  qui  les  sépare  est  la  vingt-quatrième  par- 
tie de  la  circonférence,  ou  i5  degrés  sexagésimaux,  lorsque  le 
soleO  sera  arrivé  au  méridien  le  plus  oriental ,  il  sera  encore  éloi- 
gné de  l'autre  de  ,i5'  ou  de  la  vingt-quatrième  partie  du  jour.  Les 
habitants  de  cette  partie  plus  occidentale  de  la  terre  n'auront  donc 
pas  encore  midi,  mais  onze  heures  du  matin.  Ils  ne  compteraient 
que  dix  heures  si  l'angle  des  deux  méridiens  était  de  3o*».  En  géné- 
ral ,  le  retard  est  proportionnel  à  cet  angle  {*). 

C'est  ainsi  que  les  matelots  de  Magellan ,  lorsqu'ils  revinrent  en 
Portugal ,  après  avoir  fait  le  tour  de  la  terre ,  comptaient ,  à  bord 
de  leur  vaisseau ,  un  jour  de  moins  que  dans  le  port  d'où  ils  étaient 
partis.  En  effet,  tandis  que  le  méridien  du  port  restait  fixe,  ces 
navigateurs  s'en  étaient  éloignés ,  en  se  dirigeant  toujours  vers  l'oc- 
cident, et  en  suivant,  pour  ainsi  dire,  le  mouvement  diurne  du 
soleil.  Ils  avaient  transporté,  peu  à  peu,  tout  autour  de  la  terre, 
le  méridien  de  leur  navire ,  d'après  lequel  ils  comptaient  les  jours. 
Ils  devaient  donc ,  à  leur  retour,  se  trouver  en  retard  d'une  révo- 
lution entière  du  soleil ,  ou  d'un  jour  entier.  Le  contraire  arrive  à 
ceux  qui  s'avancent  vers  l'orient ,  et  qui  vont,  pour  ainsi  dire ,  au- 
devant  du  soleil. 

Ainsi,  en  général,  les  observateurs  situés  sous  deux  méridiens 
différents,  comptent,  au  même  instant,  des  heures  différentes,  et 


(*)  J'emploie  encore  ici  la  division  ordioaire  du  jour  en  24  heures.  U  est 
évident  que  le  raisonnement  serait  le  même  dans  la  division  décimale. 
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la  différence  des  longitudes  est  égale  à  celle  des  heures  locales,  con^ 
vertie  en  degrés  de  l 'equateur, 

26^.  On  parviendrait  à  connaître  cette  différence  si  Ton  pou^ 
vait  avoir  un  signal  instantané  qui  fût  aperçu  en  même  temps  dans 
les  deux  lieux.  La  différence  des  heures  locales  absolues ,  comptées 
à  ce  même  moment ,  donnerait  la  différence  des  longitudes.  Lors- 
que ces  lieux  sont  assez  rapprochés ,  pour  qu^un  point  intermé- 
diaire de  la  surface  terrestre  soit  visible  de  l'un  et  de  l'autre,  on 
opère  en  ce  point  des  apparitions,  ou  des  disparitions  soudaines  dé 
signaux  lumineux,  comme  je  l'ai  expliqué  dans  le  chapitre  XYIII 
en  parlant  de  la  mesure  des  arcs  de  parallèles.  Mais  la  courbure  de 
la  terre  rend  ce  procédé  inapplicable  entre  des  lieux  plus  éloi- 
gnés. 

Heureusement,  les  phénomènes  astronomiques  offrent  beau- 
coup de  ces  apparitions  subites  propres  à  servir  de  signaux.  Tels 
sont,  par  exemple,  les  éclipses  de  lune,  de  soleil,  celles  des 
étoiles  par  la  lune,  que  l'on  nomme  occultations  d'étoiles,  et  d'au- 
tres phénomènes  du  même  genre,  que  nous  ferons  connaître  par  la 
suite. 

On  emploie  aussi,  pour  le  même  objet,  l'observation  des  dis- 
tances de  la  lune  aux  étoiles ,  que  l'on  mesure  avec  des  instrumenta 
de  réflexion ,  qui  peuvent  servir  même  à  la  mer,  et  dont  nous  par- 
lerons plus  loin.  Le  mouvement  propre  de  la  lune  étant  très-rapide^ 
ses  distances  au  soleil  ou  aux  principales  étoiles  varient  à  chaque 
instant.  L'observation  exacte  de  cette  distance  fixe  donc  et  déter- 
mine l'instant  physique  où  elle  a  été  faite.  Si ,  par  exemple ,  on 
observe  aujourd'hui  en  Amérique,  à  telle  heure,  telle  minute, 
telle  seconde ,  une  distance  de  la  lune  au  soleil  ou  à  Rigel ,  et  si  l'on 
sait,  d'ailleurs,  par  la  Connaissance  des  Temps,  que  cette  distance 
aura  lieu  à  telle  heure ,  telle  minute ,  telle  seconde  du  méridien  de 
Paris,  cette  observation  sera  aussi  comme  celle  d'un  signal  instantané, 
et  la  différence  des  temps  donnera  l'angle  des  méridiens  ou  la  diffé- 
rence des  longitudes.  C'est  pour  cela  que  les  distances  de  la  lune  au 
soleil  et  aux  étoiles  principales  sont  calculées,  dans  la  Connaissance 
des  Temps,  de  trois  heures  en  trois  heures  pour  le  méridien  de  Paris. 
Dans  le  Nautical  Almanack ,  elles  le  sont  pour  le   méridien  de 
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Greenwich.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  procédé ,  quand 
nous  aurons  déterminé  les  lois  du  mouvement  de  la  lune,  et 
nous  verrons  alors  quel  degré  d'exactitude  on  en  peut  attendre: 
sa  connaissance  est  surtout  d'une  importance  extrême  pour  les 
marins. 

266.  On  a  cherché  à  atteindre  le  même  but  au  moyen  des  in- 
struments nomm^  garde-temps,  ou  montres  marines  ,  dont  j'ai  in- 
diqué la  construction  mécanique  dans  le  tome  II,  page  3i6.  Ce 
sont,  comme  je  Fai  dit  alors,  des  montres  portatives  construites  arec 
un  soin  extrême,  et  munies  de  compensateurs ,  de  manière  à  con- 
server toute  leur  régularité ,  malgré  les  variations  de  température 
et  malgré  les  secousses  inséparables  d'un  long  voyage.  On  r^le 
la  montre  au  moment  du  départ ,  et  si  elle  marque,  par  exemple, 
Qh  qviqs  lorsqu'une  certaine  étoile  passe  au  méridien ,  quelque  part 
qu'on  la  transporte  ensuite ,  il  en  sera  toujours  de  même  en  sup- 
posant sa  marche  exacte  ;  et  lorsqu'elle  marquera  o^o™o*,  on  sera 
sûr  que  l'étoile  dont  il  s'agit  passe  au  premier  méridien.  Il  sufBra 
donc  d'attendre  que  cette  étoile  passe  au  méridien  du  lieu  où  l'on 
se  trouve ,  et  de  voir  l'heure  que  l'horloge  indique  ;  ce  sera  la  dis- 
tance des  deux  méridiens  exprimée  en  temps ,  et  l'on  en  déduira 
aussitôt  la  différence  des  longitudes. 

On  est  obligé ,  dans  cette  estimation ,  d'avoir  égard  aux  petits 
mouvements  particuliers  que  Ton  a  remarqués  dans  les  étoiles ,  et 
qui  font  varier  un  peu  l'heure  de  leur  retour  au  méridien.  Mais, 
dans  rétat  actuel  de  l'astronomie ,  ces  mouvements  sont  très- 
exactement  connus,  et  il  est  facile  d'y  avoir  ^ard.  On  emploie 
aussi,  avec  des  corrections  analogues,  les  mouvements  du  soleil  et 
des  planètes. 

267.  Pour  énoncer  le  procédé  de  la  manière  la  plus  simple,  nous 
avons  supposé  que  l'on  observait  l'instant  où  l'astre  passe  au  mé- 
ridien. On  le  peut  dans  un  observatoire  fixe;  mais  cela  serait  im- 
praticable à  la  mer,  où  l'on  ne  peut  faire  usage  d'aucun  instru- 
ment immobile,  à  cause  du  mouvement  du  vaisseau.  Heureuse- 
ment, cette  condition  n'est  pas  du  tout  nécessaire.  Car,  puisque  à  cha- 
que instant  la  montre  vous  indique  l'heure  qu'il  est  au  point  d'où 
l'on  est  parti ,  tout  consiste  à  déterminer  l'heure  qu'il  est  au  même 
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instant  au  point  où  l'on  se  trouve  ;  et  c^est  ce  qu^il  est  très-aisé  de 
faire ,  même  à  la  mer,  en  observant  la  hauteur  du  soleil ,  d'une 
étoile,  ou  d'une  planète  sur  Thorizon.  En  effet,  la  latitude  du 
vaisseau  est  connue  par  les  hauteurs  méridiennes  du  soleil  ou  des 
étoiles  que  Ton  observe  tous  les  jours  et  même  plusieurs  fois  par 
jour,  lorsque  le  ciel  est  serein.  Ainsi  on  aura  l'heure,  comme  dans 
le  §  529 ,  par  le  calcul  de  l'angle  horaire ,  d'après  la  hauteur  ob- 
servée (*). 

Nous  avons  aussi  supposé  que  la  montre  marine  suivait  exacte- 
ment, malgré  le  tran  port,  la  marche  qu'elle  avait  primitivement 
au  lieu  du  départ.  Gela  est  presque  impossible ,  à  la  rigueur,  et 
quelque  parfaits  que  ces  instruments  puissent  être ,  il  serait  très- 
imprudent  de  s'y  confier  aveuglément.  Mais  en  observant  des  hau- 
teurs  du  soleil  ou  des  étoiles,  toutes  les  fois  que  cela  est  possible, 
on  finit  par  connaître,  jour  par  jour,  la  marche  de  la  montre,  et 
par  déterminer  ses  plus  petites  inégalités,  auxquelles  on  a  en- 
suite égard  dans  le  calcul  de  la  longitude.  Comme  dans  ces  opéra- 
tions faites  à  bord ,  l'observatoire  marche  avec  l'observateur,  on 
tient  compte  de  l'effet  de  son  déplacement  sur  les  observations  que 
l'on  compare ,  au  moyen  de  divers  procédés  connus  des  marins. 

Je  ferai  connaître  plus  tard ,  avec  détail ,  l'extrême  perfection 
que  l'on  a  donnée  à  ces  diverses  méthodes,  chronométriques  ou 
astronomiques,  ainsi  que  l'usage  qu'on  en  fait  pour  trouver  la 
longitude  tant  sur  mer  que  sur  terre.  Mon  dessein,  dans  ces  com- 
mencements, est  seulement  d'indiquer  la  nature  des  procédés. 
Mais  je  dois  pourtant  dire  comment ,  dans  un  navire  qui  oscille 
sur  les  flots  de  la  mer ,  on  peut  obtenir,  par  observation ,  les  dis^ 


(*)  Soient  A  la  distance  polaire  de  Tastre  ;  Z  sa  distance  zénithale,  ou  le 
complément  de  sa  hauteur  apparente  corrigée  de  la  réfraction  ;  D  la  distanee 
du  pôle  au  zénith  ou  le  complément  de  la  latitude  ;  enfin  P'  Tangle  horaire 
cherché.  Les  trois  quantités  A,  D,  Z  étant  connues  par  TobserTation ,  on  aur» 
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formule  qui  a  déjà  été  donnée  tome  II,  page  401. 
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tances  angulaires  des  astres  au  zénith  fixe ,  et  mesurer  aussi  \e* 
distances  angulaires  de  ces  astres  entre  eux. 

5268.  £n  cela,  comme  dans  les  autres  parties  de  rastronomie 
observatrice,  l'exactitude  est  une  acquisition  toute  moderne.  Od 
s'est  servi  à  la  mer,  pendant  bien  des  siècles ,  d'instruments  gros- 
siers tels  que  Y  astrolabe,  ^g.  Sa,  et  Varbaiestrille,  Jig.  53.  Je 
n'en  parle  que  parce  qu'ils  sont  mentionnés  fréquemment  dans 
d'anciens  voyages ,  et  que  leur  usage  se  comprend  à  la  simple  in- 
spection. L'astrolabe,  appelé  aussi  anneau  astronomique,  éuit 
un  cercle  de  métal  divisé ,  portant  à  son  centre  une  alidade  toor- 
nante  munie  de  deux  pinnules,  et  ayant,  sur  son  contour,  \x 
anneau  A  par  lequel  on  le  tenait  librement  suspendu.  Le  pointée 
suspension  figurait  le  zénith  de  l'instrument ,  et  le  diamètre  pas- 
sant par  ce  point  figurait  la  verticale.  Pour  observer,  on  tournait 
l'alidade  jusqu'à  ce  que  l'œil ,  placé  en  O,  aperçût  l'astre  S  à  tra- 
vers les  pinnules ,  et  on  lisait  sur  la  division  l'angle  formé  par  h 
ligne  visuelle  avec  le  diamètre  vertical  AB,  ou  avec  le  diamètre 
horizontal  HH.  Le  premier  de  ces  angles  était  la  distance  de  l'astre 
au  zénith,  le  second  sa  hauteur  sur  l'horizon.  Mais  les  osdllatioQi 
du  navire,  rendant  le  diamètre  vertical  instable,  devaient  causer 
de  grandes  erreurs  dans  l'angle  observé.  L'arbalestrille,  qui  a  été 
plus  longtemps  en  usage,  et  qui  est  représentée  ici,  ^g,  53,  se 
compose  d'abord  d'une  planchette  de  bois  équarrieOL,  au  milien 
de  laquelle  est  implanté  un  axe  cylindrique  AX  aussi  en  bois,  snr 
lequel  se  meut,  à  frottement ,  une  planchette  PP  dont  le  plan  lui 
est  perpendiculaire.  Pour  observer  le  soleil,  unique  usage  de 
l'instrument,  on  tourne  le  dos  à  cet  astre,  et  plaçant  l'œil  en  0, 
on  abaisse  le  bout  X  de  l'axe  vers  l'horizon  apparent  de  la  mer; 
puis  on  fait  mouvoir  la  planchette  PP,  en  la  tenant  toujours  ali- 
gnée sur  cet  horizon,  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  l'extrémité  de 
l'ombre  projetée  sur  l'axe  AX,  par  la  branche  opaque  AL.  Sup- 
posons ces  deux  coïncidences  simultanément  opérées;  quand  la 
planchette  mobile  est  arrivée  en  I,  l'angle  LIO  est  évidemment  h 
hauteur  actuelle  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon,  et  il  peut  se  cal- 
culer d'après  les  dimensions  de  l'instrument,  ou  il  peut  se  lire  sur 
l'axe  même ,  si  le  constructeur  y  a  tracé  d'avance  des  divisions  qni 
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expriment  ^a  valeur,  pour  l'imervalle  que  la  planckeitc  PP  a  par- 
couru ,  depuis  Torigine  X.  On  voit  que  cet  instrument  n'est ,  en 
réalité ,  qu'un  gnomon  sur  lequel  la  limite  de  l'ombre  doit  ^tre 
fort  incertaine  ;  mais  il  faut  y  remarquer  Tidée  ingénieuse  de  réa- 
liser une  ligne  horizontale,  ou  à  peu  près  horizontale,  dans  une 
station  d'observation  perpétuellement  mobile ,  en  alignant  un 
rayon  visuel  sur  Fhorizon  apparent  de  la  mer.  Car  ce  même  prin- 
cipe a  été  appliqué  dans  tous  les  instruments  postérieurs. 

269.  A  la  rigueur,  le  rayon  ainsi  aligné  n'est  pas  exactement 
perpendiculaire  à  la  verticale  du  point  d'observation ,  ni  même 
exactement  recûligne.  Il  se  dirige  de  ce  point,  tangentiellement  à 
la  surface  sphéroïdale  de  la  mer,  en  décrivant  uHe  trajectoire 
courbe,  modifiée  par  l'influence  actuelle  de  la  réfraction,  entre 
le  point  de  départ  et  le  point  de  tangence.  Mais  on  connaît  tou- 
jours la  hauteur  absolue  du  premier  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer,  puisque  l'observateur  s'y  trouve.  On  connaît  aussi  le  rayon 
de  la  surface  terrestre  que  la  trajectoire  doit  toucher.  Avec  ces 
données ,  on  peut  calculer  la  dépression  de  sa  première  tangente 
au-dessous  de  l'horizontale  exacte  du  point  de  départ ,  sinon  pour 
un  cas  quel<;onque  et  imprévu  de  l'atmosphère ,  du  moins  pour 
la  supposition  de  son  état  moyen.  Cela  donne  déjà  une  rectifi- 
cation qui  rétablit  très- approximativement  l'horizontalité,  et  l'on 
en  prépare  l'application  par  des  Tables  numériques ,  o^  la  correc* 
tion  à  faire  est  calculée  d'avance,  selon  les  diverses  élévations 
où  Tobservateur  peut  se  trouver  abord  du  navire.  Enfin,  on  peut 
l'adapter  rigoureusement  à  la  réfraction  même  actuelle ,  en  mesu« 
rant,  avec  des  instruments  préparés  pour  ce  but,  la  distance  an^ 
gulaire  totale  des  deux  points  opposés  de  l'horizon.  Car  le  supplé- 
ment de  cet  angle  ,  à  36o°,  est  évidemment  le  double  de  la 
distance  du  zénith  vrai ,  à  chacun  des  horizons  apparents  sur  lesr- 
qu^ls  on  dirige  le  rayon  visuel ,  de  sorte  qu'on  sait  par  là  com- 
bien ce  rayon  se  trouve  an-dessous  ou  au-dessus  de  l'horizontale 
exacte  qui  passe  par  l'œil  de  l'observateur.  A  la  vérité,  la  subdi- 
vision de  l'angle  total ,  par  bissection ,  suppose  que  la  réfraction 
totale  eçt  égale  sur  les  deux  portions  diamétralement  opposées  de 
la  mer,  ce  qui  peut  bien  souvent  ne  pas  avoir  lieu,  surtout  près 
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des  côtes.  Mais  Tincertitude  qui  peut  résulter  de  cette  différence 
est  un  accident  éventuel  que  l'on  ne  saurait  éviter ,  puisqu'il  nW 
soumis  à  aucune  loi  par  laquelle  on  puisse  le  prévoir. 

270.  Un  perfectionnement  notable  fut  apporté  aux  dispoâtioDs 
précédentes  dans  l'instrument  représentée^.  54 9  et  que  l'on 
nomme  un  quartier  anglais.  II  se  compose  essentielleaient  d'un 
quadrant  entier  en  bois  ou  en  métal ,  divisé  sur  sa  circonférence; 
mais  pour  le  rendre  plus  maniable ,  ce  quadrant  est  formé  de  deux 
arcs  concentriques  d^un  rayon  différent.  Le  plus  petit  porte  en  M 
une  pinnule  mobile  dans  laquelle  on  enchâsse  une  lentille  bicon- 
vexe dont  Taxe ,  dirigé  au  centre  commun  des  deux  secteurs ,  fait 
converger  les  faisceaux  lumineux  sur  une  petite  fente  O,  derrière 
laquelle  on  place  l'œil  ;  et  le  plus  grand  arc  porte  une  seconde  pm- 
nule  M'  également  mobile  sur  son  contour.  Pour  observer,  on  se 
tourne  vers  le  soleil,  et ,  regardant  l'horizon  apparent  à  travers  la 
fente  0,  on  amène  la  pinnule  M^  sur  cette  direction,  en  coïnci- 
dence avec  l'image  lumineuse  du  disque  formée  par  la  lentille  M^ 
Alors ,  l'angle  au  centre  MCM'  exprime  évidemment  la  hauteor 
actuelle  de  l'astre  sur  l'horizon ,  et  on  lit  sa  mesure  sur  les  divisions 
du  limbe.  Cet  instrument  ne  peut  encore  servir  que  pour  observer 
le  soleil  ;  mais  il  est ,  comme  l'arbalestrille ,  indépendant  des  oscilla- 
tions du  navire ,  parce  que  leur  amplitude  est  toujours  îiisensible 
comparativement  à  l'éloignement  des  objets  observés. 

271 .  Enfin ,  une  amélioration  importante  et  définitive  fut  intro- 
duite, dans  ces  procédés,  en  armant  l'instrument  d'une  lunette  et 
de  deux  miroirs,  tellement  disposés  que  Ton  peut  y  voir  à  la 
fois  l'image  réfléchie  d'un  astre  quelconque,  et  l'image  directe  de 
l'horizon  apparent  ou  d'un  autre  astre.  C'est  là  le  principe  fonda- 
mental de  tous  les  instruments  à  réflexion ,  aujourd'hui  universel- 
lement employés  à  la  mer,  et  qui  ont  donné  aux  observations  nau- 
tiques une  précision  comme  une  généralité  inespérées.  Leur  type 
général  est  le  sextant  à  réflexion ,  inventé  par  Hadley ,  et  qui  est 
représentée^".  55. 

Cet  instrument  se  tient,  d'une  main,  par  la  poignée  PP,  qui  est 
représentée  ici  couchée  dans  le  plan  de  la  figure ,  comme  lors- 
qu'on veut  replacer  l'instrument  dans  sa  boite  après  s'en  être  seni. 
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Mais  pour  observer,  on  la  fait  tourner  autour  d'une  charnière  K, 
de  sorte  qu^elIe  devienne  perpendiculaire  au  plan  du  limbe  qui  est 
maintenu  vertical,  ou  à  peu  près  vertical,  pendant  l'opération.  Ce 
limbe  est  divisé  en  demi-degrés  subdivisés  par  un  vernier  û\é  à 
Textrémité  de  son  alidade  mobile  CL;  et,  comme  la  réflexion 
douMe  les  angles  qu'on  observe,  la  graduation  les  exprime  tous 
réduits  à  leur  vraie  valeur.  L'alidade  porte  àson  centre  de  rotation  C 
un  miroir  étamé  MM^  qui  se  meut  avec  elle,  et  dont  le  plan  est  nor- 
mal ;  on  l'appelle  le  grand  miroir.  Sur  le  rayon  extrême  de  l'in- 
strument ,  il  y  a  un  second  miroir  fixe  mm ,  un  peu  extérieur,  pour 
ne  pas  gêner  le  mouvement  de  l'alidade.  Il  est  perpendiculaire  au 
plan  du  limbe ,  comme  le  premier,  et,  d'après  sa  moindre  étendue 
relative,  on  l'appelle  le  petit  miroir,  La  glace  qui  le  compose  a,  ou 
doit  avoir,  ses  faces  exactement  parallèles  entre  elles;  mais  la  face 
extérieure  est  étamée  seulement  sur  une  moitié  de  sa  superficie,  afin 
que  Ton  puisse  y  voir  simultanément  Vun  des  astres  par  double  ré- 
flexion, et  l'horizon ,  ou  le  second  astre  par  vision  directe.  La  direc- 
tion fixe  de  ce  second  miroir  est ,  ou  doit  être  telle,  qu'il  se  trouve 
parallèle  au  grand  miroir  MM ,  lorsque  le  vernier  de  l'alidade  coïn- 
cide avec  le  zéro  de  la  graduation  du  limbe ,  comme  le  représente 
lajïg.  56.  Cette  disposition  ,  ainsi  que  la  perpendicularité  des  deux 
miroirs  au  plan  du  limbe,  est  préparée  très-approximativement par 
l'artiste;  mais  on  vérifie  ces  conditions  par  l'expérience,  comme 
je  le  dirai  tout  à  l'heure,  et  on  en  rectifie  au  besoin  l'accomplisse- 
ment par  des  rappels  préparés  pour  ce  but.  En  les  supposant 
réalisées ,  lorsque  le  vernier  de  l'alidade  sera  amené  sur  le  zéro  de 
la  division  du  limbe,  comme  le  représente  layîg*.  56,  si  l'on  dirige 
la  ligne  de  vision  directe  sur  l'horizon  à  travers  la  partie  nue  du 
petit  miroir,  on  doit  évidemment  la  voir  en  coïncidence  avec 
l'image  de  ce  même  horizon,  formée  par  double  réflexion  sur  la 
portion  étamée,  et  la  lunette  portée  par  l'instrument  sert  seulement 
pour  apprécier  cette  coïncidence  plus  exactement  qu'on  ne  le  ferait 
à  la   vue  simple  ;  dès  lors ,  si  l'on  maintient  la  ligne  visuelle  di- 
recte sur  l'horizon ,  et  qu'on  fasse  tourner  l'alidade  pour  amener 
sur  cette  ligne  un  astre  quelconque,  il  faudra  évidemment  qu'elle 
clécrivedans  le  plan  du  limbe  un  angle  égal  à  la  moitié  de  la  distance 
T.  ni.  24 
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angnlaire  comprise  dans  ce  même  plan ,  entre  l'astre  et  le  point  de 
l'horizon  sur  lequel  on  vise  ;  ainsi  on  lira  cette  distance  sur  le  Kmbe, 
après  que  la  coïncidence  aura  été  opérée.  Si  Ton  veut  que  le  plan 
d'observation  soit  vertieal,  on  balance  Tinstrument  de  manière 
que  Fimage  réfléchie  de  l'astre  reste  tangente  à  l'image  directe  de 
rhorizon  apparent.  Et  si,  au  lieu  de  celui-ci,  on  prend  pour  poÎDÈ 
de  mire  direct  un  second  astre ,  la  coïncidence  de  son  image  directe 
avec  Fimage  réfléchie  de  l'autre  donnera  de  même  l'angle  visuel 
compris  entre  eux.  L^exactitude  de  ces  déterminations  est  Êieilitée 
par  l'insertion  dans  la  lunette  d*un  réticule  fixe  formé  de  deux  fils 
dont  l'un  est  parallèle  au  plan  du  limbe ,  et  Fautre  lui  est  perpen- 
diculaire. Quand  un  des  astres  observés  est  le  soleil ,  on  interpose 
dans  le  trajet  de  ses  rayons  des  verres  colorés  qui  en  affaiblissent 
Fintensité,  et  il  faut  que  les  &ces  de  ces  verres  soient  exactement 
parallèles  pour  que  les  rayons  qui  les  traversent  ne  soient  pas  déviés. 

On  vérifie  la  perpendicularité  du  grand  miroir  au  plan  de  Fin- 
strument ,  en  faisant  tourner  l'alidade  de  manière  à  voir  par  ré- 
flexion sur  ce  miroir  une  petite  portion  du  limbe ,  et  observant  si 
elle  paraît  sur  le  prolongement  de  son  image  directe,  ije  résultat 
étant  obtenu ,   on  amène  l'image  réfléchie  d'un  objet  en  contact 
avec  l'image  directe ,  et  l'on  vérifie  la  possibilité ,  ainsi  que  l'exac- 
titude de  leur  superposition.  Le  parallélisme  des  deux  miroirs  et 
la  direction  absolue  essentielle  à  chacun  d'eux  se  vérifient  par  la 
disposition  expérimentale   représentée  fig.  56,   ou  en  amenant 
Fimage  réfléchie  du  disque  solaire ,  en  contact  avec  son  image  di- 
recte, alternativement    par  ses   bords  contraires.    La-  position 
moyenne  de  l'alidade ,  pour  ces  positions  symétriques ,  doit  mettre 
le  zéro  de  son  vemier  en  coïncidence  avec  le  point  zéro  du  limbe. 
Il  semble ,  au  premier  aperçu ,  qu'on  atteindrait  le  même  ïmi  en 
faisant  coïncider  l'image  réfléchie  d'une  étoile  avec  son  image  di- 
recte ;  mais  l'expérience  a  appris  aux  marins  que  l'on  juge  mal  la 
coïncidence  de  deux  pareils  points  ;  cela  est  d'accord  avec  la  re- 
marque faite  par  M.  Bessel  sur  les  incertitudes  des  coïncidences 
analogues ,  opérées  avec  Fhéliomètre ,  et  qui  Fa  conduit  à  observer 
par  duplication  des  intervalles  dans  des  cas  pareils. 

272.  L'amphtude  des  angles  que  Fon  peut  embrasser  avec  le 
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sextant  est  limitée  par  les  bornes  de  son  limbe.  Borda  a  étendu  ce 
mode  d'observation ,  en  lai  substituant  un  cercle  «ntier,  qu'il  a 
même  rendu  répétiteur  ;  et  c'est  aujourd'hui  Tinstrument  univer- 
sellement employé  à  la  mer  par  les  officiers  français.  Il  est  repré- 
senté en  projection  verticale  et  horizontale  dans  les^.  5^  et  58.  Le 
mode  d'observation  est  d'ailleurs  îondè  sur  le  même  principe  que 
celui  du  sextant  y  et  c'est  ce  que  je  puis  me  borner  à  dire  pour  ne 
pas  entrer  ici  dans  trop  de  détails.  Ces  deux  instruments  s'em- 
ploient à  la  mer  pour  régler  la  marche  des  montres  marines  par 
les  hauteurs  du  soleil ,  de  la  lune ,  ou  même  des  étoiles ,  et  ils., 
servent  avec  une  utilité  plus  admirable  encore  pour  y  déterminer  la 
longitude  actuelle  du  navire  par  l'observation  des  distances  angu- 
laires de  la  lune  au  soleil,  aux  étoiles,  ou  aux  planètes.  Telle  est  la 
perfection  de  ces  procédés,  et  celle  des  Tables  lunaires  auxquelles  on 
les  cotnpare ,  que  la  position  d'un  navire  au  milieu  de  l'Océan  se 
détermine  ainsi  à  chaque  instant,  avec  une  amplitude  d'incertitude 
moindre  que  l'étendue  de  l'horizon  que  l'œil  peut  embrasser  du 
pont  du  navire.  On  les  emploie  avec  nn  égal  succès  dans  les  re- 
lâches, pour  le  relèvement  des  côtes,  ainsi  que  pour  fixer  les  posi- 
tions absolues  des  lieux.  £t  c'est  par  leur  association ,  avec  l'usage 
des  montres  marines  perfectionnées,  que  la  géographie  est  parvenue 
de  nos  jours  à  un  état  d'universalité  comme  de  précision,  dont  au- 
paravant on  ne  pouvait  concevoir  aucune  idée.  Les  déterminations 
de  lieux  qui  nous  ont  été  transmises  par  les  astronomes  grecs ,  et 
même  par  les  arabes,  renferment  des  erreurs  énormes,  parce  que, 
manquant  de  tout  moyen  précis  pour  déterminer  les  longitudes 
relatives ,  ils  ne  pouvaient  les  évaluer  que  par  des  résultats  d'itiné- 
raires, ou  tout  au  plus  par  des  éclipses  de  lune  observées  en  diffé- 
rents lieux,  mais  encore  avec  des  déterminations  extrêmement 
imparfaites  du  temps  absolu,  qui  ajoutaient  leurs  propres  erreurs 
à  celles  que  présente  la  fixation  des  phases  de  ces  phénomènes. 
Aussi  toute  la  géographie  ancienne  et  du  moyen  âge  ne  peut  plus 
aujourd'hui  servir  que  pour  constater  l'existence,  et  retrouver  à 
peu  près  les  positions  de  villes  maintenant  détruites,    ou  pour 
marquer  historiquement  les  essais  progressifs  de  l'esprit  humain. 
Il  faut  toutefois  remarquer,  en  l'honneur  des  Grecs,  que  c'est  à  eux 

a4*' 
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que  l'on  doit  l'idée  et  la  première  exécution  des  cartes  géographi- 
ques ,  par  lesquelles  on  repfésente  la  position  relative  de  tous  les 
points  de  la  terre  sur  un  dessin  plan.  Lorsque  j'aurai  exposé  Ten- 
semble  des  phénomènes  et  des  méthodes  astronomiques,  je  pré- 
senterai dans  un  Appendice  le  tableau  comparé  des  applicatioDs 
qu*on  en  fait  dans  les  observatoires  fixes,  et  à  la  mer,  pour  déter- 
miner le  temps  absolu  ,  ainsi  que  la  latitude  et  la  longitude  relative 
d'un  vaisseau  an  mouvement;  renvoyant,  pour  les  détails  pratiques 
de  l'astronomie  nautique ,  aux  ouvrages  qui  traitent  spécialement 
de  ce  sujet. 

275.  Depuis  un  petit  nombre  d'années,  l'usage  des  chemins  de 
fer  et  des  bateaux  à  vapeur  a  donné  aux  communications  une 
facilité  et  une  rapidité  dont  on  n'avait  pas  eu  d'idée  jusqu'alors. 
On  a  profité  de  ces  circonstances  pour  déterminer ,  par  des  trans- 
ports de  chronomètres,  les  longitudes  relatives  de  plusieurs  ob- 
servatoires fixes ,  des  plus  célèbres  qui  existent  en  Europe.  J'en- 
trerai dans  quelques  détails  sur  cette  nouvelle  application ,  et  sur 
les  conditions  nécessaires  à  remplir  pour  que  les  résultats  qu'on 
en  déduit  atteignent  l'extrême  précision  qu'exige  la  fixation  d'une 
donnée  astronomique  aussi  importante. 

La  question  est,  au  fond,  la  même  que  nous  avons  résolue  dans  le 
chapitre  XVIII,  page  255,  pour  trouver  la  différence  des  temps 
sidéraux  absolus  Ho,  H„,  marqués  au  même  instant  physique 
dans  deux  stations  So  9  S»,  dont  la  seconde  est  la  plus  occidentale. 
■£n  nommant  1"  l'angle  dièdre  compris  entre  les  méridiens  de  ces 
deux  stations ,  cet  angle  se  trouve  lié  aux  temps  absolus  par  le- 
quation 

r 

Hn  H F  =  Ho  , 

10 

qui  donne 

r  =  i5(Ho~H.), 

lorsque  Ho  —  Un  est  connu  en  secondes  temps  :  il  s'agit  de  me- 
surer cette  différence. 

Excluons  d'abord ,  idéalement,  toutes  les  causes  d'erreurs  pra- 
tiques dont  l'expérience  pourra  être  affectée.  Les  deux  horloges 
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établies  en  So  et  S^t  ont  été  réglées  exactement,  sur  le  temps  sidéra], 
par  les  passages  méridijens  ;  et  Ton  connaît,  par  leurs  indications, 
le  temps  sidéral  absolu  Ho,  H„,  compté  à  chaque  instant,  dans 
chaque  observatoire ,  à  partir  d'une  origine  convenue.  Prenons 
un  chronomètre  parfait ,  exempt  de  toutes  irrégularités  acciden- 
telles, et  déterminons  d'abord  sa  marche  diurne  propre,  dans  la 
station  So,  en  comparant  ses  indications,  pendant  plusieurs  jours 
consécutifs,  avec  l'horloge  de  cette  station.  Concevons-le,  comme 
elle ,  réglé  sur  le  temps  sidéral ,  et  soit  a^  son  avance  fixe  sur 
elle ,  en  sorte  qu'il  marque  Ho  +  ^o  sur  son  cadran  propre  quand 
elle  marque  Ho.  On  le  transporte  à  la  station  S„  sans  qu*il  se  dé- 
range ,  et  en  le  comparant  à  l'horloge  qui  s'y  trouve  établie ,  on 
trouve  que  son  avance  sur  le  temps  sidéral  local  est  a„  ,  en  sorte 
qu'il  marque  H„  H-  û„  sur  son  cadran  propre ,  lorsqu'elle  marque 
l'heure  H„.  Maintenant,  puisque  les  marches  des  deux  horloges 
et  du  chronomètre  sont  supposées  avoir  individuellement  une 
parfaite  uniformité,  si  l'on  retranche  a^  de  son  indication  ac- 
tuelle, à  un  instant  quelconque ,  le  reste  H„  -h  a„  —  Oo  devra 
exprimer  le  temps  sidéral  absolu  Ho ,  que  Thorloge  de  la  station 
So  marque  à  ce  même  instant.  On  aura  donc  l'égalité 

H„  +  «„  —  «o  =  H05 
d'où  l'on  tire 

flf»  —  tto  =.  Ho  —  Hrt. 

En  effet ,  si  le  temps  sidéral  absolu  était  identique  dans  les  deux, 
stations,  l'avance  du  chronomètre  sur  ce  temps,  dans  la  seconde 
station,  devrait  être  Uq,  comme  dans  la  première.  Le  changement 
qu'on  lui  trouve  alors  doit  donc  exprimer  la  différence  qui  existe 
entre  les  indications  de  ce  temps  dans  les  deux  stations. 

Il  ne  reste  plus  qu*à  discuter  les  détails  pratiques  de  l'opération 
pour  les  ramener  aux  conditions  d'identité  et  de  régularité  que 
nous  avons  admises. 

274.  Les  deux  horloges  fixes  peuvent  être  réglées  individuelle- 
ment avec  la  dernière  précision.  Mais ,  comme  elles  doivent  être 
suivies  par  des  observateurs  différents,  il  faudra  préalablement 
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constater  la  différence  qui  peut  exister,  et  qui  existe  prescpe  tou- 
jours entre  les  temps  absolus  auxquels  i1«  rapportent  un  même 
passage  dans  une  même  station.  Nous  en  avons  déjà  fait  la  re- 
marque en  parlant  des  observations  simultanées  des  feux  de  pou- 
dre, employées  dans  les  mesures  d'arcs  de  parallèles.  Cette  dif- 
férence s'appelle  Véquation  personnelle.  L'expérience  prouve 
qu'entre  des  observateurs  également  habiles,  elle  peut  s*âever 
jusqu'à  -^  de  seconde  de  temps  sidéral. 

Une  erreur  du  même  genre  pourrait  se  produire  dans  les  compa- 
raisons du  chronomètre  avec  chaque  horloge,  si  elle  était  faite  par 
des  observateurs  différents.  Toutefois,  l'expérience  prouve  que 
Teffet  en  est  beaucoup  moindre.  Mais  on  l'évite  complètement  eo 
faisant  effectuer  cette  comparaison  par  le  même  observateur,  qui 
se  transporte  successivement  d'une  station  à  l'autre,  passant  d'a- 
bord de  So  à  Sn»  puis  revenant  de  Sa  à  So,  avec  le  chronomètre 
employé. 

Je  ne  parle  pas  des  réductions  qu'il  faut  faire  pour  transformer 
les  indications  réelles  des  deux  horloges  et  du  chronomètre,  en 
indications  sidérales  dans  les  deux  stations.  Elles  s'effectuent  par 
des  calculs  dont  les  principes  ont  été  expHqués  dans  le  tome  II , 
pages  309  et  suivantes. 

Mais,  ce  qui  n'est  pas  moins  indispensable ,  et  bien  plus  diffi- 
cile, il  faut  assurer  à  la  marche  propre  du  chronomètre  une  in- 
variable uniformité.  C'est  ce  qui  serait  pratiquement  impossible  à 
réaliser  pour  aucun  de  ces  instruments ,  quelques  soins  que  l'on 
apporte  à  leur  construction.  Heureusement,  cet  inconvénient 
peut  être  éludé  en  opérant  le  transport  du  temps ,  non  par  un 
seul ,  mais  par  plusieurs  dont  la  marche  a  été  individuellement 
étudiée  et  reconnue  aussi  égale ,  ou  aussi  peu  inégale  qu'on  paisse 
l'espérer.  Alors  on  emploie  tous  ces  chronomètres  simultanément, 
et  leurs  petites  irrégularités  propres  ne  devant  pas  s'opérer  pour 
tous  dans  un  même  sens,  ni  avec  une  même  valeur,  par  la  nature 
même  des  accidents  qui  les  produisent,  l'effet  doit  s'en  atténuer 
dans  la  moyenne  de  leurs  résultats  ;  d'autant  plus  approximative- 
ment, que  les  instruments  combinés  sont  plus  parfaits ,  et  en  plus 
grand  nombre.  Mais  toutes  les  précautions  de  détail  que  je  viens 
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d'expliquer  sont  indispensables  pour  obtenir  sûrement  une  diffé- 
i-ence  de  longitude  par  ce  procédé. 

La  première  expédition  chronométrîque  ainsi  effectuée  Ta  été 
parles  ordres  de  Tamirauté  anglaise ,  en  1824*  Un  bâtiment  à 
vapeur,  muni  de  trente-cinq  chronomètres,  rigoureusement  com- 
parés et  soigneusement  suivis ,  traversa  six  fois  la  mer  du  Nord  , 
en  abordant  à  quatre  stations  dont  on  voulait  fixer  la  position 
relative ,  savoir  :  Greenwich,  Altona ,  l'île  de  Heligolam ,  et  Bre- 
men.  La  direction  astronomique  de   Topération  était  confiée  à 
M.  Tiarks ,  connu  par  ses  travaux  en  Amérique ,  pour  la  délimi- 
tation des  frontières  des  États-Unis  et  du  territoire  anglais.  Les 
résultats  obtenus  ont  été  publiés  dans  les  n°^  110,  1 1 1,  et  174  du 
Journal  astronomique  de  M.  Schumacher,  qui,  lui-même,  y  avait 
pris  une  part  active.  Plusieurs  autres  entreprises  semblables  ont  eu 
lieu  depuis.  Mais  la  dernière ,  et  la  plus  complète ,  a  été  effectuée 
en  1843  par  l'ordre  du  gouvernement  russe,  sous  la  direction  du 
célèbre  astronome  F.-G.-W.  Struve,  pour  déterminer  la  différence 
de  longitude  entre  les  observatoires  de  Greenwich ,  Lubeck ,  Al- 
tona, et  celui  de  Pulkowa,  récemment  érigé,  près  de  Pétersbourg, 
avec  le  plus  grand  luxe  scientifique ,  par  la  munificence  de  Fem  - 
pereur  de  Russie ,  Nicolas  P'.  Le  choix  des  chronomètres  em- 
ployés, et  leur  nombre,  fut  proportionné  à  Fimportance  de  la. 
jonction  astronomique  qu'on  voulait  établir  entre  les  deux  points 
extrêmes,  Pulkowa  et  Greenwich.  Ce  nombre  fut  de  soixante- 
huit  dont  la  marche  a  été  admirable.  On  les  comparait  tous  les 
jours  entre  eux,  tant  à  bord  que  dans  les  points  d'arrivage,  pour 
découvrir  leurs  petites  irrégularités  propres  par  leurs  discordances 
accidentelles.  Le  transport  et  le  retour ,  entre  les  stations  que  l'on 
voulait  rapporter  l'une  à  Vautre,  furent  réitérés  un  grand  nombre 
de  fois.  Les  résultats  de  cette  expédition  remarquable  ont  été  dé- 
crits, avec  les  plus  grands  détails,  dans  des  Rapports  faits  par 
M.  Struve  à  l'Académie  de  Pétersbourg,  lesquels  ont  été  publiés 
à  Pétersbourg ,  en  i844'  Cet  astronome  y  rend  le  plus  honorable 
témoignage  au  zèle  ainsi  qu'à  l'habileté  de  tous  les  observateurs 
qui  ont  concouru  à  son  accomplissement. 
27  tt.  En  supposant  la  terre  sphérique,  les  degrés  de  latitude 
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sont  égaux  entre  eux  :  il  n'en  est  pas  de  même  des  degrés  de  lon^ 
gitude ,  lorsqu'ils  sont  comptés  sur  des  parallèles  différents.  Il  est 
visible,  en  effet ,  que  les  parallèles  diminuent  de  grandeur  en 
approchant  du  pôle ,  d'où  il  suit  que  les  parties  aliquotes  de  ces 
cercles,  comme  sont  les  degrés,  diminuent  dans  le  même  rapport. 
Ainsi,  pour  évaluer  en  degrés  de  l'équateur  terrestre  un  certain 
nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes  d'un  parallèle  connu,  la 
terre  étant  supposée  sphérique  ,  il  faut  multiplier  ce  nombre  par 
le  rapport  des  rayons  du  parallèle  et  de  l'équateur,  c'est-à-dire  par 
le  sinus  de  la  distance  polaire  ou  le  cosinus  de  la  latitude.  Car 
cette  opération  est   la  même  que  celle  du  §  9 ,    pour  la  me- 
sure  des  degrés  des  parallèles  célestes.  Or,  en  appliquant  ici  la 
fig,  2,  que  nous  avons  construite  pour  ce  cas,  O  désignera  le  cen- 
tre de  la  terre  supposée  sphérique ,  QEQ'  le  grand  cercle  de  l'é- 
t{uateur,  et  QPQ'  un  grand  cercle  méridien.  Alors ,  si  l'on  consi- 
dère un  parallèle  quelconque  tel  que  SnS',  qui  sera  un  petit  cercle 
ayant  son  centre  en  0',  OS  sera  le  rayon  R  de  la  sphère,  et  SO' 
ou  r  le  rayon  du  parallèle,  à  la  distance  polaire  SOO^,  ou  d.  Ainsi, 
r  aura  pour  valeur  R  sin  d^  ou  R  cos  QOS. 

Lorsque  Ton  ne  veut  plus  supposer  la  terre  sphérique,  la  lon- 
gueur des  degrés  de  longitude  dépend  de  la  forme  qu'on  lui  attri- 
bue, comme  nous  Pavons  expliqué,  page  i66,  en  rapportant  les 
mesures  d'arcs  de  parallèles. 

S76.  Avec  ces  données  on  peut  calculer  la  distance  itinéraire 
(le  deux  points  quelconques  de  la  terre,  dont  on  connaît  la  lon- 
gitude et  la  latitude;  le  calcul  est  des  plus  faciles,  si  l'on  suppose 
la  terre  sphérique.  En  effet ,  soient  A  et  B  ces  deux  lieux,  fig,  Sg- 
Leur  plus  courte  distance  sera  l'arc  de  grand  cercle  AB,  qui  les 
joint.  Soient  AP,  BP  leurs  méridiens  qui  se  coupent  au  pôle  P; 
Tangle  de  ces  plans  sera  connu ,  c'est  la  différence  des  longitudes. 
Les  distances  angulaires  des  deux  lieux  au  pôle  P  seront  aussi  con- 
nues. Ce  sont  les  compléments  des  latitudes  AE,  B£'.  Ainsi  dans  le 
triangle  sphérique  ABP ,  on  connaîtra  les  deux  côtés  AP,  BP,  et 
Tangle  P.  On  pourra  donc  calculer  toutes  les  autres  parties  de  ce 
triangle  par  les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique.  On  aura  ainsi 
la  longueur  de  Tare  AB,  exprimé  en  degrés  ,  et  en  prenant  chaqm 
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degré  sexagésinal  sur  le  pied  de  20  lieues  marines,  on  aura  la  dis- 
tance des  deux  points  exprimée  en  lieues.  On  l'aurait  de  même  en 
myriamètres  en  calculant  l'arc  en  grades ,  et  le  multipliant  par  10. 

On  peut  aussi  calculer  la  distance  de  deux  lieux  sur  le  sphé- 
roîde  elliptique;  mais  ce  calcul  ne  saurait  trouver  place  ici,  et  le 
résultat  précédent  suffira  presque  toujours. 

277.  Connaissant  les  longitudes  et  les  latitudes  d'un  grand  nom- 
bre de  points  de  la  surface  terrestre,  on  peut,  en  les  portant  sur 
un  globe ,  figurer  les  contours  des  divers  pays  et  en  donner  la 
représentation  :  c'est  ce  que  Ton  nomme  des  globes  terrestres. 
Les  déterminations  que  nous  avons  obtenues  dans  les  chapitres 
précédents  nous  mettent  en  état  de  comparer  la  hauteur  des  mon^ 
tagnes  aux  dimensions  absolues  du  sphéroïde  terrestre,  et  desavoir 
quelles  dimensions  il  faudrait  leur  donner  sur  ces  globes  si  l'on 
voulait  les  y  représenter.  La  plus  haute  des  montagnes  connues 
est  le  Chimboraço ,  qui  n'a  pas  plus  de  3  200  toises  d'élévation  en 
ligne  verticale  ;  c'est  un  peu  plus  d'une  lieue  marine.  Le  diamètre 
de  la  terre  contient  environ  2  292  de  ces  lieues.  Ainsi,  en  re- 
présentant le  globe  terrestre  par  une  boule  de  2  292  millimètres 
(7  pieds  environ)  de  diamètre,  le  Chimboraço  serait  figuré  par  une 
saillie  d'environ  i  millimètre  (une  demi-ligne).  Sur  une  boule  de 
57  millimètres  (2  pouces)  de  diamètre ,  il  le  serait  par  une  saillie 
quarante  fois  plus  petite ,  en  sorte  qu'on  pourrait  à  ^eine  l'aper- 
cevoir. Les  petites  aspérités  qui  se  rencontrent  sur  la  peau  d'une 
orange  sont  beaucoup  plus  sensibles. 

On  peut  aussi  dessiner  les  configurations  des  contrées  de  la 
terre  sur  un  plan ,  et  placer  dans  ce  dessin  les  différents  lieux 
d'après  leur  longitude  et  leur  latitude;  on  forme  ainsi  les  cartes 
géographiques  y  dont  il  y  a  un  grand  nombre  d'espèces. 

Les  marins  font  un  grand  usage  d'une  sorte  de  cartes  que  l'on 
nomme  cartes  réduites,  et  qui  sont  fondées  sur  un  système  de 
projection  peu  différent  de  celle  de  Cassini.  Dans  ces  cartes ,  ima- 
ginées par  Mercator,  les  méridiens  sont  aussi  représentés  par  des 
lignes  droites  parallèles  entre  elles ,  et  les  parallèles  le  sont  par 
d'autres  lignes  droites  perpendiculaires  aux  précédentes.  Mais, 
comme  la  convergence  des  méridiens ,  en  approchant  des  pôles , 
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se  trouve  ainsi  négligée ,  il  en  résulte  que  Vimage  des  divers  pays 
est  dilatée  de  Test  à  l'ouest,  et  d'autant  ^us  <pie  ces  pays  s^éloi- 
gnent  davantage  de  Téquateur,  ou  en  général  du  parallèle  que  Ton 
a  choisi  pour  le  milieu  de  la  carte.  Pour  corriger  cet  inconvénient, 
Mercator  imagina  de  dilater  aussi  les  degrés  de  latitude  dans  la 
même  proportion.  De  cette  manière,  les  rapports  de  configura' 
tion  et  d'étendue  se  trouvent  conservés  pour  les  parties  de  la 
carte  qui  sont  situées  à  peu  près  sur  le  même  parallèle  ,  quoique 
ces  rapports  soient  altérés  quand  on  compare  des  parallèles 
différents.  Mais  la  première  condition  suffît  aux  navigateurs  qui 
n'emploient  les  cartes  réduites  que  comme  des  instruments  desti- 
nés à  résoudre  graphiquement  les  principales  opérations  du  pilo- 
tage. 

On  a  encore  imaginé  d'autres  espèces  de  cartes  fondées  sur  des 
sy&tèmes  de  projection  différents.  Mais  la  terre  étant  une  sur£aoe 
arrondie,  on  sent  que  les  projections  par  développement  ne  sau- 
raient être  rigoureuses ,  et  qu'elles  ne  peuvent  représenter  avec 
exactitude  que  des  espaces  assez  petits  pour  que  la  courbure  de  la 
terre  y  soit  insensible.  Cet  inconvénient  a  fait  imaginer  les/?«>- 
jections  perspectives,  qui  ne  sont,  en  effet,  que  des  dessins  en  per- 
spective de  la  surface  terrestre  et  des  diverses  régions  qui  la  cou- 
vrent. Les  cartes  construites  de  cette  manière  diffèrent  les  unes  des 
autres ,  selon  la  position  du  point  de  vue  oi\  Ton  suppose  l'obser- 
vateur, et  du  tableau  sur  lequel  on  suppose  la  perspective  proje- 
tée. Par  exemple ,  si  le  tableau  est  un  plan  mené  par  le  centre  de 
la  sphère,  et  si  l'on  place  le  point  de  vue  sur  la  surface  même  de 
cette  sphère  à  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  au  plan  du 
tableau,  l'hémisphère  concave  opposé,  mis  en  perspective,  for- 
mera l'espèce  de  carte  que  l'on  nomme  mappemonde.  U  est  facile 
de  démontrer  que ,  dans  ce  système  de  construction ,  tous  les  cer- 
des  tracés  sur  le  globe  ont  pour  perspective  d'autres  cercles,  ce 
qui  rend  le  tracé  des  mappemondes  très-facile.  Mais  si,  en  général, 
le  tracé  des  cartes  est  utile  pour  figurer  ^t  rappeler  à  la  mémoire 
la  forme  des  régions  et  la  position  relative  des  lieux  qu'elles  com- 
prennent, ce  sont  les  observations  astronomiques  seules  qui  peu- 
vent fixer  ces  éléments  avec  précision. 


PHYSIQUE^  379 

En  jetant  les  yeux  sur  des  cartes  géograpliiques  construites  ches 
les  diverses  nations,  on  voit  que  chacune  d'elles  compte  ses  longi- 
tudes à  partir  d'un  méridien  différent.  Certainement,  si  Futilité 
réglait  les  usages,  celoi-ci  n'aurait  pas  dû  s'introduira;  car  rien 
n*est  plus  incommode  et  plus  superflu  que  de  rendre  ainsi  variable 
et  arbitraire  un  élément  qui  devrait  être  commun  à  tous  les  peu- 
ples civilisés.  Itfais  Tamour-propre ,  qui  existe  pour  les  nations 
comme  pour  les  individus ,  s*est  opposé  jusqu'ici  à  ce  que  l'on  soit 
généralement  d'accord  sur  ce  point.  Pendant  longtemps  on  s'était 
assez  accordé  à  prendre  pour  premier  méridien  celui  de  l'île  de 
Fer,  la  plus  occidentale  des  Canaries.  Mais  cet  usage  a  perdu  de 
sa  généralité.  Maintenant  chaque  peuple  compte  ses  longitudes  à 
partir  <ki  méridien  qui  passe  par  le  principal  observatoire  de  sa 
nation.  Les  Anglais  comptent  de  Greenwich,  les  Français  de 
Paris.  On  a  proposé  de  prendre  pour  premier  méridien  celui  qni 
passe  par  le  sommet  du  Mont-Blanc.  Ce  point ,  le  {Hus  élevé  de 
l'Europe,  est  en  effet  très-remarquable,  et,  sous  ce  rapport,  il 
appartient  également  à  tous  les  peuples  qui  habitent  cette  belle 
partie  de  la  terre.  Mais  si  l'on  craignait  encore  en  cela  jusqu'à 
l'apparence  de  l'individualité ,  on  pourrait  prendre  pour  premier 
méridien  celui  de  la  petite  île  de  Formentera ,  située  à  l'extré- 
mité de  la  méridienne,  et  liée  par  cette  opération  aux  deux  prin** 
cipaux  observatoires  de  l'Europe ,  celui  de  Paris  et  de  Londres. 
Le  choix  de  cette  petite  île  presque  déserte ,  et  qui  n'est  qu'un 
rocher  isolé ,  n'aurait  rien  qui  pût  blesser  l'amour-propre  natio- 
nal d'aucun  peuple  (*}. 


(*)  Ponp  avoir  plas  de  détails  sur  la  construction  des  cartes  géographiques, 
on  peut  consulter  un  mémoire  de  M.  Lacroix ,  dans  le  i^'^  volume  du  Mémo- 
rial topographique,  publié  parle  Dépôt  de  la  Guerre.  Quant  à  la  théorie  ma- 
thématique, vqyez  les  recherches  insérées  sur  cet  objet,  par  Lagrange ,  dans 
les  Mémoires  de  Berlin. 
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CHAPITRE  XX. 

Examen  des  conséquences  physiques  qui  résultent  de 
Vuniversalité  du  mouvement  diurne.  Il  ne  s'ensuit 
pas  nécessairement  que  ce  mouvement  doive  être 
attribué  aux  astres  plutôt  qu'à  la  terre. 

S78.  Lorsqu'on  a  établi  un  fait  physique  sur  des  preuves  in- 
contestables, il  faut  en  examiner  soigneusement  les  conséquences, 
et  distinguer  celles  qui  sont  nécessaires  de  celles  qui  sont  seule- 
ment possibles.  Déjà,  dans  le  chapitre  TV  du  tome  P*",  nous  avons 
appliqué  ce  mode  de  discussion  aux  premiers  résultats  que  nous 
avait  offerts  le  simple  aspect  du  ciel.  L'exactitude  presque  mathé 
matique  avec  laquelle  nous  avons  maintenant  déterminé  les  lois 
du  mouvement  diurne  nous  permet  de  donner  une  forme  incom- 
parablement plus  décidée,  et  plus  précise,  aux  notions  qui  nous 
avaient  alors  été  suggérées  comme  de  simples  doutes,  ou,  tout  au 
plus,  comme  des  apparences  de  probabilité  qull  fallait  suivre. 

Pour  raisonner  avec  quelque  certitude  sur  les  mouvements  cé- 
lestes, d'après  les  apparences  que  nous  observons ,  il  fallait  con- 
naître à  peu  près  notre  position  dans  l'univers  et  les  dimensions 
relatives  de  la  terre  que  nous  habitons.  Nous  voyons  maintenant, 
de  la  manière  la  plus  évidente ,  que  cette  terre ,  qui  nous  paraît  si 
vaste ,  n'est  dans  l'espace  que  comme  un  globule  à  peu  près  sphé- 
rique. 

Nous  avons  découvert  ensuite,  par  les  observations  combinées 
des  hauteurs  et  des  passages ,  que  tout  le  système  des  astres  semble 
tourner  circulairement  et  uniformément  autour  d'un  axe  qui  passe 
par  l'intérieur  delà  terre,  suivant  une  direction  que  nous  avons 
déterminée.  Ce  mouvement  s'exécute  sans  aucun  trouble;  les 
distances  angulaires  des  étoiles  restent  invariablement ,  ou  pres- 
que invariablement  les  mêmes.  Quelques  astres  seulement,  qui 
sont  le  soleil,  la  lune,  les  planètes  et  les  comètes,  font  exception 
à  cette  dernière  loi  :  leurs  distances  respectives  varient ,  et  leurs 
diamètres  apparents  éprouvent  des  changements  considérables , 
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qui,-  grossis  par  le  télescope,  et  mesarés  par  le  micromètre,  de- 
viennent sensibles,  même  après  de  courts  intervalles  de  temps.  A 
cela  près,  ces  astres  sont  assujettis,  comme  tous  les  autres,  aux 
lois  générales  du  mouvement  diurne. 

279.  Voilà  les  faits  tels  que  les  observations  les  établissent  :  il 
s'agit  d'en  déduire  les  conséquences.  D'abord  le  grossissement  du 
disque  par  le  télescope  indique  que  la  lune ,  le  soleil ,  les  pla- 
nètes et  les  eomètes  sont  incomparablement  plus  près  de  nous  que 
les  étoiles.  De  plus ,  les  variations  de  leurs  diamètres  apparents 
prouvent  que  ces  astres  ne  sont  pas  toujours  à  la  même  distance 
de  la  terre;  car  c'est  une  règle  d'optique  qu'un  même  objet  de 
dimension  constante  parsut  plus  grand  lorsqu'il  est  vu  de  plus  près, 
et  plus  petit  quand  il  est  vu  de  plus  loin  (*).  H  est  vrai  qu'on  pour- 
rait expliquer  ces  variations  par  des  changements  réels  de  forme 


(^  Les  observations  apprennent  que  les  planètes  sont  des  corps  arrondis 
comme  la  terre,  et  comme  elle,  à  fort  peu  près  sphériques.  Si,  par  Pteil  de 
Pobserraleur  et  par  le  centre  de  Tastre ,  on  mène  un  plan ,  ce  plan  coupera 
la  surfaqe  de  Tastre,  suivant  une  courbe  rentrante  ADBD',^^.  6of  et  si  du 
point  O,  où  est  situé  Tobservateur,  on  mène  à  la  courbe  ADBI>  deux  tan-, 
gcntes  qui  figureront  deux  rayons  visuels  menés  aux  points  opposés  du  disque, 
Tangle  DOD'  sera  le  diamètre  apparent  de  l'astre. 

Si  la  planète  est  une  sphère,  ou  si  elle  forme  une  surface  de  révolution 
autour  de  Taxe  AO,  Tangle  visuel  DOO'  sera  le  même  dans  quelque  sens 
qu^on  Tobserve,  et  tous  les  diamètres  apparents  observés  sur  divers  diamè- 
tres du  disque  seront  égaux  entre  eux.  Au  contraire,  si  ces  diamètres  sont 
inégaux,  on  sera  sur  que  la  ligne  de  tangcnce  du  cÔno  formé  par  les  rayons 
visuels  n^'est  point  circulaire,  ce  qui  indiquera  un  aplatissement.  Si  Ton  sup- 
pose la  section  ADBD'  circulaire,  le  rayon  viguel  OD  sera  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  CD.  Soit  celui-ci  =R,  la  distance  CO=D,  l'angle  vi- 
suel DOC,  ou  le  demi-diamètre  apparent  =  a,  le  triangle  COD,   rectangle 

en  Di  donnera  évidemn^ent 

R 
sm  «  =  = . 
D 

JLes  dimensions  de  Pastre  étant  invariables,  R  est  constant,  et  les  sinus  de  deux 
diamètres  apparents  d^un  même  astre  sont  réciproques  à  sa  distance  ;.par  con- 
séquent, Vangle  visuel  diminue  quand  Tastre  s'éloigne,  et  augmente  quand 
il  s'approche. 

Si  l'objet  est  petit  ou  fort  éloigné,  en  sorte  que  Tangle  visuel  a  soit  un 
très-petit  angle,  sin  a  sera  aussi  une  quantité  très-petite,  et  on  pourra  ; 
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qae  ces  astres  épronveraieiit»  Mus»  comme  les  observations  prou- 
vent qu'ils  sont  opaques,. et  par  conséquent  solide»,  cette  explî^ 
cation  n'aurait  pas  la  moindre  vraisemblance ,  et  il  est  iautile  de 
nous  y  arrêter.  Au  contraire,  pour  les  étoiies,  non-seulement  les 
dianiètres  apparents  sont  insensibles ,  mais  leurs  distances  angu- 
laires sont  invariables,  on  presque  invariables,  même  après  de 
longs  intervalles  de  temps.  Aucun  point  de  la  sphère  des  fixes  ne 
s'approche  donc  ou  ne  s'éloigne  de  nous,  dans  cet  intervalle,  d'une 
quantité  sensible.  Ces  différences  nous  conduisent  à  regarder  le 
"soleil,  la  lune,  les  planètes,  les  comètes  et  la  terre,  conàme  une 
sorte  dégroupe  particulier  parmi  les  autres  corps  célestes  :  c'est  ce 
que  l'on  nomme  notre  système  planétaire» 

S80.  Mais  ce  repos  des  étoiles  pourrait  bien  n'être  qu'une  ap- 
parence ;  car^  à  cause  de  leur  immense  éloignement,  il  faul  qu'elles 
parcourent  de  très-grands  intervalles  avant  que  nous  puissions 
nous  apercevoir  qu'elles  ont  changé  de  place.  C'est  donc  au  temps 
à  nous  éclairer  sur  cet  objet.  Malheureusement  les  observations 
anciennes  ne  sont  pas  assez  précises  pour  que  nous  pnisâons  en 
faire  usage.  Mais  déjà,  par  la  discussion  des  observatioas  mo- 
dernes ,  quelques  astronomes  ont  essayé  de  prouver  que  les  dis* 
tances  angulaires  de  plusieurs  étoiles  ont  augmenté  sensiblement, 
dans  une  certaine  partie  du  ciel  située  vers  la  constellation  d'Her- 
cule ^  et  ont  diminué  dans  la  partie  opposée.  H  est  donc  probable 
'que  les  premières  sont  maintenant  plus  près  de  nous ,  et  les  autres 
plus  loin.  Cet  écartement  n'est  encore  sensible  que  dans  un  petit 
nombre  d'étoiles  ;  mais  on  peut  penser  que  si  les  autres  paraissent 
immobile»,  c'est  parce  qu'elles  sont  plus  élo^nées  ;  car  ces  mou- 
vemertts,  s'ils  existent,  doivent  se  manifester  d'abord  dans  /es 
étoiles  qui  sont  les  moins  éloignées  de  nous  (*). 

sans  erreur  sensible,  le  supposer  proportionnel  à  Taag^le  a,  d^où  résvlte  ce 
fhéorème  d^optlque  : 

I^s  ailles  visuels  sous  lesquels  on  aperçoit  un  même  objet  très- éloiffté  sont 
réciproques  à  sa  distance  ;  ■ 

On ,  ce  qui  revient  au  même,  les  distances  d'un  même  oh  jet  vu  sous  de  petits      | 
angles  sont  réciproques  à  ses  diamètres  apparents,  \ 

(*)  Voyez,  à  la  fin  de  l'ouvrage,  la  Note  relative  au  mouvetnentdn  système 
planétaire. 
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S8I.  Ces  phénomènes  prouvent  inconteslablemeat  que  la  dis* 
tance  de  la  terre  aux  divers  corps  célestes  ne  reste  pas  toujours  la 
même  ;  mais  ils  ne  nous  apprennent  pas  si  le  soleil ,  les  planètes  e( 
les  étoiles  sont  réellement  en  mouvement,  la  terre  étant  immobile , 
ou  si  la  terre  en  mouvement  s'approche  et  s^éloigne  de  ces  astrea. 
Quelque  singulière  que  cette  question  paraisse,  il  n'y  a  rien  dan» 
les  observations  qui  puisse  la  décider.  Lorsque  le  soleil  nous 
semble  s'approcher  de  la  terre,  un  observateur  placé  dans  le 
soleil  devrait,  comme  nous,  se  juger  en  repos  et  croire  que  la 
terre  s'approche  de  lui.  Il  en  est  de  même  du  mouvement  diurne 
des  astres  :  nous  ne  pouvons  pas  en  conclure  qu'ils  tournent  réel- 
lement, oar  les  apparences  seraient  absolument  les  mêmes  si 
c'était  la  terre  qui  tournât.  Entrâmes  avec  les  corps  qui  nous  en- 
vironnent, avec  les  mers  et  Talmosphère ,  nous  nous  croirions  im- 
mc^iles,  et  lorsque  la  terre ,  par  sa  rotation ,  nous  présenterait  suc- 
cessivement aux  divers  points  du  ciel,  nous  imaginerions  que  c'est 
le  ciel  qui  tourne  réellemenî;  autour  de  nous. 

'282.  .On  a  des  exemples  fréquents  de  ces  illusions.  Souvent 
nous  attribuons  n^rtre  propre  mouvement  aux  objets  extérieurs. 
Un  voyageur,  tisanquitte  au  fond  d'une  voiture  qui  l'emporte  avec 
rapidité,  voit  les  arbres  qui  bordent  la  route  courir  vers  lui  à 
droite  et  à  f^auche;  une  autre  personne  placée  dans  la  même  voi- 
ture, ifiais  emportée  en  arrière,  croit  les  voir  s'enfuir.  Les  yeux 
s'habitttéiit  tell'eipent  à  cette  illusion ,  qu'elle  ne  cesse  pas  aussitôt 
qm0  la.  vôituife  s'arrête,  ou  plutôt  elle  en  produit  une  contraire; 
car  alors,  en-  voyant  les  objets  immobiles,  on  se  croit  pendant 
quelques ''instants  transporté  dans  le  sens  opposé.  Dans  d'autres 
cas  ,  nous  fafeons  abstraction  du  mouvement  réel  des  corps.  Un 
cavalier  q^ii  court  à  toute  bride  lance  des  boules  au-dessus  de  sa 
tête ,  et  les  retient  dans  sa  main  :  elles  lui  semblent  tomber  vertica* 
lement;  cependant  cela  ne  saurait  être ,  puisqu'il  a  changé  de  place 
pendant  leur  chute.  Elles  décriveut  réellement  des  courbes  très* 
composées,  et  c'est  ainsi  que  les  voit  un  spectateur  immobile. 
£nfin ,  iJ  y  a  des  circonstances  où  le  mouvement  nous  semble  du 
repos ,  et  le  repos  du  mouvement.  Regardez  le  ciel  le  soir  lorsqu'il 
est  en  partie  couvert  de  nuages  que  le  vent  pousse  avec  rapidité  ; 


384  /iSTaOHOMlF. 

si  ia  lune  ou  quelque  étoile  paraît  entre  eux  ,  elle  semble  se  mou- 
voir rapidement  «n  sens  contraire  :  il  est  très^diffîcile  et  comme 
impossible  de  résister  à  cette  illusion* 

285.  £n  général,  plusieurs  causes  contribuant  à  nous  faire  mal 
juger  des  mouvements  qui  se  font  hors  de  nous.  D'abord,  doqs 
croyons  nos  yeux  en  repos ,  lorsque  le  mouvement  qui  nous  em- 
porte n'est  pas  un  effet  actuel  de  notre  volonté ,  ou  un  résultat 
immédiat  de  l'action  de  nos  organes.  L'illusion  est  d'autant  plus 
forte  que  le  mouvement  est  plus  rapide;  surtout,  si  nous  oe 
sommes  avertis  par  aucune  secousse,  comme  il  arrive  dans  une 
voiture  qui  roule  sur  la  terre.  Secondement ,  nous  sommes  portés, 
par  l'habitude,  à  faire  abstraction  des  mouvements  auxquebnoos 
participons ,  parce  qu'ils  ne  nous  empêchent  pas  de  saisir,  comme 
à  l'ordinaire ,  les  objets  qui  se  déplacent  avec  nous  :  c'est  le  cas  du 
cavalier.  Enfin,  parmi  les  objets  éloignés^  ce  sont  toujours  les 
plus  petits  que  nous  croyons  en  mouvement.  Ceux  qui  nous  sem- 
blent plus  grands  ou  plus  difficiles  à  mouvoir,  nous  les  jugeons 
immobiles.  Ainsi,  la  lune  et  les  étoiles  nous  paraissant  tràs-petites, 
par  rapport  à  de  vastes  amas  de  nuages  qui  embrassent  l'horizon, 
ces  astres  nous  semblent  en  mouvement  au  milieu  d'eux.  Nous 
sommes  encore  trompés  en  cela  par  l'habitude ,  qui  nous  montre 
les  petits  objets,  comme  les  oiseaux,  en  mouvement  parmi  les 
grands  corps,  tels  que  les  arbres  et  les  montagnes. 

Mais  ces  faux  jugements  se  redressent  avec  fadlîté  lorsqu'on  a 
une  idée  exacte  du  mouvement;  et  s'il  n'est  pas  toujours|)ossible 
de  se  défendre  des  illusions  qui  les  occasionnent ,  on  peut  du  moins 
toujours  en  reconnaître  l'erreur  et  en  prévenir  les  conséqueuces. 

284.  Le  mouvement  n'a  d'effet  sensible  que  relativement  aux 
choses  qui  en  sont  privées;  mais,  pour  celles  qui  y  participant 
également,  il  n'est  rien  jet  ne  produit  aucun  effet.  Voilà  le  prin- 
cipe général  dont  il  faut  bien  se  pénétrer.  Ainsi  des  marchandise 
embarquées  danç  un  navire,  et  .parties  pour  un  grand  yoji^^) 
sont  réellement  en  mouvement  pendant  tpute  la  traversée,  entant 
qu'elles  passent  par  plusieurs  lieux  dont  la  position  ne  change  pomt 
avec  le  navire ,  et  qui  ne  se  meuvent  .pas  avec  lui.  Mais  si  l'on  con- 
sidère les  balles  et  les  caisses  dont  le  navire  est  chargé ,  par  rappo^^ 
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au  navire  lui-inême ,  ce  mouyement  de  transport  est  comme  s'il 
n^existait  pas.  Il  D*altère  point  les  positions  respectives  de  ces 
objets,  parce  que  tous  y  participent ,  et  y  participent  également. 
Mais  si  une  des  caisses  se  déplace  par  rapport  aux  autres ,  ne  fût-ce 
que  d'un  millimètre,  ce  millimètre  sera,  relativement  à  elles  et  au 
navire,  un  mouvement  plus  grand  que  tout  le  voyage  fait  en- 
semble. 

2SS.  Concluons  de  là  que  quelque  mouvement  qu'ait  réellement 
la  terre,  si  tous  les  objets  placés  à  sa  surface  y  participent,  si  Tat- 
mosphère  le  partage ,  et  si  nous  le  partageons  nous-mêmes,  nous 
ne  pourrons  nullement  le  sentir,  et  il  sera  pour  nous  comme  sMl 
n'existait  pas.  Mais  d'un  autre  côté ,  il  est  également  nécessaire  que 
ce  mouvement  paraisse  général  et  commun  à  tous  les  objets  visi- 
bles qui ,  étant  hors  de  la  terre ,  et  de  l'atmosphère  qui  marche 
avec  elle,  sont  étrangers  à  son  mouvement.  Ainsi ,  la  véritable  mé- 
thode par  laquelle  nous  pourrons  découvrir  si  l'on  peut  attribuer 
un  mouvement  à  la  terre ,  et  quel  mouvement  on  peut  lui  attribuer, 
c'est  de  considérer  et  d'observer  si ,  dans  les  corps  séparés  de  la 
terre  et  de  l'atmosphère ,  comme  le  sont  les  astres ,  on  découvre  un 
mouvement  commun  qui  convienne  également  à  tous.  Car,  par 
exemple,  un  mouvement  qui  s'observerait  seulement  pour  la  lune , 
et  (]ui  n'aurait  lieu  ni  pour  les  planètes ,  ni  pour  les  étoiles ,  ne 
pourrait  être  attribué  qu'à  la  lune  et  non  pas  à  la  terre.  Il  n'y  a 
rien  de  plus  général  à  cet  égard  que  le  mouvement  diurne  qui  en- 
traîne en  même  temps  tous  les  astres  d'orient  en  occident.  Ainsi , 
d'après  les  seules  apparences,  ce  mouvement  peut,  avec  autant  de 
raison ,  être  attribué  à  la  terre  seule,  en  sens  contraire ,  qu'au  reste 
du  monde ,  la  terre  exceptée. 

On  en  peut  dire  autant  des  autres  mouvements  très-petits,  mais 
pourtant  généraux ,  dont  nous  avons  reconnu  ou  annoncé  l'exis- 
tence. Ces  mouvements  pourraient  bien  ne  pas  se  faire  réellement 
dans  les  étoiles ,  car  les  apparences  seraient  absolument  les  mêmes 
si  l'équateur  de  la  terre  et  l'axe  qui  lui  est  perpendiculaire,  restant 
fixes  sur  sa  surface ,  se  déplaçaient  peu  à  peu  dans  le  ciel.  La  hau- 
teur du  pôle  sur  l'horizon  de  chaque  lieu  serait  toujours  la  même  ; 
tous  les  objets  terrestres  conserveraient  leurs  positions  respectives, 

T.     III.  ?'5 
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et  nous  nous  croirions  encore  immobiles  au  milieu  d'eux.  Les  astres 
nous  paraîtraient  donc  faire  y  dans  les  deux  y  tous  les  mouvements 
que  la  terre  ferait  en  sens  contraire.  Les  seules  ap[)arence$  n'of- 
frent absolument  rien  par  quoi  l'on  puisse  décider  laquelle  de  os 
deux  hypothèses  est  la  véritable. 

Dans  notre  incertitude ,  il'  ne  nous  reste  qu'un  parti  à  suivre, 
c'est  d'étudier  avec  soin  les  apparences  des  mouvements  célestes, 
et  de  voir  laquelle  des  deux  hypothèses  les  explique  avec  plus  de 
simplicité. 
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CHAPITRE  XXI. 

Conséquences  physiques  de  V aplatissement  de  la  terre. 
Longueur  du  pendule  à  secondes  sur  les  différents 
parallèles, 

286.  Quoique  l'aplatissement  de  la  terre  soit  une  quantité  très- 
petite ,  sa  connaissance  est  extrêmement  importante,  à  cause  des 
conséquences  qu'elle  entraîne. 

Et  d'abord,  on  voit  que  la  pesanteur,  toujours  perpendiculaire 
à  la  surface  et  dirigée  suivant  la  verticale ,  ne  tend  plus  au  centre 
de  la  terre.  Ses  directions  s'en  écartent  d'une  quantité  très-petite, 
du  même  ordre  que  Faplatissement.  Il  y  a  donc  une  liaison ,  un 
rapport  nécessaire ,  entre  la  forme  de  la  terre  et  la  pesanteur.  En 
suivant  cette  liaison,  nous  parviendrons  peut- être  à  découvrir 
d'où  vient  cet  aplatissement  lui-même,  et  à  quelle  cause  probable 
on  peut  l'attribuer. 

287.  En  considérant  la  pesanteur  d'une  manière  générale ,  nous 
voyons  qu'elle  agit  sur  tous  les  corps  terrestres  comme  par  une 
sorte  Ôl  attraction  qui  les  sollicite  vers  la  terre  et  tend  à  les  y  pré- 
cipiter. Cette  force  subsiste  au  sommet  des  montagnes  et  dans  les 
cavités  les  plus  profondes.  On  peut  donc  considérer  la  terre  entière 
comme  composée  d'une  infinité  de  particules  matérielles  réunies 
et  concentrées  par  la  pesanteur. 

Si  ces  particules  n'ont  pas  toujours  formé  une  masse  solide ,  si 
elles  se  sont  trouvées  autrefois  dans  un  état  de  mollesse  qui  don- 
nait plus  de  liberté  à  leurs  mouvements ,  elles  ont  dû  s'arranger 
d'elles-mêmes,  comme  l'exigeait  la  nature  des  forces  dont  elles 
étaient  animées  ;  et  en  les  supposant  sollicitées  par  la  seule  pesan- 
teur, elles  devaient  se  réunir  en  une  masse  sphérique,  comme  font 
\es  gouttes  d'eau  et  de  mercure.  Or,  un  grand  nombre  de  faits 
d'histoire  naturelle  attestent  que  cet  état  a  réellement  existé,  et  que 
la  terre  a  été  primitivement  fluide.  Mais ,  puisqu'elle  n'a  pas  pris 
la  forme  sphérique ,  il  faut  en  conclure  que  quelque  autre  cause 
igissait  aussi  sur  ses  particules ,  et  contribuait  à  leur  arrangement. 

25.  / 
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Gela  devient  facile  à  expliquer,  si  nous  supposons  que  la  terre 
tourne  journellement  sur  elle-même;  car  alors  cette  cause,  qui  a 
renflé  Féquateur  et  aplati  les  pôles ,  est  sans  doute  la./brce  centn- 
fuge  due  au  mouvement  de  rotation. 

On  conçoit  en  effet  que,  si  la  terre  tourne ,  ses  diverses  parties 
font  effort  pour  s'éloigner  de  Taxe  de  rotation.  C'est  ainsi  qu'une 
pierre  tournée  rapidement  dans  une  fronde,  tend  la  corde  qui  ia 
retient,  et  la  rompt  si  elle  est  trop  faible,  (jette  force  centrifuge  s'ac- 
croît avec  hi  vitesse  ;  elle  est  la  plus  grande  possible  pour  les  points 
de  réquateur,  qui  décrivent  le  plus  grand  cercle.  Elle  est  nulle  aux 
pôles  qui  sont  immobiles ,  et  elle  décroît ,  par  des  degrés  insensi- 
bles ,  d'une  de  ces  limites  à  l'autre.  La  terre,  par  l'action  de  cette 
force ,  devait  donc  s'aplatir  aux  pôles  et  se  gonfler  à  l'équatenr. 

Considérons  deux  colonnes  fluides  communiquant  entre  elles,  et 
dont  l'une  soit  dirigée  suivant  l'axe  qui  passe  par  les  pôles ,  l'autre 
dans  le  plan  de  l'équateur,  ces  colonnes  s'étendant  du  centre  à  la 
surface  de  la  terre.  Les  particules  matérielles  qui  se  trouvent  dans 
la  colonne  de  l'équateur  sont  favorisées  par  la  force  centrifuge, 
qui  tend  à  les  éloigner  de  l'axe  de  rotation ,  et  leur  pesanteur  en  est 
un  peu  diminuée.  La  colonne  des  pôles ,  au  contraire ,  n*a  aucune 
force  centrifuge  ;  elle  obéit  entièrement  à  la  pesanteur  qui  l'attire 
vers  le  centre  de  la  masse.  Elle  a  donc  réellement  plus  de  poids  que 
l'autre ,  et  il  ne  peut  y  avoir  d'équilibre  entre  elles,  à  moins  que  la 
colonne  de  l'équateur  ne  s'allonge  aux  dépens  de  celle  des  pôles, de 
sorte  que  la  diminution  de  la  pesanteur  se  trouve  compensée  par 
l'accroissement  de  la  masse.  Le  même  effet  doit  se  produire  dans 
toutes  les  colonnes  parallèles  à  l'équateur,  mais  il  devient  de  pins 
en  plus  faible  à  mesure  que  leur  force  centrifuge  est  moindre;  et 
ces  allongements  gradués  produisent  sur  le  sphéroïde  un  renfle- 
ment général  qui  diminue  insensiblement  de  l'équateur  aux  pôles. 
Ainsi ,  en  supposant  que  la  terre  tourne ,  son  aplatissement  se- 
rait une  conséquence  nécessaire  de  sa  rotation ,  et ,  par  conséquent, 
puisque  cet  aplatissement  existe,  il  indique  cette  rotation  avec 
beaucoup  de  vraisemblance. 

Ô88.  L'analogie  la  plus  frappante  vient  encore  confirmer  ces 
soupçons.  Parmi  les  planètes ,  il  en  est  plusieurs  dont  le  disque 
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ovale  offre  des  signes  non  équivoques  d*un  aplatissement^  tels 
sont,  par  exemple,  Jupiter  et  Saturne.  En  les  observant  avec  soin, 
on  a  découvert ,  à  la  surface  de  leur  disque ,  des  taches  dont  le 
déplacement  régulier  et  le  retour  périodique  décèlent  le  mouve- 
ment de  rotation  de  la  planète  autour  de  son  plus  petit  diamètre. 
Pourquoi  la  terre ,  semblable  à  ces  planètes  par  sa  rondeur  et  par 
son  aplatissement ,  n'aurait-elle  pas  aussi  comme  elles  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  son  petit  axe?  Loin  que  ce  phénomène 
doive  nous  paraître  extraordinaire,  il  serait  au  contraire  fort 
étonnant  qu'il  n'eût  pas  lieu, 

289.  En  suivant  cette  induction ,  elle  nous  mène  à  une  autre 
conséquence  non  moins  importante.  Si  la  terre  était  sphérique  et 
homogène ,  Tattraction  exercée  par  sa  masse  sur  les  divers  points 
de  sa  surface ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  pesanteur  qui  sol- 
licite les  corps  vers  son  centre  serait  la  même  partout.  Mais  la 
forme  elliptique  détruit  cette  égalité ,  et  l'attraction  doit  augmen- 
ter en  allant  de  l'équateur  au  pôle ,  proportionnellement  au  carré 
du  sinus  de  la  latitude;  ce  que  Ton  prouve  par  des  calculs  que 
nous  ne  saurions  rapporter  ici.  Maintenant,  si  la  terre  tourne  au- 
tour de  son  petit  axe ,  une  autre  cause  se  combine  avec  la  précé- 
dente. L'action  de  la  force  centrifuge  tend  à  diminuer  le  résultat 
de  l'attraction  ;  mais  cette  diminution  varie  aussi  de  l'équateur  au 
pôle ,  parce  qu'en  s'approchant  du  pôle ,  la  force  centrifuge ,  tou- 
jours perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation ,  devient  de  plus  en  plus 
oblique  sur  le  rayon  terrestre ,  et  par  conséquent  sur  la  direction 
de  la  pesanteur.  Il  est  même  facile  de  prouver,  par  les  principes 
de  la  mécanique  y  que  cette  diminution  est  aussi  proportionnelle  au 
carré  du  sinus  de  la  latitude ,  comme  celle  de  l'attraction.  Ainsi , 
par  l'effet  de  ces  deux  causes ,  la  pesanteur  absolue  que  nous  ob- 
servons, c'est-à-dire  l'excès  de  l'attraction  sur  la  force  centrifuge 
décomposée  suivant  le  rayon  terrestre ,  doit  varier  de  l'équateur 
au  pôle  suivant  la  même  loi.  Par  une  conséquence  nécessaire,  en 
allant  de  l'équateur  vers  les  pôles ,  la  chute  des  corps  doit  s'accé- 
lérer proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude ,  et  le 
métne  corps  doit  devenir  plus  pesant  suivant  ce  rapport. 

Les  oscillations  du  pendule  offrent  un  moyen  simple  de  vérifier 
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ce  fait.  Si  la  chute  des  corps  s^accélère ,  les  oscOladons  doivent  se 
faire  plus  rapidement ,  et  l'on  peut  calculer,  d'après  leur  vitesse , 
l'accroissement  de  la  pesanteur.  Car  on  démontre,  en  mécanique, 
que  les  longueurs  des  pendules  synchrones  sont  proportionnelles 
aux  intensités  de  cette  force.  Or,  en  transportant  im  même  pen- 
dule en  différents  lieux  de  la  terre,  on  a  trouvé  qu'en  effet  il  va 
plus  vite  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  Téquateur  ;  et  la  loi  de  cette 
accélération ,  que  Ton  a  déterminée  avec  beaucoup  d'exactitude , 
est,  en  effet,  très-approximativement proportionnelle  au  carré  da 
sinus  de  la  latitude ,  comme  l'exigerait  la  rotation  du  globe  ter- 
restre. J'ai  rapporté,  à  la  fin  du  tome  II,  l'ensemble  des  expéiiences 
qui  établissent  ce  résultat  comme  vérité  générale ,  en  décelant  les 
variations  locales  d'un  ordre  incomparablement  moindre  auxquelles 
il  est  sujet. 

En  négligeant  ces  variations ,  ou  les  faisant  disparaître  par  leurs 
compensa^ons  mutuelles ,  dans  un  grand  nombre  de  mesures  prises 
sur  les  mêmes  parallèles  et  sur  des  parallèles  divers,'^  on  obtient  le 
tableau  suivant,  qui  exprime  la  loi  moyenne  de  variation  du  pen- 
dule simple  à  secondes  sous  les  diverses  latitudes  terrestres.  La 
longueur  de  ce  pendule  à  l'Observatoire  de  Paris  est  prise  pour 
unité. 


LATITUDES. 

LON6UKIJRS 

da  pendule. 

S 

0,00 

0,99669 

ao,oo 

0,99745 

48,44 

0,99950 

54,26 

1,00000 

74,2a 

1,00137 

On  voit,  par  ces  résultats,  qu'en  s^éloignant  de  l'équatear,  on 
est  obligé  de  donner  plus  de  longueur  au  pendule  pour  avoir  des 
oscillations  de  même  durée.  Il  s'ensuit  nécessairement  que  la  pe- 
santeur augmente  quand  on  s'avance  dans  cette  direction^  car, 
puisqu'on  allonge  le  pendule ,  si  elle  restait  la  même ,  les  oscilla- 
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tions  se  ralentiraient.  De  plus,  les  variations  de  ces  longueurs  sont 
très-bien  représentées  par  un  accroissement  proportionnel  au 
carré  du  sinus  de  la  latitude  y  comme  on  peut  aisément  le  vérifier 
sur  les  nombres  rapportés  dans  le  tableau  précédent.  L'augmen- 
tation de  la  pesanteur,  en  allant  de  l'équateur  au  pôle,  est  donc 
un  nouvel  indice  de  la  rotation  de  la  terre.  De  plus,  on  prouve 
par  le  calcul^  que  les  longueurs  du  pendule  à  secondes ,  en  diffé- 
rents lieux,  sont  proportionnelles  aux  pesanteurs  qui  Paniment. 
D'après  cela,  les  rapports  exprimés  dans  le  tableau  ci-dessus 
doivent  représenter  aussi  les  poids  successifs  d'une  même  masse 
que  Ton  transporterait  successivement  à  des  latitudes  diverses. 

990.  Nous  ne  donnons  ici  que  les  rapports  des  longueurs  abso- 
lues du  pendule  à  différentes  latitudes.  Pour  connsutre  leurs  va- 
leurs absolues ,  il  faudrait  donner  celle  d'une  des  mesures  précé- 
dentes, par  exemple,  celle  du  pendule  à  Paris.  Mais,  auparavant, 
il  faut  décider  de  quelle  division  du'  temps  on  veut  faire  usage , 
puisque  la  longueur  du  pendule  à  secondes  sera  nécessairement 
différente  suivant  l'espèce  de  seconde  que  l'on  emploiera.  Pour 
nous  qui,  jusqu'à  présent,  ne  connaissons  de  mesure  du  temps 
que  celle  qui  est  donnée  par  les  étoiles ,  nous  n'avons  besoin  de 
connaître  que  le  pendule  sidéral,  c'est-à-dire  celui  qui  ferait  une 
oscillation  pendant  une  seconde  sexagésimale  ou  décimale  de 
temps  sidéral;  or,  des  expériences  très-exactes,  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris,  et  vérifiées  avec  beaucoup  de  soin,  ont  donné  i^)  : 

Longueur  du  pendule  sidéral ,  à  secondes  sexa- 
gésimales  0^,9884327 

Longueur  du  pendule  sidéral ,  à  secondes  déci- 
males  o"»,73786ii 

Avec  ces  valeurs  absolues  et  les  rapports  des  longueurs,  que 
nous  avons  donnés  dans  le  tableau  précédent,  on  aura  tout  de  suite 
les  longueurs  du  pendule  sidéral  pour  les  latitudes  indiquées  dans 
ce  tableau.  Et  on  les  obtiendrait  également  pour  un  autre  parai- 


(*)  Relativement  au  détail  de  ces  expériences ,  voyez  la  disserlatlon  placée 
à  la  fin  du  tome  II ,  pages  43ti  et  suivantes. 
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lèle  quelconque  en  les  calculant  d'après  la  loi  de  variation  qne 
nous  avons  reconnu  exister  entre  elles ,  c'est-à-dire  proportion- 
nellement au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Enfin ,  si  Ton  voulait 
les  obtenir  pour  telle  autre  division  du  temps  que  Ton  voii- 
drait  imaginer,  on  les  trouverait  facilement  d'après  la  règle  sui- 
vante. Les  longueurs  des  pendules  simples  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  des  temps  qui  expriment  les  durées  de  leurs  osdllatioDS. 
Il  faut  toutefois  se  rappeler  que  l'application  des  longueurs  ab- 
solues aux  divers  parallèles  terrestres  ne  sera  exacte  que  dans 
son  ensemble,  les  localités  y  apportant  de  petites  différences  acci- 
dentelles ,  qui  sont  sensibles  dans  des  observations  précises. 

Les  astronomes  sont  dans  l'usage  de  régler  tous  leurs  calcals 
sur  une  période  de  temps  déduite  de  la  marche  du  soleil ,  et  que 
l'on  nomme  le  jour  moyen.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on 
détermine  la  durée  de  cette  période^  et  par  quelles  conditions 
elle  est  donnée.  Mais  nous  pouvons,  dès  à  présent ,  la  définir  avec 
exactitude,  en  disant  que  le  jour  moyen  est  plus  long  que  le  jour 
sidéral  de  235  secondes  sexagésimales  moyennes  et  -^ ,  en  sorte 
que  86400  secondes  sidérales  sexagésimales  égalent,  en  durée, 
86i64",09  sexagésimales  moyennes.  D'après  cela ,  si  le  jour  moyen 
est  représenté  par  86400"  sexagésimales  moyennes,  le  jour  sidéral 
le  sera  par  86i64'Sog.  Ainsi ,  en  multipliant  la  longueur  du  pendule 

sidéral  sexagésimal  ou  0^,9884327  par  (        ^. J  ?  rapport 

du  carré  des  temps ,  on  aura  la  longueur  du  pendule  à  secondes 
moyennes  sexagésimales  pour  Paris,  laquelle  sera  o™,9938526, 
ou  en  mesures  anciennes  3i^*8^ ,  57 1 ,  ou  en  lignes  ^^OyS']  i  - 

Si  l'on  voulait  la  longueur  du  pendule  à  secondes  décimales 
moyennes,  on  l'obtiendrait  par  un  calcul  tout  semblable,  en  mul- 
tipliant la  longueur  du  pendule  sidéral  décimal,  ou  o", 7378611  j 

/    86400   \^ 
par  (ô3-j?7 )  9  c'est-à-dire  parle  carré  du  rapport  du  jour 

moyen  au  jour  sidéral;  on  aura  ainsi  0^,7419070  pour  la  lon- 
gueur du  pendule  moyen  décimal  à  Paris  (*). 

{*)  En  général ,  soient  L  la  latitude ,  X  la  longueur  absolue  du  pendule 
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Les  valeurs  précédentes  sont  relatives  au  niveau  de  la  mer. 
A  mesure  que  l'on  s'élève  au-dessus  de  celte  surface ,  il  faut  rac- 
courcir le  pendule  pour  qu'il  fasse  le  même  nombre  d'oscillations 
dans  le  même  temps.  Bouguer  a  fait  sur  cet  objet ,  au  Pérou ,  un 
grand  nombre  d'expériences.  En  prenant  pour  unité  la  longueur 
du  pendule  à  secondes  à  l'équateur ,  et  au  niveau  de  la  mer  >  il  a 
trouvé  qu'à  Quito ,  à  la  hauteur  de  2857  mètres ,  cette  longueur 
était  0,999249,  c'est-à-dire  moindre  de  près  de  rrfTy  S'*'^  ^^ 
Pichîncha,  à  4744  niètres  de  hauteur,  cette  longueur  était  encore 
moindre;  elle  se  trouvait  réduite  à  0,998816.  La  pesanteur,  ton- 
jours  proportionnelle  à  la  longueur  du  pendule ,  se  trouvait  donc 
aussi  réduite  dans  le  même  rapport.  Ainsi  la  pesanteur  diminue  à 
mesure  que  l'on  s'éloigne  de  la  surface  de  la  terre ,  et  si  Ton  en 
juge  par  ces  différences ,  déjà  sensibles  à  une  distance  si  petite ,  il 
est  bien  probable  que  la  même  force  s'étendrait  ainsi  indéfiniment, 
en  s'affaiblissant  dans  l'espace. 

S9i.  On  est  parvenu,  par  la  théorie,  à  découvrir  les  rapports 
qui  existent  entre  l'aplatissement  de  la  terre  et  les  variations  de 
la  longueur  du  pendule,  dégagées- de  leurs  accidents  locaux.  La 
valeur  de  l'aplatissement,  ainsi  calculée  par  l'ensemble  des  obser- 
vations, s'est  trouvée  égale  à  jfn-,  c'est-à-dire  très-peu  différente 
de  celle  qui  résulte  de  la  mesure  des  degrés.  Et  comme,  d'après  la 
même  théorie,  l'allongement  du  pendule  de  l'équateur  au  pôle 
doit  être  à  fort  peu  près  proportionnel  au  carré  du  sinus  de  la 


décimal ,  qui  ferait  looooo  oscillations  dans  un  jour  moyen  ,  on  aura  la  va- 
leur de  X  en  parties  du  mètre ,  par  cette  formule  conclue  d*un  très-grand 
nombre  d^observations , 

;  =  0,7395796 -H  0,0041 10. 8in*L. 

Le  premier  terme  «Bt  la  longueur  du  pendule  à  Téquateur.  Si  Ton  substi- 
tue ,  au  lieu  de  sin*  L ,  sa  valeur  -^ ,  la  formule  deviendra 

X  =  0,7416336  —  o,oo2o55.cos  2L  ; 

et  le  premier  terme  sera  la  longueur  du  pendule  moyen  décimal  à  la  lati- 
tude de  5o  grades. 
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latitude,  on  voit  que  cet  allongement  suit  encore  la  même  loi  <{ae 
Taccroissement  des  degrés. 

S92.  La  longueur  du  pendule  à  secondes  étant  exprimée  en 
parties  du  mètre ,  la  connaissance  de  ce  résultat  suffirait  pour  re- 
trouver le  MiT&E,  base  de  toutes  nos  mesures,  si  tous  les  étalons 
qui  fixent  sa  valeur  exacte  venaient  à  se  perdre  dans  la  suite  des 
temps.  En  effet,  si  Ton  se  rappelait  seulement  que  la  longueur  du 
pendule  sidéral  à  secondes  sexagésimales  est  à  Paris  de  0*^,9884327, 
en  observant  exactement  cette  longueur  par  Texpérience,  et  la 
divisant  par  0,9884327,  le  MiTBE  serait  aussitôt  retrouvé.  Toute 
autre  longueur  du  pendule,  sexagésimal  ou  décimal,  sidéral  ou 
moyen ,  observée  dans  une  latitude  connue,  servirait  également. 
Voilà  l'avantage  que  l'on  a  eu  en  prenant  pour  base  du  système 
métrique  des  données  ûf.ées  par  la  nature.  C'est  un  avantage  que 
n'avaient  point  les  mesures  arbitraires,  dont  les  anciens  se  sont 
servis  faute  d'en  savoir  déterminer  de  plus  exactes.  Aussi,  les 
étalons  de  ces  mesures  s'étant  perdus  par  l'effet  des  révolutions 
des  peuples ,  leur  valeur  s'est  perdue  également  pour  toujours, 
et  les  évaluations  auxquelles  elles  ont  servi  de  base  ne  peuvent 
plus  servir  que  de  sujet  aux  recherches  et  aux  conjectures  des 
érudits. 

295.  La  rotation  de  la  terre  devient  encore  sensible  dans  un 
autre  phénomène  très-remarquable;  c'est  la  déviation  des  corps 
qui  tombent  d'une  grande  hauteur.  Pour  concevoir  ce  phénomène, 
imaginons  un  corps  pesant,  placé  à  une  grande  distance  de  la  sur- 
face terrestre,  par  exemple  au  sommet  d'une  haute  tour.  Si  la 
terre  est  immobile,  le  corps  tombera  au  pied  de  la  tour^  suivant  la 
verticale;  mais  si  la  terre  toiurne  sur  elle-même,  le  corps  qui  participe 
à  ce  mouvement,  aura,  à  l'instant  de  départ,  une  vitesse  de  rotation 
plus  grande  que  le  bas  de  la  tour,  parce  qu'il  est  plus  éloigné  de 
l'axe.  Ainsi ,  lorsqu'il  tombera  ^ec  le  mouvement  composé  de 
cette  vitesse  horizontale  et  de  la  pesanteur,  il  devra  devancer  un 
peu  la  verticale  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  terre  ;  et  par 
conséquent ,  après  sa  chute ,  il  sera  un  peu  écarté  de  la  tour  vers 
l'orient;  c'est  ce  que  l'expérience  confirme. 

On  a  calculé ,  d'après  les  lois  de  la  mécanique ,  l'étendue  de  cet 
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écart  pour  diverses  haateurs  ^  et  la  théorie  s'est  trouvée  parfaite- 
ment conforme  aux  résultats  observés. 

S94.  Lorsque  Copernic,  renouvelant  les  idées  des  anciens  phi- 
losophes, présenta  le  système  du  mouvement  de  la  terre,  on  lui 
objecta  que  les  corps ,  dans  leur  chute ,  ne  participant  plus  à  ce 
mouvement,  devraient  rester  en  arrière,  et  s'écarter  vers  Foccident 
de  la  verticale.  Mais  quand  les  lois  du  mouvement  furent  mieux 
connues,  on  sut  que  les  corps  doivent  conserver,  dans  leur  chute , 
la  vitesse  horizontale  résultante  de  la  rotation  de  la  terre ,  à  laquelle 
ils  participaient  d'abord.  On  conclut  de  là  que  les  corps  devaient 
tomber  précisément  au  pied  de  la  verticale.  Enfin ,  lorsque  les 
principes  de  la  mécanique  ont  été  encore  plus  approfondis ,  on  a 
reconnu  de  nouveau  qu'il  devait  y  avoir  une  petite  déviation , 
mais  opposée  à  celle  que  l'on  imaginait  d'abord,  et  dirigée  vers 
l'est.  C'est  ainsi  que  souvent  les  connaissances  se  perfectionnent  et 
se  rectifient  en  passant  par  des  erreurs. 

Il  n'est  pas  temps  encore  de  fiiire  ressortir  toute  la  force  des 
in<lices  que  nous  venons  de  recueillir  sur  la  rotation  de  la  terre. 
Les  phénomènes,  en  se  multipliant,  nous  amèneront  de  nouvelles 
preuves  qui  établiront  enfin  la  réalité  de  ce  mouvement  d'une  ma- 
nière incontestable.  Mais  nous  devons ,  dès  à  présent ,  conclure 
que,  s'il  n'est  pas  encore  décidément  prouvé  par  ces  phénomènes, 
il  en  devient  du  moins  extrêmement  probable. 
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CHAPITRE  XXII. 

Des  parallaxes. 

^W,  Les  méthodes  d'observation  que  nous  avons  jusqu'à  présent 
établies,  ont  eu  spécialement  pour  objet  les  étoiles  fixes ,  et  elles 
sont  toutes  fondées  sur  la  considération  de  leur  distance  presque 
infinie,  qui  permet  de  supposer  que  les  rayons  visuels,  menés  des 
différents  points  de  la  terre  à  une  même  étoile ,  sont  tout  à  fait  pa- 
rallèles. Ce  principe  ne  peut  plus  être  employé  pour  les  corps  qui 
composent  notre  système  planétaire,  parce  qu'ils  sont  beaucoup 
plus  rapprochés  de  nous ,  et  le  point  de  la  terre  d'où  on  les  obsenre 
n'est  plus  si  fort  indifférent.  Ainsi,  pour  compléter  ces  méthodes, 
il  faut  étudier  plus  particulièrement  les  effets  de  ces  différences 
d'aspect,  et  trouver  le  moyen  d'en  corriger  l'influence. 

â96.  Lorsque  différents  observateurs  répartis  sur  la  surface  de  la 
terre  observent  un  même  astre,  ils  ne  le  rapportent  pas  au  même 
point  du  ciel;  car  soient  L  cet  astre,  fig,  6i,  G  le  centre  delà 
terre,  0,  0'  les  positions  des  deux  observateurs,  OL,  O'L  les 
rayons  visuels  menés  de  leurs  yeux  à  l'astre.  Gomme  on  rapporte 
toujours  les  objets  sur  le  prolongement  de  ces  rayons ,  le  premier 
verra  l'astre  en  /  sur  la  sphère  céleste,  le  second  le  verra  en  /'.  La 
différence  de  ces  deux  résultats  dépendra  de  l'angle  OLO',  sous 
lequel  on  verrait,  du  centre  de  l'astre,  la  corde  de  l'arc  terrestre 
qiû  joint  les  deux  observateurs.  Cet  angle  se  nomme  la  parallaxe. 
Pour  les  étoiles  il  est  absolument  insensible  ;  cela  résulte  de  nos 
observations,  puisque  nous  avons  trouvé  que  les  rayons  visuek 
OL,  O'L  peuvent  être  supposés  parallèles  sans  aucune  erreur 
appréciable  ;  mais  la  valeur  de  la  parallaxe  devient  sensible  pour 
le  soleil,  les  planètes,  et  surtout  pour  la  lune,  celui  de  tous  les 
corps  célestes  qui  est  le  plus  rapproché  de  nous  (*). 

(^)  C'était  réellement  la  recherche  de  cette  parallaxe  que  nous  disions 
dans  le  tome  II ,  page  388,  lorsque  nous  comparions  les  hauteurs  méridiennes 
moyennes  des  étoiles  circompolaires  observées    en  des  lieux  différents. 
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S97.  On  peut  même  citer  quelques  phénomènes  qui  montrent 
rînflnence  de  la  parallaxe  indépendamment  d'aucun  calcul  astro- 
nomique. Par  exemple,  dans  la  figure  précédente,  si  c'est  la  lune 
qui  est  en  L ,  et  que  le  soleil  soit  en  S ,  beaucoup  plus  loin  du  centre 
de  la  terre,  les  deux  observateurs  verront  en  même  temps  ces  deux 
astres,  et  apercevront  Fintervalle  qui  les  sépare;  mais  du  point  E 
situé  sur  la  ligne  SL  qui  joint  leurs  centres ,  cette  distance  paraîtra 
nullci  et  le  soleil  sera  éclipsé.  Ainsi ,  lorsqu'un  nuage  passe  entre 
nous  et  le  soleil ,  nous  nous  trouvons  plongés  dans  l'ombre,  tandis 
que  des  lieux  souvent  peu  éloignés  sont  éclairés  de  toute  sa  lu- 
mière :  la  différence  de  ces  effets  est  due  à  une  véritable  parallaxe. 

298.  Pour  éviter  les  irrégularités  dépendantes  de  ces  différents 
aspects ,  et  rendre  toutes  les  observations  comparables ,  les  astro- 
nomes sont  convenus  de  les  rapporter  au  centre  de  la  terre  supposée 
spbérique  ou  sphéroïdique ,  et  ils  regardent  comme  le  lieu  vrai  des 
astres  sur  la  sphère  céleste,  celui  où  on  les  verrait ,  s'ils  étaient  ob- 
servés de  ce  point.  Par  opposition  ils  appellent  lieu  apparent  d'un 
astre  le  point  de  la  sphère  céleste  auquel  on  le  rapporte ,  quand  on 
l'observe  de  dessus  la  surface  de  la  terre. 

299.  Pour  plus  de  simplicité  commençons  par  examiner  le  cas 
où  la  terre  serait  sphérique ,  et  voyons  comment  on  peut  trouver 
le  lieu  vrai,  quand  on  connaît  le  lieu  apparent.  Dans  cette  suppo- 
sition, soit,  fig,  62,  C  le  centre  de  la  terre ,  et  soit  O  la  position  de 
l'observateur  sur  sa  surface  :  le  rayon  CO  prolongé  sera  la  verti- 
cale. Maintenant  si  l'observateur  mesure  la  distance  de  l'astre  au 
zénith ,  il  la  trouvera  égale  à  l'angle  LOZ  ;  s'il  l'eût  observée  du 
centre  de  la  terre,  il  l'aurait  trouvée  égale  à  LCZ  ou  à  LOZ — CLO , 
parce  que  l'angle  LOZ  est  extérieur  au  triangle  LOC.  L'angle  CLO, 
formé  par  les  deux  rayons  visuels  menés  à  l'astre,  se  nomme  la 
parallaxe  de  hauteur  :  en  la  retranchant  de  la  distance  zénithale 
apparente,  on  aura  la  distance  vraie,  Nqus  supposons  d'ailleurs 


Puisque  Taxe  de  rotation  de  la  sphère  des  fixes  semble  toujours  passer  par 
l^œil  de  Tobseryateur,  comme  nous  Pavons  reconnu  alors ,  il  faut  que  Tangle 
sous  lequel  la  terre  entière  paraîtrait,  si  elle  était  vue  des  étoiles,  soit  in- 
sensible, ou ,  en  d^autres  termes,  que  la  parallaxe  des  étoiles  soit  nulle. 
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que  l'on  ait  préalablement  fait  à  la  distance  observée  la  correc- 
tion que  la  réfraction  exige. 

500.  Les  deux  rayons  visuels  CL ,  CL  étant  compris  dans  k 
même  plan  vertical ,  on  voit  que  l'effet  de  la  parallaxe  se  porte 
tout  entier  dans  le  sens  vertical,  comme  celui  de  la  réfraction; 
mais  la  parallaxe  est  souslractive  de  la  distance  au  zénith ,  an  lieu 
que  la  réfraction  est  additive.  L'effet  de  la  parallaxe  de  hauteur  est 
donc  d'abaisser  les  astres  dans  les  verticaux  où  ils  se  trouvent, 
ce  qui  est  le  contraire  de  la  réfraction ,  qui  les  fait  paraître  trop 
élevés. 

501.  Cet  abaissement  dépendant  du  calcul  de  l'angle OLC  n'est 
pas  le  même  pour  toutes  les  hauteurs.  La  distance  de  l'astre  à  la 
terre  étant  supposée  constante,  il  est  le  plus  grand  possible  à  l'ho- 
rizon, comme  en  OL'G,  fi^.  63.  L'angle  OL'C  se  nomme  \B.paral- 
laxe  horizontale.  Si  du  point  L'  on  mène  deux  tangentes  au  cercle 
00',  qui  représente  le  contour  de  la  terre,  la  parallaxe  horizontale 
sera  la  moitié  de  l'angle  visuel  OL'O',  sous  lequel  la  terre  serait 
aperçue  par  un  d^servateur  placé  dans  l'astre ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  ce  sera,  pour  cet  observateur,  la  moitié  du  diamètre  ap- 
parent de  la  terre. 

La  parallaxe  de  hauteur,  ou  l'angle  OLC,  diminue  à  mesure  qne 
l'astre  s'élève  sur  l'horizon  ;  enfin,  elle  devient  nulle  lorsqu'il  ar- 
rive au  zénith ,  parce  que  le  rayon  visuel  mené  du  centre  de  la 
terre  se  confond  avec  le  rayon  visuel  de  l'observateur.  La  loi  de 
cette  diminution  est  facile  à  calculer  par  les  règles  de  la  trigonomé- 
trie ,  et  en  supposant  que  la  distance  de  l'astre  au  centre  de  la  terre 
ne  varie  pas  sensiblement  dans  l'intervalle  d'une  révolution  diome, 
on  trouve  que  la  parallaxe  correspondante  à  une  hauteur  appa- 
rente quelconque,  est  égale  au  produit  de  Ja  parallaxe  horizontale 

par  le  sinus  de  la  distance  apparente  au  zénith  (*). 

• 

{*)  Pour  démontrer  cette  relation,  soit,^.  63,  D  la  distance  deTastre 
au  centre  de  la  terre ,  distance  que  nous  supposerons  constante  pendant  le 
temps  qne  Tastre  emploie  pour  s'élerer  de  Thorûon  jusqu^à  sa  plus  grande 
hauteur  ;  soient  R  le  rayon  terrestre ,  COZ  la  verticale,  Z  la  distance  an  zé- 
nith on  Tangle  LOZ,  et  cr  la  parallaxe  de  hauteur,  ou  Pangle  OLC.  Cels 
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SOS.  Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  la  parallaxe  horizontale. 
Or,  la  seule  inspection  du  triangle  OL'G  montre  que  le  sinus  de 

CO  R 

cette  parallaxe  est  égal  à  —7  ou  à  =- ,  en  nommant  R  le  rayon  ter- 
restre mené  à  robservateur,  et  D  la  distance  de  Tastre  au  centre 

posé,  dans  le  tmDgle  LOG,  les  sinus  des  angles  seront  proportionnels  aux 
cAtés  opposés ,  ce  qui  donnera 

R.sinZ 
8inGr=  — =1 — • 

Supposons  maintenant  Pastre  à  Thoriion,  la  distance  au  zénith  étant  égale 
à 90®  ou  à  100  grades ,  on  a  sin  Z  =J[,  et  en  nommant  n  lu  valeur  que  prend 
alors  Oy  c^est-à-dire  la  parallaxe  horisontale,  la  formule  précédente  donne 

8inn  =  g; 

ce qu^on  aurait  pu  trouver  directement  dans  le  triangle L' OC,  dont  le 
cdté  OL'  est  horizontal  et  tangent  à  la  terre  en  O  Comme  le  sinus  d^un  angle 

est  toujours  une  fraction  moindre  que  Tunité,  le  produit  de  ^^  par  sinZ, 

ou  la  parallaxe  de  hauteur,  sera  toujours  moindre  que  —,  qui  est  la  paral- 
laxe horizontale.  La  parallaxe  horisontale  est  donc  la  plus  grande  de  toutes. 
SI  Ton  élimine  D  entre  les  deux  équations  précédentes ,  on  obtient 

sin  or  =  sin  H.  sin  Z. 

Le  grand  éloignement  des  corps  célestes  fait  que  II  et  or  sont  toiqours  de  très- 
petits  angles,  môme  pour  la  lune ,  dont  la  parallaxe  horizontale  ne  surpasse 
pas  i^  sexagésimal.  Or,  pour  des  angles  aussi  petits,  le  rapport  des  arcs 

est,  à  fort  peu  près,  égal  à  celui  des  sinus  ;  ainsi,  en  substituant  --  à  -: — --9 
dans  la  relation  précédente ,  on  Aura 

0  =  n.sinZ, 

c'est-à^-dire ,  que  la  parallaxe  de  hauteur  est  égale  à  la  parallaxe  horisontale 
multipliée  par  le  sinus  de  la  distance  au  zénith,  Â  la  rigueur,  cm  rapport  a  lieu 
entre  les  sinus  des  parallaxes  ;  mais,  pour  jager  combien  la  substitution  des 
arcs  est  approchée,  il  suffit  de  remarquer  que  le  sinus  de  \^  sexagésimal  est 
égal  à  0,01745240,  et  sa  tangente  à  0,01745507,  le  rayon  étant  pris  pour 
unité.  Maintenant,  comme  Parc  est  toujours  plus  petit  que  sa  tangente  et 
plus  grand  que  son  sinus ,  il  est  compris  entre  les  deux  expressions  précé- 
dentes, et,  par  conséquent,  il  diffère  de  Tune  quelconque  de  ces  deux  va- 
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de  la  terre.  Si  Ton  pouvait  mesurer  cette  distance ,  comme  on  a 
ia  lonfpieur  du  rayon  terrestre ,  la  parallaxe  serait  comme  complè- 
tement. 

Pour  cela,  le  procédé  le  plus  simple  et  le  plus  naturel  est  celai 
que  Ton  emploie  dans  la  trigonométide  pour  mesurer  Téloignement 
d'un  objet  inaccessible ,  en  Tobservant  des  deux  extrémités  d*ane 


leurs  moins  que  ces  deux  valeurs  ne  diffèrent  entre  elles;  rerreur  que 
Ton  commet  en  substituant  Tare  au  sinus,  dans  cette  circonstance,  est  donc 
moindre  que  0,00000267,  qui,  divisé  par  0,01745240,  fait  enviroD  fncde 
la  valeur  totale  de  Parc. 

Diaprés  Teipression  précédente  de  sin  or,  on  voit  que  la  parallaxe  d'on 
astre  peut  se  calculer  pour  toutes  les  hauteurs,  quand  on  connaît  sa  distaoee 
au  centre  de  la  terre  exprimée  en  parties  du  rayon  terrestre,  oa  le  rap- 

port  -rv)  réciproquement ,  on  peut  calculer  la  distance  quand  on  connaît  la 

parallaxe  par  obsetTation. 

Connaissant  la  parallaxe  de  hauteur  par  la  formule  précédente,  si  Ton 
nomme  Z"  la  distance  vraie  au  zénith ,  telle  qu'on  Tobserverait  du  centre 
de  la  terre ,  on  a 

sinti  =  sinn.sinZ,  Z"  =  Z~cr. 

Ces  formules  supposent  Z  connu.  Dans  les  tables  astronomiques  qui  sont 
construites  sur  les  lieux  vrais ,  c'est  Zt"  qui  est  supposé  connu ,  et  il  faut  en 
déduire  Z  afin  de  trouver  le  lieu  apparent.  Pour  cela,  on  doit  exprimer  la 
parallaxe  cr  en  fonction  deZ"  :  cela  est  facile,  car,  puisque  Z  :=  Z'-4-0,ea 
éliminant  Z,  on  aura 

sin  CT  =  sin  II.  sin  (Z"-h  or)  =  sin  n  (sin  Z"  coscr  +  cos  Z"  sin  a), 

d'où  Ton  tire 

sin  n.sinZ" 


tang  ti  = 


I  —  sin  n  cos  Z" 


Comme  la  parallaxe  horizontale  II  est  toujours  un  très-petit  arc,  cette  expres- 
sion peut  se  réduire  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  pais - 
sances  de  sin  n  ;  il  ne  faut,  pour  cela,  qu^effectuer  la  division  indiquée,  et 
Ton  a 

4«««  '    n     '    rrn      sin* n. sin 2 Z* 

tangcr  =  sin  n.sinZ''-i .4. etc.; 

— --  2 

mais  ces  deux  premiers  termes  suffiront  toujours. 
Au  reste ,  si  l'on  voulait  obtenir  rigoureusement  la  valeur  de  o^  on  le 
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base  connue.  Deux  observateurs  0,  O'  y  fig,  64  >  situés  sous  le 
même  méridien  céleste ,  observent  'en  même  temps  la  hauteur 
méridienne  de  Tastre  L,  ou  sa  distance  au  zénith.  Alors,  dans 
le  quadrilatère  LOGO',  on  connaît  les  trois  angles  O ,  O'  et  G  ; 
ce  dernier  étant  formé  par  les  deux  verticales  des  observateurs.  On 
a  de  plus  les  longueurs  des  côtés  OG,  O'G,  qui  sont  des  rayons  ter- 
restres. On  peut  donc  construire  le  quadrilatère,  et  calculer  la 
diagonale  GL ,  qui  est  la  distance  de  l'astre  au  centre  de  la  terre. 
Lie  rayon  terrestre,  divisé  plar  cette  distance ,  sera  le  sinus  de  la 
parallaxe  horizontale. 

Gette  méthode ,  réduite  en  calcul ,  conduit  au  résultat  suivant , 
qui  est  d'une  extrême  simplicité.  La  paralUixe  horizontale  est 
égale  à  l'angle  à  l'astre  dwisépar  la  somme  des  sinus  des  distances 
zénithales  y  si  V  astre  se  trouve  entre  les  zéniths  des  deux  observateurs, 
-ou  par  la  différence  de  ces  sinus,  si  l'astre  se  trouve  du  même  côté 
du  zénith  par  rapport  à  tous  deux  (*). 

pourrait  aisément  au  moyen  d^un  angle  auxiliaire  j?,  tel  qu'on  eût 

C08  f  :=  ^«inn  cosZ'S 
«e  qui  donne 

sin  n.sinZ'^ 

tang  tar  = r-i > 

^  sin*  f 

formule  à  laquelle  on  peut  appliquer  le  calcul  logarithmique. 

C^)  Le  calcul  qui  conduit  à  ce  résultat  est  très-simple.  Gonsidérons  le  cas 
de  la  fig,  64*  Soit  o  lu  parallaxe  de  hauteur  pour  Tobseryateur  placé  en  O , 
laquelle  est  égale  à  Tangle  OLG  ;  soit  de  même  vi'  Tangle  O'LG  ou  la  paral- 
laxe de  hauteur  pour  TobserYateur  placé  en  O'  ;  enfin ,  soit  n  la  parallaxe 
horizontale  du  môme  astre ,  laquelle  sera  la  même  pour  1  es  deux  observa- 
teurs, dans  le  cas  de  la  terre  sphérique.  Gela  posé ,  si  Ton  nomme  Z,  Z'  les 
deux  distances  au  zénith  observées  en  0  et  en  O',  on  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

cr  =  n  sin  Z  ;  w'  =  11  sin  Z'  j 

ce  qui  donne,  dans  le  cas  de  la^.  64, 

tj-h  ct'  =  n  (sinZ  H-  sin  Z'). 

Or,  tr-Hw'  n'est  autre  chose  quePangle  OLO',  sous  lequel  on  verrait,  du 
centre  de  Pastre ,  la  corde  de  Parc  terrestre  qui  jêint  les  deux  observateurs , 
et  cet  angle  étant  le  quatrième  dans  le  quadrilatère  COLO',  est  facile  à  cal- 
T.  iii.  26 
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505.  Il  est  bon  d«  remarquer  que  Tangle  0L0%  ou  l'angle  i 
l'astre ,  peut  se  conclure  immédiatement  des  différences  de  décli- 
naison observées  entre  une  même  étoile  et  l'astre ,  et  c'est  même 
ainsi  qu'en  ont  nsé  les  astronomes ,  parce  que  ces  dif£kences  peu- 
vent aisément  s'observer  avec  une  très-grande  exactitude.  Pour 

culerj  en  effet,  Tangle  en  O  est  ëgal  à  180°  —  Z,  l'angle  en  O'  à  i8o«— Z'; 
soit  7  Tangle  au  centre  de  la  terre  compris  entre  les  verticales  des  deuxob- 
servatears,  lequel  est  connu  d'après  leurs  latitudes;  la  somme  des  quatrr 
angles  du  quadrilatère  devant  être  égale  à  quatre  angles  droits ,  00  aura,  eo 
employant  la  division  sexagésimale  du  cercle, 

f  -\-  i8o<»  —  Z  H-  1800  —  Z'  -hOLO'  =  36o«>  ; 

par  conséquent 

OLO' =  Z -+- Z' -  ç>, 

et  puisque  cet  angle  OLO'  est  égal  à  a  H-  rs'y  on  aura  ^  en  égala  m  ces  cIcbx 
valeurs , 

Z  -h  Z'  —  » 


n  = 


sinZ  +  binZ' 


Dans  le  cas  où  Tastre  serait  du  même  côté  du  zénith,  par  rapport  aux  deux 
observateurs,  comme  dans  la^*  65,  le  raisonnement  serait  tout  à  fait  aua- 
logue;  seulement  Tftngle  OLO'  ne  serait  plus  u'  +  cr,  mais  o'~  0,  ou 
n  (sin  7/  —  sin  Z),  vs'  étant  la  plus  grande  des  deux  parallaxes.  On  aurait, 
de  plus ,  dans  le  triangle  OKL, 

• 

Z  -t-  OLO'-f-  180  —  Z'  H-  5>  =  1800, 
ce  qui  donne 

0L0'=Z'-Z-.9. 

Tout  se  réduirait  donc  à  faire  Z  négatif,  ainsi  que  sin  Z  dans  la  valeur  pré- 
cédente de  n.  Cette  formule ,  où  tout  e£t  connu ,  donnera  la  valeur  de  la  pa- 
rallaxe horizontale  de  Tastre  \  on  aura  ensuite  la  dislance  par  la  formule 

81»  n  =  |T , 

qui  donne 

D  = 


sin  n 


L'angle  OLO',  ou  Z  +  Z'  —  <p^  peut  aussi  se  conclure  immédiatement  des 
différences  de  déclinaison  observées  entre  l'astre  et  une  étoile  fixe,  comoc 
on  lo  dit  dans  le  texte. 

On  verra ,  dans  Ui  même  artiole,  que  la  paraMaze  do  Mars  a  été  trourée, 
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exposer  ce  procédé,  soit  X  une  étoile  qui  passe  au  méridien  en 
même  temps  que  Fastre,  rojezfig.  66,  et  par  les  deux  observa- 
teurs, menons  à  cette  étoile  deux  rayons  visuels  qui  pourront  être 
censés  parallèles,  puisque  la  parallaxe  des  étoiles  est  insensible. 
Cela  posé ,  les  angles  LO  X ,  LO'  X ,  seront  évidemment  les  différences 
de  déclinaison  observées,  et  Tangle  OLO',  étant  extérieur  au 
triangle  LOS ,  sera  égal  à  la  somme  de  ces  différences.  Si  Tastre  était 
du  même  côté  du  zénith ,  par  rapport  aux  deux  observateurs , 
Pangle  OLO'  serait  égal  à  la  différence  des  angles  en  O  et  0'. 

Nous  avons  supposé  queTétoile  passe  en  même  temps  que  Pastre 
au  méridien.  Cela  est  utile  pour  l'exposé  de  la  méthode,  mais  cela 
n'est  nullement  nécessaire  dans  la  pratique  ;  car  si  l'étoile  passe 
avant  ou  après  Tastre ,  on  peut  toujours  observer  séparément  leur 
déclinaison  et  en  prendre  la  différence.  Seulement  on  choisit  des 
étoiles  très* voisines  du  parallèle  de  Tastre,  afin  que,  sans  déranger 
la  lunette,  on  puisse  y  observer  le  passage  de  tous  les  deux,  et 

par  cette  méthode^  de  7.\"fi^  sexagésimales  ;  on  aura  donc,  poiu*  Mars, 

sin  n  =  o  ,0001 19435  =  75^1:77 , 
et  par  suite, 

c^est-à-dire  que  la  distance  de  Mars  à  la  terre  était  alors  égale  à  8372  rayons 
terrestres  et  -^. 

On  aurait  même  pu  calculer  la  valeur  de  D  sans  lo  secours  des  tables  de 
sinus ,  car  Pangle  n  étant  fort  petit ,  on  peut  le  substituer  à  son  sinus  sans 
une  erreur  notable;  mais  alors,  pour  rétablir  Phomogénéité  ,  il  faut  con- 
vertir le  rayon,  qui  est  ici  puis  pour  unité,  en  parties  de  même  nature  que  TI , 
c^est-à-dire  on  secondes  sexagésimales.  Or,  la  valeur  du  rayon  ainsi  réduite 
est  206264'' ,8  (  page  62)  ;  on  aura  donc  ainsi 

D  =  R j^ , 

et ,  dans  le  cas  actuel , 

JD  =  8371,14  R, 

résultat  qui  ne  diffère  du  précédent  que  d^une  quantité  très-petite  par  rap- 
port à  la  valeur  de  D. 

On  verra  plus  loin  le  calcul  de  la  parallaxe  horizontale,  eu  ayant  égard 
\  Taplatissement  de  la  terre. 

26.. 


4o4  ASTROlfOMlB 

prendro  alors  leur  différence  de  déclinaison  y  avec  un  simple  mi- 
cromètre ,  comme  on  prend  le  diamètre  d'une  planète  ;  en  efTet, 
l'opération  peut  se  faire  avec  une  très-grande  exactitude ,  parce 
qu'elle  est  indépendante  de  (putes  les  causes  d'erreurs  qui  peuvent 
affecter  les  hauteurs  absolues ,  et  qu'elle  suppose  seulement  que 
les  intervalles  des  divisions  de  l'instrument  sont  exacts  dans  Té- 
tendue  très-petite  que  Ton  fait  parcourir  au  fil  horizontal  ;  condi- 
tion qu'il  est  très-ordinaire  de  voir  réalisée  dans  les  instruments 
construits  par  d'habiles  artistes. 

Prenons  pour  exemple  les  observations  de  Wargentin  et  de 
Lacaille  sur  la  parallaxe  de  Mars  :  ils  comparaient  cette  planète  à 
l'étoile  >,  de  la  constellation  du  Verseau.  Mars  étant  dans  le  méri- 
dien du  cap  de  Bonne-Espérance,  Lacaille  trouva  que  le  bord  bo- 
réal de  son  disque  était  plus  septentrional  que  l'étoile  de  26'', 7  ; 
sa  distance  au  zénith  était  aS**  2',  en  se  bornant  aux  minutes.  Au 
même  instant  et  sous  le  même  méridien,  Wai^gentin,  à  Stockholm, 
observait  Mars,  au  méridien,  à  68°  i^'  de  distance  zénithale;  le 
bord  septentrional  de  son  disque  était  plus  austral  que  l'étoile  de 
&'fi  ;  l'angle  à  l'astre  était  donc  alors  26",7  -f-6",6  ou  33",3.  Or, 
le  sinus  de  68°  i^'  est  0,9287 ,  celui  de  25°  2'  est  0,4281  ,  et  leur 
somme  est  i,35i8.  C'est  le  dénominateur  de  notre  formule,  qui 

33"  3 
donne  ainsi  ïl  =  — ôf~5  =  ^^"fi^  »  valeur  de  la  parallaxe  hori- 
zontale de  Mars  à  l'instant  des  observations.  On  voit  que  le  numé- 
rateur de  cette  expression,  ou  l'angle  OLO',  étant  fort  petit,  il 
n'est  pas  nécessaire  d'avoir ,  avec  la  dernière  rigueur ,  les  valeurs 
des  sinus  des  distances  zénithales,  ni ,  par  conséquent,  ces  dis- 
tances zénithales  elles-mêmes  ;  c'est  en  cela  que  consiste  l'avantage 
de  cette  méthode. 

504.  Si  l'on  divise  l'unité  par  le  sinus  de  la  parallaxe  horizon- 
tale, le  quotient  sera  la  distance  de  l'astre  à  la  terre,  exprimée  en 

rayons  terrestres.  Car  D  =-: •  D'après  les  résultats  que  nous 

sm  n  ^ 

venons  de  rapporter ,  la  distance  <le  Mars-àJâ^terre ,  à  l'instant  àa, 
observations,  était  égale  à  8873  rayons  terrestres. 

505.  La  condition  que  les  deux  observateurs  se  trouvent  e^Lac- 
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teiuent  sous  le  même  méridien  ,  semble  limiter  beaucoup  l'emploi 
de  cette  méthode  ;  mais  on  peut  aisément  l'éluder.  D'abord  ,  elle 
ne  serait  pas  du  tout  nécessaire,  si  l'astre  que  Ton  observe  n'avait 
point  de  mouvement  en  déclinaison,  puisque  alors  sa  hauteur  mé- 
ridienne serait  la  même ,  pour  tous  les  points  situés  sur  le  même 
parallèle  terrestre.  Seulement  un  des  observateurs  verrait  le  pas- 
sage après  Fautre  ;  mais  la  distance  au  zénith,  mesurée  parle  second, 
par  exemple  ,  pourrait  toujours  être  considérée  comme  ayant  été 
observée,  à  pareille  latitude ,  sous  le  méridien  du  premier.  La  chose 
n'est  pas  tout  à  fait  aussi  simple  si  la  déclinaison  est  variable ,  parce 
qu'alors  elle  change  nécessairement  un  peu  dans  le  temps  que  l'as- 
tre emploie  pour  ps^ser  d'un  méridien  à  l'autre.  Mais  il  est  bien 
facile  de  remédier  à  cet  inconvénient,  en  observant  plusieurs  jours 
de  suite  la  hauteur  méridienne  de  l'astre.  Car  les  différences  suc- 
cessives de  ces  hauteurs  faisant  connaître  le  changement  diurne  de 
la  déclinaison,  on  peut  en  conclure,  avec  beaucoup  d'exactitude , 
la  petite  variation  qu'elle  doit  éprouver  pendant  le  temps  qui  s'é- 
coule dans  le  passage  d'un  méridien  à  l'autre.  Au  moyen  de  cette 
correction ,  les  deux  observations  peuvent  se  réduire  au  même 
méridien,   et  la  parallaxe  s'en  conclut,  comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut.  Pour  rendre  l'application  de  la  méthode  plus  exacte,  on 
tâche  de  diminuer  les  corrections  autant  que  possible.  A  cet  effet 
on  choisit  des  méridiens  peu  différents,  et  on  observe  l'astre  quand 
il  est  dans  ses  plus  grandes  déclinaisons,  parce  qu'alors  le  mouve- 
ment en  déclinaison  est  moindre  que  dans  toute  autre  circonstance. 
ISous  en  verrons  la  raison  plus  tard,  mais  nous  pouvons,  dés  à 
présent ,  adopter  ce  fait  comme  un  résultat  d'observation. 

506.  C'est  par  une  méthode  toute  semblable  que  la  parallaxe 
de  la  lune  a  été  déterminée,  en  comparant  les  observations  de  La- 
caille,  au  cap  de  Bonne -Espérance ,  et  celles  deLalande  à  Berlin. 
La  distance  de  la  lune  que  l'on  en  a  déduite  est  à  peu  près  égale 
à  60  rayons  terrestres  ,  d'où  l'on  voit  que  la  lune  est  bien  plus 
rapprochée  de  nous  que  Mars.  La  distance  de  la  lune  à  la  terre 
étant  très-variable,  sa  parallaxe  est  sujette  à  des  changements 
considérables ,  dont  la  mesure  a  beaucoup  exercé  les  astronomes, 
et  Us  ont  employé  des  procédés  très-divers  pour  la  déterminer 
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avec  la  dernière  précisioii  ;  mais  comme  la  plupart  de  ces 
supposaient  une  connaissance  déjà  très-approfondîe  des  ummitc- 
noents  de  la  lune ,  nous  nous  bornerons ,  pour  le  moment,  à  la 
méthode  précédente ,  qui  peut  être  considérée  comme  la  base  de 
toutes  les  autres. 

807.  La  parallaxe  des  astres  ne  fait  pas  seulement  connaître 
leur  distance  à  la  terre.  Comparée  à  leurs  diamètres  apparents , 
elle  fait  connautre  aussi  leurs  volumes.  Si  l'on  divise  le  diamètre  ap- 
parent d'un  astre  par  le  double  de  sa  parallaxe  horizontale,  on  a, 
en  le  supposant  sphérique,  le  rapport  de  son  rayon  au  rayon  de  la 
terre.  Car  le  double  de  la  parallaxe  n'est  autre  chose  que  le  dia- 
mètre apparent  de  la  terre ,  supposée  spbérique ,  pour  un  obser- 
vateur qui  serait  placé  au  centre  de  Tastre ,  §  SOI  ;  et ,  à  distances 
égales,  les  dimensions  réelles  des  corps  sont  proportionnelles  à 
leurs  diamètres  apparents.  Ce  théorème  nous  sera  utile  par  la  suite 
pour  comparer  les  dimensions  des  corps  planétaires  à  celles  de 
notre  globe  (*). 


(^)  Soient  y  fig.  &),  Cle  centre  de  la  terre,  C  celui  de  Tasire.  Mommon» 
toujours  n  la  parallaxe  horizontale  de  Fastre  ou  Tangle  OC  C ,  et  D  sa  dis- 
tance ce  au  centre  de  la  terre ,  on  aura  ,  par  ce  qui  précède , 

«nn  =  ^. 

'2ll  est  le]  diamètre  apparent  de  la  terre  pour  un  obseryatear  plac^  cians 
Tastrej  réciproquement,  le  diamètre  apparent  de  Tastre ,  vu  de  la  terre  , 
n^est  autre  chose  que  Tangle  O''  CO'"^  cVst*-à-dire  que  le  double  de  la  paral- 
laxe horizontale  de  la  terre,  reTatîvemcnt  à  ce  même  obscryateur.  Sofent 
donc  R'  le  rayon  de  Postrc  supposé  sph^que ,  et  A  son  diamètre  apparent 
observe ,  on  aura  ^'gaiement 

»in|A  =  -^; 

ceci  s^accorde  avec  ce  que  Ton  a  vu  dans  la  note  de  laftai^eSSi.  £n  divisuit 
les  deux  équations  précédentes  Tune  par  Tautre,  on  en  tire 

sin  ^  A  _  R;, 
sin  n    ~"  R  * 

ou  ,  en  substituant  au  rapport  des  arcs,  celui  de  leurs  sinus,  ceqai  suffira. 
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M8.  La  parallaxe  9  abaissant  le  fieu  vrai  des  astres,  n*aUère  pas 
seul«nent  leur  hauteur  ,  elle  altère  aussi  leur  angle  horaire  et  leur 
distance  au  pôle.  Les  changements  qu'elle  produit  sur  ce»  deux 
éléments,  forment  ce  qu*on  appelle  \di  parallaxe  d'ascension  droite, 
et  hiparalfaxe  de  déclinaison;  mais  on  peut  aisément  les  déduire 
de  la  parallaxe  de  hauteur. 

509.  En  effet,  si,  par  Tœil  de  l'observateur,  on  mène  trois 
rayons  visuels  OZ ,  OL ,  OP ,  au  zénith,  à  l'astre  et  au  pôle ,  ces 
trois  lignes,  prolongées  indéfiniment,  formeront,  sur  la  sphère  cé- 
leste ,  un  triangle  sphérique  PZS  ,  entre  les  éléments  du  lieu  ap- 
parent de  l'astre,  fig.  68.  Maintenant,  si,  du  centre  de  la  lerre^ 
on  meneaux  mêmes  points  trois  autres  rayons  visaelsCP,  CZ,  CL, 
les  deux  premiers  étant  parallèles  à  OP  et  à  OZ,  à  cause  de  Téloi- 
gnement  infini  des  étoiles ,  pourront  être  considérés  comme  ren- 
contrant la  sphère  céleste  aux  mêmes  points  P  et  Z,  c'est-à-dire  que 
l'angle  OPG  pourra  être  considéré  comme  nul.  Mais  le  troisième 
rayon  CL  ,  s'écartant  sensiblement  de  OL  à  cause  de  la  parallaxe 
de  l'astre,  ira  rencontrer  la  sphère  céleste  en  un  point  S^  différent 
de  S.  De  là  résultera  un  nouveau  triangle  sphérique  PZS',  entre 
les  lieux  vrais  ;  ces  deux  triangles  auront  de  commun  Parc  PZ,  dis- 
tance du  zénith  au  pôle ,  ou  complément  de  la  latitude,  et  l'angle 
PZS ,  égal  à  l'azimut  de  l'astre  compté  du  pôle  ;  car  les  arcs  ZS', 
ZS,  qui  senties  distances  vraies  et  apparentes,  étant  comprises  dans 
le  même  plan  vertical,  l'azimut  PZS  ou  l'angle  dièdre  que  forme 
le  méridien  avec  ce  vertical ,  est  le  même  pour  les  lieux  apparents 
et  pour  les  lieux  vrais.  Or,  puiscjue  la  parallaxe  de  hauteur  SS'  est 
déterminée  par  ce  qui  précède ,  en  fonction  de  la  parallaxe  hori- 
zontale et  de  la*distance  au  zénith ,  il  s'ensuit  qu'un  des  deux  trian- 

{tuisqne  les  ares  sont  fort  petits , 

•jH^K' 

ce  qui  est  1c  théorème  énoncé  dans  le  texte.  On  connaîtra  donc  ainsi  le  rap- 
port du  rayon  de  Tastre  au  rayon  de  la  terre ,  et ,  en  cubant  ee  rapport ,  (m< 

aura  -^  pour  celui  de  leurs  volumes. 
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gles  PZSy  PZS'  étant  dopné ,  l'autre  est  déterminé  complétemenc. 
En  effet  y  on  peat  les  déduire  Tun  de  Tautre  par  le  calcul  trigono- 
métrique  y  et  c'est  ainsi  que  Ton  obtient  les  parallaxes  de  dédinai- 
son  et  d'ascension  droite  (*). 


{*}  Pour  trouver  ces  parallaxes  de  déclinaison  et  d'ascension  droite,  con- 
sidérons successivement  nos  deux  triangles  sphériques;  soient  Z  la  distance 
apparente  au  zénith ,  ou  ZS  ;  A  la  distance  polaire  apparente  ou  PS  ;  P  Pingle 
horaire  apparent  ou  Pangle  ZPS;  A  l'azimut  de  Tastre,  ou  PangleFZS. 
PZ ,  troisième  cdté  du  triangle ,  sera  la  distance  du  zénith  au  pdle,  oq  le 
complément  de  la  latitude;  nous  la  représenterons  par  D.  Cela  posé, d'a- 
près les  formules  de  la  trigonométrie  sphérîque,  Tangle  P  pourra  être 
exprimé  en  fonction  des  cOtés  du  triangle  et  de  Tazimnt ,  car  on  aura 

n        cotZsinD  —  cosAcosD 

cot  P  =  : — 2 

sin  A 

Nommons  Z\  A',  P'  les  quantités  analogues  dans  le  triangle  ZPS',  entre  le« 
lieux  Trais ,  on  aura  de  môme 

n.      cotZ'  sin  D  —  C08  A  ces  D 
cotP'= 


sin  A 


* 


car  Tazimut  et  la  distance  du  pôle  au  zénith  restent  les  mômes  pour  les  deux 
triangles  ;  retranchant  ces  deux  équations  Pune  de  Tautre,  on  trouve 

*  n         .  «I       (cot  Z  —  cet  Z')  sinD 

cot  P  —  cot  P'  =  ^ : r — 

Sin  A 

En   substituant   aux  cotangentes  leur  expression   trigonométrique  -r-t 
et  réduisant  au  môme  dénominateur,  on  en  tire 

.    m      «n       8in(Z— ZOsinDsinPsinP' 

8in(P  — P')= ^— , — /   .    „  .    „, ; 

^  '  sm  Asin  ZsinZ' 

Z  —  Z'  est  justement  la  parallaxe  de  hauteur  cr,  dont  le  sinus  est  égal  à 
sin  n  sin  Z,  Il  étant  la  parallaxe  horizontale;  substituant  cette  valeur,  on  a 

.    *»»     T»fv     •sin  n  sin  D  sin  P  sin  P' 

sin  (P— P')=  '       A      '      Tf  ' 

sin  A  sm  Z' 

Pour  faciliter  Pusage  de  cette  formule,  il  es\  avantageux  d'en  élimioer 
l'azimut  A^  que  l'on  n'observe  pas  ordinairement,  et  qui  n'a  servi  qu'à  lier 
nos  deux  triangles.  On  peut  aisément  y  parvenir  ;  car,  dans  tout  triang^f 
sphérique^  les  sinus  des  angles  sont  proportionnels  aux  sinus  des  côtés  op- 
posés. Ainsi,  dans  notre  triangle  ZPS'  entre  les  lieux  vrais,  le  rapport 
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310.  Les  valeurs  de  ces  réductions  sont  nécessaires  dans  une 
infinité  de  circonstances ,  par  exemple  lorsque  Ton  observe  les 
différences  de  déclinaison  et  d'ascension  droite  de  la  lune  et  d'une 
étoile,  avec  la  machine  parallatique;  elles  sont  indispensables  dans 
le  calcul  des  éclipses  et  des  occultations  d'étoiles.  Enfin,  elles  ser- 
vent aussi  pour  trouver  les  distances  vraies  de  la  lune  aux  étoiles 
dans  la  détermination  des  longitudes.  Il  est  en  effet  évident  que  la 
parallaxe  altère  tous  ces  éléments ,  mais  il  est  toujours  facile  de 


sm  P        ,    ..sinZ'    w^.     .1    ,.  1.         .  j  I 

-: — r-est  égal  à  .     ,  ,y  A  étant  la  distance  polaire  vraie  ;  on  a  donc,  parla 
sm  A         "       sinA' 

substitution  de  cette  valeur, 

.    /«     T»#\-      sinlIsinDBinP 

sin  (P— P')  =, ; — T7 • 

^  '•     '         sin  A' 

P  —  P'  est  la  différence  de  Tangle  horaire  vrai  à  Pangle  horaire  apparent. 

CTest  justement  ce  que  Ton  nomme  la  parallaxe  d'ascension  droite;  si  nous 

la  représentons  par  a ,  nous  aurons  P  =  P'  +  «  ,  et  en  éliminant  P  >  il 

viendra 

8inn8ÎnDsin(P'-ha) 

sm  a  = ; — -7^ ; 

sin  A' 

et  en  développant  sin  (P'+a) ,  on  en  tire 

sinnsin'DflinP^i 

sin  A^ 

langa-  sin  n  sin  D  cos  F' 

I : — ., 

Sin  A' 

Cette  formule  est  absolument  analogue  à  celle  de  la  parallaxe  de  hauteur, 
page  400;  elle  peut  se  développer  en  série  de  la  môme  manière  j  et  en  se  bor- 
nant aux  deux  premiers  termes ,  qui  suffiront  toujours ,  on  aura 

sin  n  sin  D  sin  P'        sin*  Il  sin*  D    .       _, 

tang  a  = : — r-, 1 .  ,  .,      sm  2P'  -H. . . . 

**  sm  A'  2  sin*  A' 

On  pourra  môme  fort  souvent  négliger  le  second  terme ^  et  alors ,  en  substi- 

0c      tanp  oc 
tuant  le  rapport  —  à    .  °    >  on  aura ,  par  approximation, 

Parallaxe  d^ascension  droite  = : ; • 

sin  A 

Enfin  ,  on  pourrait  encore  trouver  rigoureusement  la  valeur  de  tang  a ,  par 
une  transformation  analogue  à  celle  de  la  page 401,  .au  moyen  d^un  angle 
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trouver  y  par  k  trigonométrie  sphérique,  les  variatioDS  qu  ils 
éprouvent ,  d'après  la  connaissance  de  la  parallaxe  de  hauteor, 
puisque  celle-ci  fixe  et  détermine  la  position  vraie  de  Tastre  surh 
sphère  céleste;  c'est  pourquoi  nous  remettrons  ces  divers  calculs 
à  l'époque  où  ils  nous  deviendront  nécessaires,  et  il  nous  suffira 
ici  d'avoir  éncmcé  le  principe* 

auxiliaire  f ,  tel  qu^on  ait 

,  /sinnsînDcosP' 

COS  5?  =  1/  r— i, ' 

ce  qui  donne 

sin  n  8in  D  sin  P' 

tang a  = -. — .,    .  . 

6in  A   sin'f? 

Toutes  ces  formules,  donnant  la  parallaxe  par  le  moyen  des  lieux  Tnis, 
sont  accommodées  à  Pusage  des  Tables  astronomiques;  elles  s'^aecordest a 
faire  voir  que  la  parallaxe  d^ascensioa  droite  est  nulle  au  méridien  où  P 
est  nul. 

La  parallaxe  de  déclinaison  se  trouve,  par  un  calcul  analogue ,  en  compa- 
rant les  distances  polaires  dans  nos  deux  triangles  ;  en  effet ,  si  Ton  nomme 
A  Pazimut  S21P  compté  du  pdie,  on  peut  exprimer  les  distances  pobirei 
i\ ,  ^'  en  fonction  de  A ,  de  la  distance  D  du  pôle  au  zénith  et  de  Pangle  ho- 
raire vrai  ou  apparent.  Nous  aurons  alors 

..       cotÂsinP+cosPcosD  ,      cot  AsinP'-HcosP'cosD 

col|A=  p-_ ,      cet  A'  =  •: r-7^ ; 

sin  D  sin  O 

retranchant  ces  deux  équations  Pune  de  Pautre,  on  en  tire 

sin(A-  A')=  —  ^*"^^'°^'  [cotA(sinP-iinP')^-cosD(co8P-cosF;î. 

Maintenant  que  Pazimut  a  été  employé  comme  constant,  nous  pooroi» 
PéUminer  en  substituant  sa  valeur  dans  le  triangle  vrai,  diaprés  la  formule 

,  .        cot  A'  sin  D  —  cos  P'  cos  D 

COt  A  =  r-^- , 

sm  P' 

qui  est  identique  avec  celles  dont  nous  sommes  partis,  et  qui  a  lieu  àm 
un  triangle  sphérique  où  Pon  connaît  deux  côtés  A'  et  D,  avec  Panglecom- 
prls  P'.  A  Paide  de  cette  expression,  la  formule  précédente  devient 

sinr A-A')-8inlA  p*»  ^^cosDsin(P  -P')     2cos  A-cosi(P-hPOsini(P:j;)]. 
I,       a;-.8mp^         sinDsinF  sin  P  J 

Nous  avons  nommé  a  la  parallaxe  d^ascension  droite  P- —  P';  nommons  **'« 
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511.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  la  terre  sphérique.  Dans  ce 
cas ,  la  parallaxe  horizontale  d'un  astre ,  placé  à  une  distance  con- 
stante, est  la  même  pour  tous  les  observateurs,  quelle  que  soit 
leur  position  sur  la  surface  terrestre.  Mais  ce  résultat  n*a  plus 
lieu  si  les  rayons  terrestres  sont  inégaux ,  car  la  parallaxe  horizon- 
tale est  Tangle  sous  lequel  on  verrait ,  du  centre  de  Tastre ,  le 
rayon  terrestre  qui  correspond  à  chaque  observateur.  Ainsi, 
deux  questions  importantes  se  présentent  :  Tellipticité  de  la  terre 


parallaxe  de  déclinaison  A  —  A';  nous  aurons  A  =  A'+  $,  de  même  que 
nous  avons  eu  P  =  P'  +  a  ;  et ,  d'après  cela ,  la  formule  devient 


sin  ^ 


[sin  A' 008  D  sin  a      2  cos  A'cos(P'-i-|a)8in|a1  . 
sm  D  sin  Ir  sm  F*  J      ^ 


en  substituant  ensuite ,   dans    le   premier  terme ,   pour  sin  a  sa  valeur 
sin  il  sin  D  sin  (P  -f-  a) 


sin  A' 


'y  ce  qui  le  simplifiera  un  peu  ,  nous  aurons 


•     n  __  1"""  n  cosDsin  (P^  +  g)  —a  cos  A^ cos{J?'-\-\k) sin |  al    .    /./».% 
^  "     gin  p'  "  J        ^ 

Le  coeflicîent  compris  entre  les  parenthèses  ne  dépend  que  des  lieux  vrais, 
et  sera  connu  tout  entier  dès  que  Ton  aura  calculé  la  parallaxe  d'ascension 
droite;  en  le  représentant  parQ,  la  formule  précédente  deviendra 

8in(?=Q8inf  A'-Hô^). 

Elle  est  donc  encore  analogue  à  celle  qui  nous  a  donné  la  parallaxe  de  hau- 
teur, ainsi  que  la  parallaxe  d'ascension  droite;  elle  se  résoudra  donc  de  la 
même  manière,  soit  exactement  an  moyen  d'un  angle  auxiliaire,  soit  ap- 
proximativement au  moyen  de  la  série 

C 

tang^=Qsin  A'-h  ~  sin  a  A'-hcic. 

Dans  les  applications  on  pourra  toujours,  sans  erreur  sensible  ,  substituer 

Jos  rapports  des  arcs  a ,  ^ ,  et  n  à  ceux  de  leurs  sinus  et  de  leurs  tangentes  ; 

ce  qui  revient  à  négliger  les  cubes  des  parallaxes.  Alors  on  pourra  substi- 

,   ,       ,        ,        ,  n  sin  D  sin  (P'-i- a)  „  ^       ...  ,  ,,  ., 

tuer  à  -^  a,  la  valeur ^ ; — -7 •'•  Ënliu,  si  1  on  seborne  a  la  première 

'  sin  A 

puissance  des  parallaxes,  ceiquî  suffira  presque  toujours,  on  pourra  faire 

or.  et  ^  nuls  dans  les  termes  du  second  membre,  qui  sont  déj<\  multiplies  par 

H  ,  et  alors  il  vient 

Parallaxe  de  déclinaison  =  H  (sin  A'  cosD  —  cos  A'  sin  I)  cos  P'). 
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a-t-elle,  sur  les  parallaxes,  une  influence  sensible?  Comment 
peut-on  y  avoir  égard  ? 

La  réponse  à  ces  deux  questions  est  facile.  Nous  avons  trouve 
précédemment  que  le  sinus  de  la  parallaxe  horizontale  est  égal  au 
rayon  terrestre  divisé  par  la  distance  de  l'astre  au  centre  de  la 
terre.  Si  cette  distance  est  constante,  mais  que  les  rayons  ter- 
restres soient  inégaux ,  les  sinus  des  parallaxes  horizontales  seront 
entre  eux  comme  les  rayons  correspondants,  et  ces  parallaxes  elles- 
mêmes  étant  de  très-petits  angles,  seront  aussi,  à  fort  peu  prèS) 
dans  le  même  rapport  ;  la  parallaxe  équatoriale  surpassera  donc 
la  parallaxe  polaire  d*une  quantité  égale  à  j\j  de  sa  valeur  totale, 
comme  le  rayon  de  l'équateur  surpasse  le  rayon  du  pôle  (*). 

La  plus  grande  de  toutes  les  parallaxes  est  celle  de  la  lune  qui, 
sous  réquateur,  s'élève  jusqu'à  i  degré  sexagésimal,  ou  36oo  se- 
condes. En  prenant  la  trois  cent  quatorzième  partie  de  cette  qoBS- 
tité ,  on  aura  1 1  ^\5  pour  l'excès  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la 
lune  sur  la  parallaxe  polaire  :  la  différence  est  encore  moindre 
pour  les  rayons  intermédiaires ,  et  elle  varie  comme  eux ,  propor- 
tionnellement au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Mais  cette  diffe- 


{*)  Soient, en  g^énéral,!!'  la  parallaxe  horizontale  d^un  astre  ài^équatear, 
n  cette  parallaxe  à  la  latitude  L  ;  en  nommant  D  la  dislance  de  Tastre,  A  le 
rayon  de  Téquateur,  et  R  le  rayon  terrestre  à  la  latitude  L ,  on  aura 

sinn'  =  g,  sinn  =  g; 

d'où  Ton  tire 

sin  n  =-T-.8in  II'; 
A 

ou,  en  substituant  le  rapport  défi  angles  II'  et  n  à  celui  de  leurs  sious, 

n=-.n'. 

A 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  voit  que  la  parallaxe  équatoriale  est  lapins 
grande  de  toutes ,  et  la  polaire  la  plus  petite.  Généralement ,  lorsqu'on  con- 
naîtra n',  on  pourra  calculer  II  en  prenant  pour  valeur  de  R  la  normale  ^ 
dont  l'expression  est  donnée  dans  la  page  222.  On  voit  de  plus  qu'il  suffi» 
de  connaître  n  par  l'observation  ,  relativement  à  une  seule  latitude,  pour 
en  déduire  la  valeur  de  II'  ou  de  la  parallaxe  équatoriale. 


PHYSIQUE.  4^^ 

rence,  quoique  fort  petite,  peut  avoir  une  influence  très-considé- 
rable sur  plusieurs  phénomènes  astronomiques ,  par  exemple,  sur 
répoque  d'une  occultation  d'étoile  par  la  lune ,  ou  même  sur  sa 
possibilité.  Il  est  donc  nécessaire  d'y  avoir  égard  dans  des  opéra- 
tions aussi  délicates. 

51  S.  Pour  cela,  il  faut  faire  une  hypothèse  sur  la  figure  de  la 
terre.  Nous  la  supposerons  elliptique,  puisque  nous  avons  trouvé 
que  cette  figure  représente  assez  exactement  les  variations  des  de- 
grés ;  et  d'ailleurs,  cette  supposition  ne  fût-elle  qu'approchée ,  elle 
serait  suffisante  pour  l'objet  que  nous  nous  proposons.  Mais  aloi*s , 
la  première  chose  à  remarquer,  c'est  que  le  rayon  terrestre  ne 
coïncide  plus  avec  la  verticale  (voy.  fi^,  69),  et  le  zénith  appa- 
rent Z,  situé  sur  le  prolongement  de  cette  verticale,  diffère  du 
zénith  vrai  Z',  situé  sur  le  prolongement  du  rayon.  Or,  c'est  au- 
tour de  la  verticale  que  Ton  observe  les  distances  au  zénith ,  puis- 
que cette  ligne  seule  est  indiquée  par  la  direction  de  la  pesan- 
teur. Ainsi ,  pour  réduire  les  observations  à  ce  qu'elles  seraient  si 
l'on  était  placé  an  centre  de  la  terre ,  il  faut  leur  faire  subir  deux 
corrections,  l'une  pour  les  ramener  au  zénith  vrai  y  l'autre  pour 
les  ramener  au  centre  de  la  terre. 

515.  Ces  corrections  sont  très-faciles  lorsque  l'astre  est  observé 
dans  le  plan  du  méridien,  par  exemple,  en  L  ou  en  L',  fig,  69. 
Dans  ce  cas ,  la  distance  au  zénith  apparent  est  UOZ ,  si  l'astre 
observé  est  du  côté  du  pôle  ;  ou  LOZ  s'il  est  du  côté  de  l'équateur. 
C'est  cette  distance  apparente  que  l'observation  donne.  La  dis- 
tance vraie  que  l'on  cherche  est  L'OZ'  ou  LOZ'.  Pour  l'obtenir, 
il  faut  ajouter  à  la  distance  apparente ,  l'angle  du  rayon  avec  la 
verticale,  lorsque  l'astre  est  observé  du  côté  du  pôle,  et  retran- 
cher ce  même  angle  lorsque  l'astre  observé  se  trouve  du  côté  de 
réquateur  (*). 


(*)  En  fiupposant  la  terre  elliptique ,  on  trôuTe  facilement  que  Tangle  w 
du  rayon  arec  la  verticale ,  en  un  lieu  dont  la  latitude  géographique  est  L, 
est  donné  par  la  formule 

6)=  e  sinaL, 

c  étant  Taplatissement  de  la  terre. 
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31 4.  Connaissant  la  distance  zénithale  LOZ%  rapportée  au  aènith 
vrai  y  on  prendra  la  parallaxe  de  hauteur  pour  cette  distance, 
comme  dans  te  cas  de  la  terre  sphérîque ,  mais  en  y  employant  h 
valeur  particulière  du  rayon  terrestre  OC ,  qui  répond  au  liea  de 
l'observation.  Cette  parallaxe,  retranchée  de  la  distance  zénithale 
LOZ',  relative  au  rayon  terrestre,  donnera  la  distance  zénithale 
vraie  y  telle  qu'on  Taurait  observée  du  centre  de  la  terre  (*). 


•  

.  (*)  Soient  Z  la  distance  au  zénith  apparent  observée,  Z' cette  distance 
réduite  au  zénith  vrai,  et  enfin  Z"  la  distance  Z'  réduite  au  centre  de  li 
terre.  Nommons  ai  Tangle  ZOZ'  formé  par  le  rayon  avec  la  verticale,  et  c 
la  parallaxe  de  hauteur  pour  la  distance  Z'.  Cela  posé,  si  Tastre  est  dans )e 
méridien  du  côté  de  Téquatcur,  on  aura 

Z'  =  Z  — w;  Z"z=Z'—fs\  8intJ  =  sinn.6inZ'. 

n  est  ici  la  parallaxe  horizontale  pour  le  rayon  OC.  Ces  formules  sapposeot 
Z  connu }  mais ,  si  c^élait  la  distance  vraie  Z"  qui  fût  donnée,  on  en  tirenii 
facilement  Z,  comme  dans  la  page  400;  car  les  deux  dernières  équatioci 
donneraient  de  même  a,  en  fonction  de  Z" ,  par  la  série  citée ,  et  ensuite  00 
en  déduirait 


Z'=.Z"-^is\  Z  =  Z'-f-ûi  =  Z''-f-€r-t- 


&>. 


11  faudrait  prendre  ai  négatif  si  Tastre était  observé  ducdlé  du  pôle,  dou- 
blions pas  que  ces  formules  ne  sont  applicables  que  dans  le  plan  da  mé- 
ridien. 

Le  calcul  de  la  parallaxe,  par  deux  observations  faites  dans  le  méridien  à 
de  grandes  distances,  est  tout  aussi  facile  dans  le  sphéroïde  que  dans  la 
sphère;  car,  en  désignant  toujours  les  positions  des  deux  observateurs  par 
OO'fftg,  7(/ analogue  à  la^.  64  >  lo  quadrilatère  COLO'  offrira  les  mêmes 
relations.  Seulement,  comme  les  distances  au  zénith  observées  sont  LOZ. 
LO'Z'  autour  des  verticales  ON,  O'N',  il  faudra,  pourobtenir  les  distaaces 
LOZ|,  LO'Z[,  relatives  au  zénith  vrai,  retrancher  les  angles  des  rayons CO. 
CO',  avec  les  verticales  correspondantes ,  angles  que  nous  nommerons  »>  «'< 
«t  qui  peuvent  se  calculer  par  la  formule  de  la  page  précédente.  Ainsi,  eu 
nommant  toujours  cr,  vx'  les  deux  angles  CLO,  CLO',  ou  les  parallaxes  de 
bantenr  ;  R,B'  les  deux  rayons  terrestres  en  O  et  0'  ;   cnGn  II,  TI'  les  deux 
parallaxes horizoptaleo,  et  D  la  distance  CL  de  Tastre  au  centre  delà  terre, 
on  aura,  comme  dans  la  page  401 , 

sinn  =  g;         sinn'=^';         tï  =  n.sin(Z-w)î        cr'=n'.sin(Z'-fc.',. 

Nous  entendons  ici  par  parallaxe  horizontale  celle  qui  a  lieu  lorsque  l«* 
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Sltf.  Si  l'astre  est  observé  hors  da  méridien  ^  comme  dans 
là  /iff.  71 ,  les  lignes  OZ,  OZ'  et  OL,  prolongées  indéfiniment, 
formeront ,  sur  la  sphère  céleste ,  un  triangle  sphérique ,  où  l'on 
connaîtra  le  côté  ZS ,  qui  est  la  distance  au  zénith  apparent  ob- 
servée •,  le  côté  ZZ',  qui  est  Tangle  du  rayon  avec  la  verticale ,  et 
Tangle  compris  Z'ZS  qui  est  le  supplément  de  l'azimut  apparent 
de  l'astre,  compté  du  pôle ,  puisqu'il  est  formé  par  le  vertical  SOZ 
avec  1g  plan  du  méridien  :  on  pourra  donc  calculer  le  troisième 
côté  Z^S,  ou  la  distance  apparente  de  Tastre  au  zénith  vrai. 

rayon  visuel  est  perpendiculaire  au  rayon  terrestre.  Le  rayon  visuel  n^est 

point  alors  tangent  au  sphéroïde;  de  sorte  qu'il  serait  plus  juste  d^appeler 

Fangle  dont  il  s^agit,  plus  grande  parallaxe  ou  parallaxe  maximum  ;  mais 

Tusage  a  prévalu.  Le  rapport  des  sinus  de  ces  parallaxes  étant  à  fort  peu 

n'      R' 
près  le  même  que  celui  des  arcs,  on  en  tire  ^r  =  0-}  0^ est-à-dire  qu''elles 

sont  proportionnelles  aux  rayons  terrestres ,  et  en  profitant  de  ce  rapport 
pour  éliminer  n',  les  expressions  de  or  et  de  «/,  ajoutées  ensemble,  donnent 


V-+- 


'— n    rR-8»P  (Z  —  m) H- R^sin  {Z'—  (a')l 


Mais  la  somme  des  parallaxes  cr+cr'  est  égale  à  Tangle  OLO'  ;  de  plus,  la 
somme  des  quatre  angles  du  quadrilatère  COLO'  doit  toujours  égaler  quatre 
angles  droits ,  comme  précédemment  :  on  aura  donc 

OLO' =  Br-hcr'=  Z  — 61 -h  Z'^  w'— 9  ; 

^  étant  Tangle  OCO'  formé  par  les  doux  rayons  terrestres.  Prolongeons  les 
normales  ON,  O'N'  jusqu''à  leur  rencontre  avec  la  droite  0£  représentant 
le  plan  de  Téquatenr;  les  angles  ENO,  EN'O',  formés  par  ces  normales 
avec  ce  plan,  seront  les  latitudes  des  deux  observateurs;  nous  les  nomme- 
rons X,  y.  Or,  CCS  angles  étant  extérieurs  aux  triangles  NOC,  N'O'C,  on 
aura  évidemment 

/=NCO-+-w}  ;'=N'CO'-f-w'i 

d'où  Ton  tire 

NCO  -f-  N'CO'  =1  y  =s Jl  -+.  /  —  w—  w'; 

valeur  qui,  étant  substituée  pour  ^  dans  Texpression  de  OLO',  donne 

OLO' =Z-f-Z'  — Jl  — y; 

résultat  tout  à  fait  analogue  à  ce  qui  a  eu  lieu  dans  la  sphère.  Celte  valeur 
de  OLO'  ou  de  ti  -f-o'  étant  égale  à  la  première  que  nous  avons  obtenue^ 
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On  pourra  même  éliminer  l'azimut  au  moyen  de  sa  yalear  en 
fonction  de  la  distance  polaire  apparente  et  de  Tangle  horaire  ap- 
parent; et,  par  ce  moyen ,  Z'S  se  trouvera  entièrement  exprimé  en 
quantités  faciles  à  déduire  de  Tobservation. 

Connaissant  la  distance  apparente  au  zénith  vrai  Z'S ,  on  prendra 
la  parallaxe  de  hauteur  pour  cette  distance  et  pour  le  rayoD  ter- 
restre OG  :  cette  parallaxe ,  représentée  par  le  petit  arc  SS',  aura 
pour  expression,  n  sinZ'S,  Il  étant  la  parallaxe  horizontale 
pour  le  rayon  OG.  Et  ainsi  Ton  connaîtra  la  distance  vraie 
Z'S'  =  Z'S  —  SS',  telle  qu'on  Taurait  observée  du  centre  de  la 
terre  (*), 

516.  Maintenant,  si  l'on  veut  avoir  les  parallaxes  de  déclinai- 
son et  d'ascension  droite,  il  n'y  a  rien  de  plus  facile  ^  car,  en  rap- 
portant tout  au  zénith  vrai  Z',  les  circonstances  deviennent  abso- 
lument les  mêmes  que  dans  le  c|is  de  la  terre  sphérique  représenlée 
dans  la  fi^,  68.  Les  expressions  trouvées  alors  pour  ces  paral- 

on  en  déduit  la  Taleur  de  la  parallaxe  maximum  pour  l'obseryateur  0,  ooi 
sera 

R(Z-^Z^-A— JtQ 

R  sin  (Z —«)-+- R' 8in  (Z' —  «')' 
Pour  Tobservateur  O'  on  aurait 

R^(Z-4-Z^^A~r) 
Rsin(Z  — w)-+-R'  8in(Z'  — «)' 

Ce$  expressions  sont  tout  à  fait  analogues  à  celle  de  la  page  40^9  et  ella  » 
sont  pas  plus  difficiles  à  calculer,  r^bus  avons  supposé,  dans  le  calcol,  qn^ 
les  deux  observateurs  étaient  situés  des  deux  côtés  opposés  de  Féquatair; 
s^ils  étaient  du  même  côté,  il  faudrait  regarder  la  plus  petite  latitudecomoe 
négative  dans  la  formule  précédente,  et  faire  aussi  négative  la  valeur  cor- 
respondante de  ta  ou  de  «>'.  Dans  ce  cas ,  si  Tastre ,  au  lieu  d^être  situé  entre 
les  deux  zéniths,  était  situé  du  même  côté  du  zénith ,  par  rapport  aux  deoi 
observateurs ,  il  faudrait  encore  regarder  comme  négative  la  plus  petite  des 
deux  distances  zénithales.  Ges  résultats  seraient  faciles  à  voir  diaprés  la 
figure  relative  à  chacun  de  ces  cas  particuliers. 

('*')  Soit  A  Pazimut  apparent  de  Tastre  compté  du  pôle  :  ce  sera  le  sop- 
plément  de  Pangle  Z'ZS.  Soient  Z  la  distance  au  zénith  apparent  obserfée, 
Z'  la  distance  apparente  au  zénith  vrai ,  »  Tangle  du  rayon  avec  ]a)Tertlcale. 
Gela  posé,  si  Ton  fait  attention  que  cos  (180  —  A)  =  —  cos  A ,  le  tmogit 
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laxes ,  s'appliqueront  donc  encore  dans  le  cas  actuel  ;  seulement , 
comme  la  distance  du  zénith  au  pôle  entre  dans  ces  formules,  il 
faudra  y  faire  usage  de  la  distance  au  zénith  vrai  Z',  c'est-à-dire 
augmenter  la  distance  apparente  du  zénith  au  pôle  d'une  quantité 


sphérique  ZZ'  S  donnera 

cos  Z'=  —  sin  Z  sin  u  cos  A  +  cos  à  cos  Z  ; 
en  prenant  un  angle  auxiliaire  tel  qu^on  ait 

tang  f  =  cos  A  tang  u, 


il  viendra 


cosZ'  = cos  (Z  -h  p). 

cos  ç?  ^  ^' 


Si  Ton  veut  conclure  Tazimut  y  d'après  l'observation  de  Pangle  horaire , 
ce  qui  est  plus  facile  et  plus  ordinaire  que  de  Tobserver,  rien  n^est  plus 
simple.  Car  si  Ton  imagine  un  nouveau  triangle  sphérique  ZPS ,  formé, 
fg,  73,  par  les  trois  rayons  visuels  menés  de  l'observateur  au  pdle ,  au  zékiith 
apparent  et  à  l'astre,  on  connaîtra ,  dans  ce  triangle,  la  distance  apparente 
observée  ouZ;  la  distance  du  pôle  au  zénith  apparent  ou  D;  enfin  l'angle 
horaire  apparent  ou  P.  L'angle  SZP  compris  entre  les  deux  côtés  Z  et  D  de 
ce  triangle,  est  précisément  égal  à  l'azimut  A.  On  pourra  donc  calculer  cet 
azimut  par  la  combinaison  des  formules  suivantes ,  tirées  de  la  trigonomé- 
trie sphérique , 

tang  ^  =  cos  D  tang P  ;      sin  (A-i-^)  =  — ïi^^ — î^ — , 

où  iff  est  un  angle  auxiliaire.  Quand  on  connaîtra  A  par  ces  formules ,  les 
deux  premières  équations  feront  connaître  Z',  ou  la  distance  apparente 
au  zénith  vrai.  La  parallaxe ,  pour  cette  distance,  ou  II  sin  Z',  sera  ainsi 
connue.  £n  la  retranchant  de  Z',  on  aura  .la  distance  zénithale  vraie 
Z"  =  Z'  —  H  sin  Z'. 

Si  au  contraire  Z"  était  donné,  on  en  déduirait  Z'  au  moyeu  des  formules 
de  la  page  400,  où  a  représenterait  la  parallaxe  de  hauteur  Z'  —  Z"  rap- 
portée au  zénith  vrai.  Ensuite  on  en  déduirait  Z ,  en  résolvant  le  triangle 
sphérique  S  Z'  Z  dans  lequel  l'angle  Z',  qui  est  l'azimut  vrai  de  l'astre,  se- 
rait facile  à  calculer  d'après  les  éléments  de  son  lieu  vrai.  Mais  il  est  u»e 
autre  méthode  bien  plus  simple  pour  trouver  directement  Z  sans  passer  par 
Z^  On  la  verra  dans  la  note  suivante. 

Lorsque  Z  est  très-considérable  par  rapport  à  oj ,  on  peut  aisément  obte- 
nir la  valeur  de  Z'  —  Z  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  sin  6).  Mais  cette  réduction  n'est  pas  possible,  en  général ,  parce  que  les 
arcs  Z,  Z',  w  peuvent  devenir  comparables  entre  eux ,  lorsque  l'astre  L  est 
observé  très -près  du  zénith  vrai  ou  apparent. 
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égale  à  l'angle  Z'OZ ,  formé  par  le  rayon  terrestre  avec  la  Ycrti- 
cale.  Au  moyen  de  ces  résultats  rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir 
les  éléments  du  lieu  apparent  de  l'astre ,  étant  donné  son  lieu  vi*ai, 
rapporté  au  centre  du  sphéroïde  terrestre  {*). 

517.  J'ai  dit ,  dans  le  tome  P^,  page  190,  que  le  diamètre  appa 


(*)  Diaprés  ce  que  Ton  vient  de  dire,  en  nommant  toujours  w  Tangle  au 
rayon  terrestre  avec  la  verticale ,  et  désigrnant  par  a  la  parallaxe  d^ascension 
droite )  par  â  la  parallaxe  de  déclinaison ,  les  formules  trouvées  dans Isiiiote 
de  la  page  408,  pour  le  cas  de  la  terre  sphérique,  donneront ,  dans  le  sphé- 
roïde 9 

sin  nsin  (D  -h  w)  sin  (F'  -h  a) 

sm  a  = ^ — :—^, i 7 

sin  A 

.  rsinIIco8(D-H6>)8in(P'-ha)— 2C08  A'cos(P'-f-ia)8În|a"|  .  .  ,    , 

SiP  0  =  1'  »  ■      ■  ■         : :fr,  -  •  ■        ■  ISinia-rOi 

ou,  avec  une  approximation  presque  toujours  suffisante, 

nsin(D-f-«)sinP' 

a  = i-r — -7 > 

sin  A' 

^  =  n  [sin  A'  cos  (D  -H  «)  —  cos  A'  sin  (D  -+-  w)  cos  P']  ; 

A'  est  la  distance  polaire  vraie,  et  P'  Tangle  horaire  vrai  vus  du  centre  de  la 
terre,  a  et  ^  étant  calculés  par  ces  formules ,  si  Ton  nomme  A  la  distance 
polaire  apparente ,  et  P  l''angle  horaire  apparent ,  vus  de  la  surface  du  sphé- 
roïde terrestre,  on  aura 

P  =  F-Ha,     A  =  A'-h^. 

Avec  P,  A  et  D^  on  peut  calculer  directement  la  distance  apparente  Z.  Car 
si  Ton  forme  le  triangle  sphérique  SZP ,  fig.  72,  par  trois  rayons  visuels 
menés  de  l'observateur  au  zénith  apparent,  à  i'astre  et  au  pôle,  on  connaîtra 
dans  ce  triangle  les  côtés  PS  =  A  ,  PZ  =  D ,  et  l'angle  SPZ  =  P.  On  en 
conclura  donc  aisément  le  troisième  côté,  ou  la  distance  zénithale  apparente 
ZS=  Z.  On  pourra  également  calculer  Ta ngle  SZP  ou  Pazimut  apparent  <^^ 
Pastre.  On  aura  donc  ainsi  tons  les  éléments  du  lieu  apparent  de  Tastre^de 
la  manière  la  plus  simple,  au  moyen  des  éléments  de  son  lieu  vrai.  D^ 
môme  si  Pon  forme  le  triangle  sphériqueS'ZT  par  trois  rayons  visuels,  meoés 
du  centre  de  la  terre  au  zénith  vrai ,  à  Pastre  et  au  pôle,  on  connaîtra  dass  ce 
triangle  les  côtés  S'P=A',  Z'P=D-hw,  et  Pangîe  S'PZ'^P'.  Onpoorwdonc 
calculer  le  troisième  côté  S' Z'  =  Z",d'où  Ton  conclura  Z'  ou  Z'Sparlfs 
formules  de  la  page  400.  On  pourra  aussi  calculer  Pangle  S'  Z'P  qui  est  Vi- 
zimut  vrai  de  Pastre.  On  voit  que  la  considération  de  Pellipticitéde  la  terro 
ne  complique  nullement  ces  résultats. 
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rent  de  la  hine  à  l'horizon  était  un  peu  plus  petit  qu*au  zénith,  lors- 
qu'on le  mesure  exactement  avec  le  micromètre  ;  c'est  un  effet  de 
la  parallaxe ,  et  il  est  facile  de  le  démontrer.  Pour  cela,  considé- 
rons d^abord  la  distance  de  la  lune  au  centre  de  la  terre  comme 
constante ,  en  sorte  qu'elle  .décrive  son  cercle  diurne  autour  de  ce 
centre,  comme  dans  la  fig,  78.  Alors  la  lune,  étant  au  zénith 
en  Z,  sera  plus  près  de  l'observateur  O  que  lorsqu'elle  était  à 
l'horizon  en  L,  car  dans  le  cercle  LZL'  la  flèche  OZ  est  moindre 
que  la  demi-corde  OL.  La  différence  de  ces  deux  distances  pro- 
duit un  effet  sensible  sur  le  diamètre  apparent  qui  augmente  à 
mesure  que  la  lune  s'élève  (*).  La  loi  de  cet  accroissement  est  fa- 
cile à  calculer 9  et  sa  valeur  totale,  depuis  l'horizon  jusqu'au 
zénith,  est  d'environ  -ç^ ,  parce  que,  dans  le  passage  d'une  de  ces 
positions  à  l'autre,  la  distance  de  la  lune  à  l'observateur  se  trouve 
diminuée  d'une  quantité  sensiblement  égale  au  rayon  OC  de  la 
terre,  qui  en  est  environ  la  soixantième  partie.  L'exacte  conformité 
de  cette  loi  avec  les  phénomènes ,  soit  que  la  lune  monte  ou  des- 
cende sur  l'horizon ,  ne  permet  pas  de  douter  qu'ils  ne  soient  dus 

(*)  Nommons  r  le  demi -diamètre  OC  de  la  terre,  R  le  rayon  CL  ou  CZ, 
mené  de  son  centre  à  celui  de  la  lune.  La  ligne  OL ,  côté  du  triangle  rectan- 
gle COL,  aura  pour  longueur  ^R*  —  r'  ;  la  flèche  OZ  aura  pour  longueur 
H  —  r  ;  et  la  différence  de  ces  deux  lignes  ,  ou  Texcès  de  OL  sur  OZ ,  sera 
exprimée  par 

^R»_r«  — (R  — r). 

Si  Ton  suppose,  comme  cela  a  lieu  dans  la  nature,  que  r  soit  une  très-petite 
fraction  par  rapport  àR,  on  pourra  se  contenter  d'extraire ,  par  approxima- 
tion ,  la  racine  carrée  indiquée ,  en  se  servant,  pour  cela ,  de  la  formule  du 
binôme  do  Newton  ;  et  en  se  bornant  aux  premières  puissances  de  r,  on.aura, 

pour  cette  racine    R ^  L'expression  ci-dessus,  qui  représente  la  dif- 

sR 

férence  des  lignes  OZ  et  OL ,  sera  donc  exprimée  par  r = ,   e^est-à-dire 

r* 
qu'elle  est  presque  égale  à  r,  car  le  terme -^  est  très-petit  par  rapport 

•  r,  puisqu'il  est  égal  au  produit  de  r  par  —^»  qui  est  une  fraction  extrême^ 

ment  petite  et  peu  différente  de  -^. 
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à  la  cause  que  nous  venons  d^assigner,  et  Ton  voit  aussi,  par  cei 
accord ,  que,  si  la  distance  de  la  lune  au  centre  de  la  terre  n'est 
pas  exactement  constante ,  comme  nous  l'avons  supposé ,  du  moins 
les  variations  qu'elle  éprouve  pendant  que  cet  astre  s'élève  de- 
puis l'horizon  jusqu'au  zénith,  sont  trop  petites  pour  produire 
\m  changement  notable,  dans  cet  intervalle,  sur  son  diamètre  ap- 
parent. 

518.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  encore  parie 
de  la  parallaxe  du  soleil.  En  effet,  elle  est  si  petite  qu'aucune  des 
méthodes  précédentes  ne  peut  la  donner  avec  exactitude;  aussi 
les  astronomes  ont  ignoré  pendant  longtemps  sa  valeur.  Enfin,  on 
a  réussi  à  la  déterminer,  non  pas  par  l'observation  immédiate, 
qui  eût  été  sujette  à  trop  d'inexactitude ,  mais  d'après  certains  rap- 
ports ,  qui  existent  entre  les  distances  des  diverses  planètes  et  de 
la  terre  elle-même,  au  centre  du  soleil.  On  sent  que  cette  mé- 
thode indirecte  n'a  pu  être  inventée  qu'après  que  l'on  a  connu, 
avec  beaucoup  d'exactitude,  les  mouvements  planétaires.  C'est 
pourquoi  je  l'exposerai  plus  tard.  La  parallaxe  du  soleil,  qu'on 
en  a  déduite ,  est  égale  à  8" ,8  sexagésimales,  ou  à  27'% i  de îa  di- 
vision décimale  ;  ce  qui  donne  la  distance  ipoyenne  de  cet  astre  i 
la  terre ,  égale  à  23578  rayons  terrestres,  ou  plus  de  trente-quatre 
millions  de  lieues.  On  ne  pouvait  rien  obtenir  de  précis  sur  1« 
dimensions  du  système  solaire ,  tant  qu'il  restait  quelque  incerti- 
tude sur  cet  élément.  Par  conséquent ,  si  l'on  voulait  suivre  réelle- 
ment la  marche  d'invention ,  il  faudrait  d'abord  faire  abstraction 
de  cette  valeur  jusqu'à  l'époque  où  elle  a  pu  être  déterminée,  et 
revenir  ensuite  sur  tous  les  résultats.  Telle  a  été,  en  effet,  la  marche 
réelle  de  l'astronomie,  dont  les  progrès,  comme  je  l'ai  déjà  répète 
plusieurs  fois  ,  ne  sont  qu'une  suite  d'approximations  successires. 
Mais  cette  marche,  tour  à  tour  directe  et  rétrograde,  serait  em- 
barrassante et  peu  méthodique.  Il  nous  suffira  de  remarquer  que  la 
valeur  de  cette  parallaxe  étant  fort  petite,  les  résultats  approches 
que  l'an  obtiendrait,  en  n'y  ayant  point  égard,  différeraient  extrê- 
mement peu  des  résultats  définitifs  que  l'on  trouverait  en  l'em- 
ployant dans  une  seconde  approximation.  Mais  une  fois  que  cette 
vérité  est  bien  comprise ,  il  est  bien  plus  court  d'admettre  pron- 
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soirement  Temploi  d'une  si  petite  correction ,  dont  la  nécessité  est 
reconnue ,  et  dont  la  valeur  sera  par  la  suite  démontrée  très-exac- 
tement, afin  d'arriver  d'abord  sans  retour  aux  résultats  définitifs. 
Il  en  est  de  même  des  petites  corrections  relatives  à  la  précession , 
à  Taberration  et  à  la  nutation ,  dont ,  pour  plus  de  brièveté  et  de 
méthode  y  nous  sommes  convenus  de  faire  un  usage  anticipé.  Ainsi, 
nous  supposerons  toujours,  dans  les  résultats  dont  nous  ferons 
usage,  qu'on  y  a  corrigé  l'effet  de  la  parallaxe  solaire,  d'après  la 
valeur  que  nous  venons  de  rapporter. 
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CHAPITRE  XXII  D. 

Description  et  usages  du  cercle  répétiteur. 

519.  M'étant  proposé  de  réunir  et  d'expliquer  dans  cet  ou^^rage 
les  procédés  d'observation  les  plus  exacts  et  les  plus  généralement 
usités ,  je  vais  exposer  avec  détail  Tusage  du  cercle  répétiteur,  qui 
à  lui  seul  peut  suppléer  au  mural  et  à  la  lunette  méridienne  ;  qui 
les  remplace  avec  une  exactitude  indéfinie  ;  qui ,.  par  son  peu  de 
volume  et  le  petit  nombre  de  vérifications  qu'il  exige ,  peut  être 
aisément  transporté  partout  ;  enfin ,  dont  les  applications  ce  sont 
pas  bornées  à  l'astronomie  seule,  mais  s'étendent  à  la  géodésie,  à 
la  topographie  et  à  une  infinité  de  recherches  ^physiques  de  tout 
genre ,  où  elles  portent  une  précision  inespérée. 

520.  L'essentiel  de  cet  instrument  consiste  dans  un  limbe  cir- 
culaire vertical  ZAP,  fig.  74,  qui  peut  tourner  autour  de  la  verti- 
cale CP,  menée  par  son  centre ,  et  qui ,  de  plus ,  peut  aussi  tour- 
ner verticalement  autour  d'un  axe  horizontal  mené  par  ce  même 
centre.  Une  lunette  OCL ,  munie  d'un  micromètre  à  fil  ^iLe  et  d'un 
vernier,  tourne  autour  du  centre  C ,  et  peut  parcourir  successive- 
ment tous  les  points  du  limbe.  L'instrument  entier  est  représenté 
dans  la  PL  XFlIàxx  tome  IL  Pour  en  comprendre  l'usage,  revenons 
^Xdifig.  74.  Soit  S  un  objet  éloigné  et  immobile,  dont  on  veut  me- 
surer la  distance  au  zénith.  Ce  sera  même,  si  l'on  veut,  une  étoile. 
Car,  bien  que  les  astres  se  déplacent  à  chaque  instant  par  l'effet  du 


(*)  Depuis  que  ce  chapitre  a  été  rédigé  pour  Péditiou  précédeuie,  les 
cercles  répétiteurs  ont  reçu  de  grands  perfection nements,  et  Ton  a  aussi 
améliore  beaucoup  la  manière  de  les  employer.  Pai  cru  cependant  pouvoir 
laisser  subsister  cette  première  rédaction,  comme  un  exposé  suffisant  des 
principes  de  leur  usage  ,  mais  on  trouvera  à  la  fin  de  ce  volume  une  dis- 
sertation sur  la  nouvelle  mesure  que  j'^ai  faite  de  la  latitude  de  Formentera 
en  1825,  où  les  méthodes  les  plus  sûres  d'*observation  seront  expliquées 
et  confirmées  par  leur  application  pratique  la  plus  exacte. 
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mouvement  diurne ,  on  peut  calculer  les  effets  de  ce  déplacement 
pendant  Tintervalle  des  observations  et  en  tenir  compte,  comme 
nous  le  verrons  tout  à  Theure  ;  ce  qui  ramène  la  question  au  même 
élat  que  si  l'on  n'avait  à  observer  que  des  points  fixes.  Cela  posé , 
voici  comment  on  opère  :  on  commence  par  fixer  le  vernier  de  la 
lunette  sur  le  point  zéro  de  la  division  ;  puis  on  dirige  le  limbe  dans 
le  vertical  de  Tastre,  au  moyen  du  mouvement  azimutal,  et  on  le 
fait  ensuite  tourner  verticalement  autour  de  son  centre ,  jusqu'à  ce 
que  le  point  S  réponde  au  centre  des  fils  ;  c'est  ce  que  représente 
\^fig'  74*  Concevons  maintenant  un  fil-à-^plomb  CP  mené  par  le 
centre  du  limbe  ;  sa  direction  prolongée  déterminera  le  zénith  Z  \ 
et  Tare  AZ,  lu  sur  le  limbe ,  sera  la  distance  au  zénith.  Mais  on 
peut  éviter  Tusage  de  ce  fil  et  la  lectui^  de  l'arc ,  comme  on  va  le 
voir. 

321.  Les  choses  étant  disposées  comme  nous  venons  de  le  dire , 
on  donne  au  limbe  un  mouvement  azimutal  autour  de  la  verti- 
cale qui  passe  par  son  centre ,  et  on  lui  fait  faire  un  demi-tour,  de 
manière  à  le  ramener  dans  le  vertical  de  l'astre  {voyez  fig,  76). 
Dans  ce  mouvement,  le  point  Z  du  limbe  n'a  pas  changé.  Seule- 
ment, si  le  limbe  faisait  d'abord  face  à  l'est ,  il  fait  maintenant  face 
à  Touest ,  et  comme  la  lunette  est  fixe  sur  le  limbe ,  il  s'ensuit  que 
sa  direction  actuelle  LAC  fait  toujours  le  même  angle  avec  la  ver- 
ticale. Alors  on  détache  cette  lunette ,  et  en  la  faisant  tourner  sur 
le  limbe ,  on  la  ramène  sur  l'astre.  Sa  nouvelle  direction  GA'S  ré- 
pond alors  à  un  autre  point  du  limbe ,  tel  que  A^  ;  et,  puisque  nous 
supposons  l'astre  immobile,  l'arc  A'Z  est  exactement  égal  à  l'arc  AZ, 
ou  à  la  distance  au  zénith.  L'arc  total  AA',  que  la  lunette  vient  de 
parcourir,  est  donc  double  de  cette  distance.  Ainsi ,  en  lisant  cet 
arc  indiqué  par  le  déplacement  du  vernier  sur  la  division  du  limbe, 
et  prenant  sa  moitié,  on  aura  la  distance  au  zénith,  sans  qu'il  soit 
du  tout  nécessaire  de  connaître  le  point  Z;  et,  par  conséquent^ 
sans  avoir  aucun  besoin  de  fil-à-plomb. 

3S2.  A  la  vérité ,  ceci  suppose  que  le  limbe ,  en  passant  de  la 
première  observation  à  la  seconde ,  a  tourné  exactement  autour 
de  la  verticale ,  en  sorte  que  chacun  de  ses  points  reste  exacte- 
ment à  la  même  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal.  Pour  s'en 
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assurer,  on  attache  derrière  le  limbe  et  parallèlement  à  son  plan  un 
niveau  à  bulle  d'air  très-sensible ,  que  l'on  cale,  c'est-à-dire  que 
l'on  met  bien  horizontal  dans  la  première  position  du  cercle,  où 
le  limbe  faisait ,  je  suppose ,  face  à  l'est  ;  ensuite ,  si  le  point  Z 
du  limbe  s'est  un  peu  déplacé  par  le  retournement ,  lorsque  le 
limbe  fait  face  à  Touest,  on  en  est  averti  par  le  niveau  qui  s'est 
déplacé  avec  lui ,  et  dont  la  bulle  ne  répond  plus  aux:  mêmes 
points  de  la  division  du  tube.  Alors  on  ramène  le  limbe  à  la  posi- 
tion où  le  niveau  rentre  dans  ses  premières  limites;  ainsi,  sass 
connaître  le  point  Z  ,  on  est  toutefois  assuré  qu'il  revient  dans  la 
même  verticale.. Il  y  a,  dans  tous  les  cercles,  des  vis  de  rappel 
pour  faire  ainsi  mouvoir  le  limbe  par  degrés  insensibles ,  et  pour 
caler  le  niveau. 

525.  Après  qu'on  a  ainsi  la  distance  zénithale  double ,  on  ob- 
tient la  distance  quadruple  de  la  manière  suivante  :  sans  toucher  à 
la  lunette ,  on  retourne  l'instrument,  et  on  ramène  le  limbe  la  face 
à  l'est ,  comme  il  était  d'abord.  La  lunette  prend  alors  la  direction 
CA'L,  fig,  76.  Si  on  la  ramenait  vers  l'astre ,  le  limbe  restant  fixe, 
elle  reviendrait  au  point  A  d'où  elle  est  partie ,  et  on  détruirait 
l'arc  qu'on  lui  a  fait  parcourir.  Au  lieu  de  cela ,  on  la  laisse  fixe 
en  A',  mais  on  ramène  le  limbe  en  le  faisant  tourner  verticalement 
autour  de  son  centre,  jusqu'à  ce  que  l'astre  revienne  dans  la  lu- 
nette au  centre  des  fils.  Alors  le  point  A'  est  dirigé  vers  l'astre ,  et 
le  point  de  départ  descend  en  A,  fig.  77.  Cela  fait,  on  se  retrouve 
exactement  dans  les  mêmes  circonstances  où  l'on  était  au  commen- 
cement de  la  première  observation ,  fig.  74  ;  si  ce  n'est  que  le 
point  de  départ  est  A',  c'est-à-dire  la  fin  du  premier  arc  par- 
couru (*).  En  partant  de  là,  et  opérant  de  la  même  manière,  on 
peut  faire  une  nouvelle  observation  double  qui  amènera  la  lunette 
en  A*;  et  comme  l'arc  A' A"  sera  égal  à  AA',  l'arc  total  AA^V 


(*)  En  faisant  ainsi  mouvoir  le  limbe  dans  la  troisième  observation,  l^* 
niveau  qui  y  est  attaché  se  déplace  avec  lui  et  cesse  d^être  horizontal;  mais 
on  le  détache  et  on  le  ramène  à  cette  position^  où  Ton  achève  de  le  fixer 
par  des  vis  de  rappel.  On  fait  la  même  chose  après  chaque  observation 
paire. 
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sera  la  distance  au  zénith  quadruple  ;  en  le  divisant  par  4»  on  aura 
la  dislance  simple. 

Ayant  la  distance  quadruple  y  on  peut  l'avoir  sextuple  par  le 
même  procédé  :  il  faut  retourner  le  limbe  face  à  Test ,  dans  sa  pre- 
mière position ,  et  ramener  le  point  A"  vers  l'astre ,  sans  détacher 
la  lunette.  Alors  le  nouveau  point  de  départ  sera  A"  j  une  nouvelle 
observation  double  amènera  la  lunette  en  A'*,  et  Tare  AA'A"  A'" 
sera  l'arc  sextuple.  En  le  divisant  par  6 ,  on  aura  l'arc  simple. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment ,  on  obtiendra  tel  multiple  de 
la  distance  que  l'on  voudra,  et  en  divisant  Tare  total  parcouru  par 
le  nombre  des  observations ,  on  aura  la  distance  zénithale  simple. 
On  peut  faire  ainsi  parcourir  à  la  lunette  plusieurs  circonférences 
entières  dont  il  faudra  tenir  compte.  Mais,  pour  s'épargner  la  peine 
de  les  compter  une  à  une ,  il  suffit  de  lire  une  seule  fois  Tare  dou- 
ble y  ce  qui  fait  connaître  la  distance  simple  ;  et  quand  les  observa- 
tions sont  terminées ,  on  voit  aisément  quel  nombre  de  circonfé- 
rences entières  il  faut  ajouter  pour  que  l'arc  total ,  divisé  par  le 
nombre  des  observations^  redonne  la  distance  simple ,  déterminée 
approximativement  par  la  première  lecture. 

524.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  l'avantage  de  cette 
multiplication.  Elle  n'en  aurait  aucun  si  les  divisions  faites  sur  le 
cercle  étaient  mathématiquement  exactes ,  et  si  l'observateur  poin- 
tait toujours  parfaitement  juste  ;  car  alors,  une  seule  observation 
donnerait  la  distance  au  zénith  exacte.  Mais ,  comme  ces  conditions 
sont  impossibles  à  remplir  dans  la  pratique ,  la  répétition  des  an- 
gles y  supplée  par  des  compensations. 

D'abord ,  quant  à  Terreur  des  divisions ,  on  voit  que  les  arcs 
mesurés  se  suivent  sans  interruption  sur  le  limbe ,  de  manière  que 
le  point  du  limbe ,  qui  est  la  fin  d'une  observation ,  devient  l'ori- 
gine de  la  suivante.  Cela  fait  que  la  somme  des  observations ,  ou 
l'arc  total  parcouru,  ne  renferme  absolument  aucune  erreur  in- 
termédiaire ,  mais  seulement  les  deux  erreurs  des  lectures  extrê- 
mes. Ces  erreurs  elles-mêmes  sont  encore  affaiblies ,  parce  que  les 
alidades  du  cercle  portent  quatre  verniers  que  l'on  lit  séparément, 
et  dont  la  moyenne  contribue  à  marquer  le  commencement  et  la 
fin  de  Tare  total  avec  une  plus  grande  probabilité  d'exactitude. 
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Enfin  ,  la  petite  erreur,  qui  peut  rester  encore,  malgré  ces  précau- 
tions ,  dans  les  lectures  extrêmes ,  se  trouvant  répartie  par  la  di- 
vision sur  l'arc  entier  parcouru  sur  le  limbe ,  ne  conserve  plus 
qu'une  influence  insensible  sur  Tare  simple  parcouru  dans  uoe 
seule  observation ,  du  moins  en  supposant  les  observations  suffi- 
samment multipliées.  Les  erreurs  des  divisions  s'affaiblissent  donc 
dans  le  cercle  répétiteur  par  la  répétition  même  y  et  la  compensa- 
tion qui  s'opère  entre  elles  n'est  pas  l'effet  d'une  probabilité,  mais 
d'une  certitude 

Pour  sentir  jusqu'où  cette  compensation  peut  aller,  il  faut  savoir 
que,  dans  nos  cercles  répétiteurs  qui  n'ont  ordinairement  que  4  dé- 
ciraètres(i5  pouces  environ)  de  diamètre,  l'erreur  des  divisions  se 
peut  pas  certainement  s'élever  à  i5'^  sexagésimales.  Elle  se  rédui- 
rait donc  au  plus  à  -j  seconde ,  après  trente  observations  ;  que  de* 
vient-elle  après  quatre-vingts  ou  cent  ?  que  devient-elle  si ,  comme 
on  peut  le  faire  et  comme  on  l'a  fait  souvent ,  on  laisse  les  séries 
des  différents  jours  se  succéder  sans  interruption  sur  le  limbe,  de 
sorte  que  les  deux  erreurs  des  lectures  extrêmes  se  trouvent  seules 
réparties  sur  un  arc  total  qui  contient  plusieurs  milliers-de  fois 
l'arc  simple? 

L'erreur  des  divisions  est  donc  comme  nulle  dans  les  observa- 
tions faites  au  cercle.  Il  est  impossible  qu'elle  soit  aussi  rigoureu- 
sement détruite  dans  les  plus  grands  instruments,  s'ils  ne  sont  pas 
répétiteurs.  Jamais  l'adresse  de  l'artiste  ne  peut  égaler  un  procède 
mathématique. 

525.  Mais  il  y  a  d'autres  erreurs  qui  se  détruisent  par  le  prin- 
cipe des  probabilités  dans  l'usage  du  cercle,  et  qui  restent  dans  les 
autres  instruments.  Telles  sont  les  erreurs  du  niveau  ,  qui ,  déjà 
très-petites  dans  les  premiers  cercles  répétiteurs  que  l'on  a  cob- 
struits ,  sont  encore  moindres  dans  nos  cercles  actuels ,  où  le  niveau 
donne  immédiatement  les  fractions  de  seconde.  Telles  sont  encore 
les  erreurs  du  pointé ,  qui,  déjà  fort  petites  par  elles-mêmes,  se 
détruisent  comme  celles  du  niveau ,  par  leur  compensation  fortuite 
dans  plusieurs  milliers  d'observations.  Ces  erreurs  existent  aussi 
dans  les  observations  faites  avec  de  grands  instruments  comme  le 
mural.  Car  l'erreur  du  pointé  s'y  retrouve ,  et  celle  du  niveau  es^ 
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représentée  par  Terreur  du  fil  à  plomb.  Mais  ici ,  le  petit  nombre 
des  observations  ne  permet  pas  d'espérer  une  compensation  aussi 
exacte  que  dans  le  cercle.  Si  Ton  suppose  que  l'exactitude  des  ré- 
sultats moyens  soit  en  raison  composée  du  nombre  des  observa- 
tions et  de  la  longueur  du  rayon  de  l'instrument ,  cent  observa- 
tions faites  avec  un  cercle  de  2  décimètres  de  rayon  équivaudraient 
à  une  observation  unique  faite  avec  un  mural  de  20  mètres.  Où 
pourrait-on  trouver  de  pareils  instruments,  et  surtout  comment 
pourrait-on  les  employer  dans  les  observations  qui  exigent  des 
voyages  ? 

326.  Après  avoir  expliqué,  en  général,  le  mécanisme  de  la  ré- 
pétition et  ses  avantages ,  il  faut  entrer  dans  quelques  détails  sur 
les  vérifications  particulières  que  l'instrument  exige  avant  d'être 
employé  aux  observations. 

La  première  condition  à  remplir ,  c'est  que  le  limbe  soit  exacte- 
ment vertical ,  et  qu'il  puisse  se  maintenir  dans  cette  position  pen- 
dant que  l'on  observe,  ou ,  du  moins,  qu'on  ait  des  moyens  de  l'y 
ramener.  Pour  cela,  on  place  derrière  le  limbe,  et  perpendicu- 
lairement à  son  plan ,  un  petit  niveau  à  bulle  d'air  qu'on  attache 
à  Taxe  horizontal  autour  duquel  le  cercle  tourne  {\oy.  \fig.  78). 
Alors,  quand  le  niveau  est  horizontal,  le  limbe  est  vertical  à 
cause  de  la  perpendicularité.  Or ,  il  y  a  dans  les  cercles  répétiteurs 
une  vis  de  rappel  qui  fait  mouvoir  le  limbe ,  et  avec  laquelle  on  le 
ramène  à  la  verticalité ,  lorsque  le  niveau  perpendiculaire  indique 
qu'il  s'en  écarte. 

Quant  à  ce  niveau  lui-même ,  on  voit  qu'il  est  horizontal,  quand 
les  extrémités  de  la  bulle  d'air  qu'il  renferme  se  terminent  à  deux 
traits  fixes,  tracés  par  l'artiste  pour  cet  objet.  Mais  il  est  utile  de 
savoir  au  besoin  suppléer  à  cette  donnée. 

En  effet ,  en  supposant  même  que  ce  niveau  eût  été  parfaite- 
ment réglé  par  l'artiste ,  il  pourrait  bien  arriver  qu'il  se  déran- 
geât dans  sa  monture,  et  qu'il  cessât  d'être  perpendiculaire  au 
limbe.  C'est  pourquoi  on  le  vérifie  avant  de  commencer  les  obser- 
vations. Pour  cela,  on  attache  sur  le  limbe  deux  pinces  P,  Q,  sur 
lesquelles  on  a  tracé  deux  points  extrêmement  fins ,  qui  doivent, 
par  construction ,  se  trouver  à  égales  distances  du  plan  du  limbe. 
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auquel  les  pinces  sont  appliquées.  Les  artistes  ont  des  moyens 
très-précis  et  très-simples  pour  remplir  cette  condition.  A  l'un  de 
ces  points ,  au  plus  élevé ,  on  suspend  un  fil-à-plomb  et  l'on  fait 
mouvoir  le  limbe  jusqu'à  ce  que  ce  fil  vienne  battre  exactement 
sur  l'autre  point.  Alors  le  limbe  est  vertical ,  puisque ,  par  con- 
struction ,  la  ligne  verticale,  menée  par  les  deux  points  P  et  Q,  est 
parallèle  à  son  plan.  Quand  on  Ta  amené  dans  cette  position,  on 
fait  mouvoir  les  vis  de  rappel  du  petit  niveau,  de  manière  qu'il 
devienne  exactement  horizontal,  et  les  variations  de  ce  niveau  in- 
diquent ensuite  si  le  limbe  s'écarte  de  la  verticalité.  La  sensibilité 
de  cet  instrument  rend  même  pour  cela  son  usage  préférable  à  celui 
du  fil  à  plomb ,  en  même  temps  qu'il  est  infiniment  plus  com- 
mode (*). 


(*)  Pour  apprécier  Terreur  que  produifait  un  petit  défaut  de  verticalUé, 
prolongeous  le  plan  du  limbe  jusqu^à  la  sphère  céleste;  il  la  coupera  sm- 
vant  un  grand  cercle  que  nous  nommerons  HZ'  H  ,  Jîg.  79.  Le  point  Z';  le 
plus  élevé  de  ce  cercle,  sera  le  faux  zénith  indiqué  par  Pinstrument,  et  la  ligne 
OZ',  menée  à  ce  point  par  le  centre  du  limbe,  sera  la  verticale  apparente 
autour  de  laquelle  on  mesure,  sur  le  limbe,  les  distances  au  zénith.  Soit 
maintenant  OZ  la  verticale  vraie ,  en  sorte  que  Z'  OZ  soit  Tinclinaisondu 
plan  du  limbe  sur  la  verticale,  angle  que  nous  nommerons  I.  Cela  posé, si 
Ton  mène  du  point  O  un  rayon  visuel  OS  à  une  étoile  quelconque,  la  dis- 
tance au  zénith  véritable  sera  Tangle  ZOS ,  que  nous  nommerons  Z.  Mais  h 
fausse  distance  mesurée  sur  le  limbe ,  sera  l^ngle  Z'  OS,  que  nous  nomme- 
rons Z',  Les  trois  côtés  ZZ',  ZS ,  Z'S  formeront,  sur  la  sphère  céleste,  an 
triangle'sphérique,  rectangle  en  Z',  et  dans  lequel  on  aura 

cos  Z  =  cos  Z'  cos  l 'j 

de  là  on  tirerait  Z  connaissant  Z'.  Mais  il  faudrait  faire  le  calcul  avecuoe 
exactitude  mînniicuse  ,  à  cause  du  facteur  cos  I,  qui  diffère  très-peu  dePunii^t 
parce  que  l^inclinaison  I,  qui  peut  rester  apf  es  les  vérifications  précédeoles, 
est  nécessairement  fort  petite.  Cest  pourquoi  il  est  plus  simple  de  chercher 
approximativement  la  différence  des  angles  Z  et  Z'.  A  cet  effet,  substituons 
à  cos  I  sa  valeur  i  —  3  sîn'  ~  I  ,  nous  aurons 

cos  Z'  —  cosZ  =  2  003  Z'  sin*  j  1. 
Or,  cos  Z'  —  cos  Z  =  2  sin  i  (Z  -f-  Z')  sin  {  (Z  —  Z').  Substituant  cetle  va- 
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527.  Si  Ton  voulait  vérifier  aussi  les  pinces  elles-mêmes,  rien 
ne  serait  plus  facile.  Le  petit  niveau  étant  calé,  c'est-à-dire  rendu 
horizontal ,  faites  tourner  le  limbe  verticalement ,  de  manière  que 
la  pince  qui  était  en  haut  vienne  en  bas ,  et  que  Vautre  qui  était  en 


leur,  on  trouve 


•     i  trj       rj,s       C08  Z'  91  n'  \  I 


c'^est  le  sinus  de  la  moitié  delà  différence  cherchée.  Elle  est  toujours  positive 
tant  que  7J  est  moindre  qu'un  angle  droit.  Par  conséquent ,  dans  cette  limite, 
la  distance  vraie  surpasse  toujours  la  distance  observée  :  cela  doit  être,  puisque 
2^  est  une  hypoténuse.  L'inclinaison  1  ne  pouvant  jamais  être  que  de  quel- 
ques minutes, le  facteur  sin'j  !>  qui  s^  trouve  au  numérateur,  sera  tou' 
jours  un  très-petit  nombre,  et  le  dénominateur  sin  j(Z  +Z')  sera,  compa- 
rativement, très-considérable,  môme  à  i^  de  distance  du  zénith.  Ainsi  , 
au-dessous  de  ce  terme ,  la  différence  des  arcs  Z  et  Z'  sera  extrêmement  pe- 
tite; on  pourra  donc  alors,  sans  craindre  aucune  erreur,  supposer  Z=Z' 
dans  le  second  membre,  ce  qui  revient  à  négliger  le  carré  de  Z— Z'.  On 
trouvera  ainsi  définitivement, 

sin'  -î-  I 

sini(Z-ZO=  %,' 

'  ^  '       tang  Z' 

Pour  apprécier  Pexactitude  de  cette  formule,  il  faut  comparer  les  résultats 
qu'elle  donneavec  ceux  que  l'on  tire  de  la  formule  rigoureuse  cosZ=cosZ'cos  \. 
En  supposant  I  =  lo'et  7J  =  i**  ses.,  on  trouve  déjà  que  les  deux  formules 
s'accordent  presque  exactement.  Plus  près  du  zénith,  l'approximation  dimi- 
nue ,  et  enfin  elle  cesse  d'être  sufiisaiâment  exacte;  par  exemple,  quand  7J 
est  nul,  elle  donne  U  —  Z  infini,  au  lieu  que  la  formule  rigoureuse  donne 
alors  cos  Z=  cos  I,  ou  Z=  I,  c'est-à-dire  que  toute  l'erreur  de  la  verti- 
calité se  reporte  sur  la  distance  au  zénith,  comme  cela  doit  en  effet  arriver. 

On  doit  tii*r  de  ceci  deux  conclusions  :  la  première,  c'est  qu'il  faut  atté- 
nuer, autant  que  possible  ,  le  défaut  de  verticalité  j  la  seconde,  qu'il  faut 
éviter  d'observer  très-près  du  zénith,  où  Tinfluence  do  ce  défaut  sur  les  dis- 
tances est  plus  sensible,  à  cause  du  dénominateur  tang  Z'.  Ce  dernier  in- 
convénient est  toujours  nul  pour  la  Polaire  ,  qui  sert  ordinairement  à  dé- 
terminer les  latitudes.  Sa  distance  au  zénith  sort  des  limites  où  les  erreurs 
de  la  Terticalité  sont  considérables  ,  au  moins  dans  tous  les  pays  habitables 
où  l'on  peut  avoir  occasion  de  l'observer.  Enfin ,  quand  on  observera  près 
du  zénith,  même  à  quelques  degrés. de  distance,  on  fera  bien  d'évaluer, 
ausbi  exactement  que  possible,  l'inclinaison  du  plan  du  limbe,  et  on  en 
tiendra  compte  au  moyen  de  la  formule  précédente,  ce  qui  atténuera  tou- 
jours l'erreur  et  pourra  même  en  rendre  l'influence  tout  à  fait  insensible. 
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bas  vienne  en  haut.  Alors  suspendez  de  nouveau  le  fil-à-plomb  ; 
s'il  bat  encore  exactement  sur  les  deux  points  P  et  Q ,  le  limbe  est 
vertical  et  les  pinces  sont  bien  réglées.  Dans  le  cas  contraire,  l'écart 
du  fil-à-plomb  sera  double  du  défaut  de  parallélisme.  Car,  soit, 
par  exemple ,  LLi,  fi^.  80,  la  direction  du  limbe  dans  sa  première 
position ,  la  verticale  PQ  faisant  avec  lui  un  certain  angle  par  Ter- 
reur des  pinces.  Dans  le  renversement ,  chacun  des  points  P,  Q 
décrit  une  circonférence  de  cercle  autour  de  Taxe  de  rotation  ACC, 
qui  est  perpendiculaire  au  limbe.  La  ligne  PQ  décrit  donc ,  au- 
tour de  cet  axe,  une  surface  conique  dont  Tangle  au  centre 
est  PCP'  ou  Q'C'Q,  P'  et  Q'  désignant  les  nouvelles  positions  des 
points  P  et  Q  après  le  renversement.  Si  par  le  point  QI  on  mène 
CL'  parallèle  au  limbe ,  cette  ligne ,  qui  demeure  immobile  pen- 
dant la  rotation,  divisera  l'angle  Q'C'P  en  deux  moitiés,  dont  cha- 
cune sera  égale  à  l'angle  L'C'P ,  formé  par  la  ligne  PQ  avec  le 
limbe.  Or,  quand  on  suspendra  de  nouveau  le  fil-à-plomb  en  Q', 
la  quantité  Q"Q'P',  dont  il  s'écartera  de  la  ligne  P'Q'  sera  égale  à 
Tangle  au  centre  Q'C'P.  Cet  écart  sera ,  par  conséquent ,  donble 
de  l'erreur  du  parallélisme. 

Si  l'on  s'apercevait  d'une  erreur  de  ce  genre ,  il  faudrait  s'oc- 
cuper de  la  corriger.  Pour  cela ,  il  doit  y  avoir,  sur  les  pinces ,  des 
vis  de  rappel  qui  permettent  de  rapprocher  ou  d'éloigner  les  points 
P  et  Q.  On  fera  donc  marcher  ces  points  de  manière  à  détruire  la 
moitié  de  l'écart  observé ,  et  avec  les  pinces  ainsi  réglées ,  on  re- 
mettra le  limbe  vertical.  Mais  comme  il  est  bien  difficile  que  l'on 
fasse  exactement  cette  bissection  dès  la  première  fois  ,  lorsqu'on 
aura  rétabli  à  très-peu  près  la  verticalité  du  limbe ,  au  moyen  des 
pinces  corrigées ,  on  profitera  de  cette  verticalité  approchée  poar 
corriger  de  nouveau  les  pinces ,  et  en  procédant  ainsi  par  une 
suite  d'essais  et  de  corrections  successives ,  on  parviendra  bientôt 
à  régler  le  tout  exactement.  Le  petit  niveau  perpendiculaire  au 
limbe  indiquera  ensuite  la  conservation  de  la  verticalité.  On  peut 
même,  en  répétant  ces  tentatives  sur  divers  points  du  limbe,  s'as- 
surer que  l'axe  de  rotation  lui  est  exactement  perpendiculaire,  car, 
s'il  ne  l'était  pas,  les  positions  du  fil-à-plomb  ne  s'accorderaient  pas 
«ntre  elles  sur  les  différents  rayons  du  cercle. 
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528.  A  la  rigueur,  on  pourrait  se  contenter  de  ces  précautions, 
relativement  à  la  verticalité ,  car  si  on  la  trouvait  dérangée  dans 
une  observation ,  les  vis  de  rappel  de  Tinstrument  snfHraient 
pour  la  rétablir,  d'après  l'indication  du  niveau  perpendiculaire. 
Mais  comme  cette  opération  prend  toujours  un  peu  de  temps ,  il 
faut  la  rendre  aussi  rare  que  possible.  Or,  on  serait  forcé  de  la 
faire  à  chaque  observation ,  par  le  retournement  du  cercle ,  si  la 
colonne  qui  le  porte  n'était  pas  exactement  verticale.  Car  si ,  dans 
la  première  position  de  Tinstrument,  lorsqu'il  fait  face  à  Test, 
LM ,  fi^.  8i ,  était  le  limbe  supposé  vertical ,  et  AB  la  colonne  in- 
clinée à  l'horizon  ;  comme  celle-ci  reste  immobile  dans  le  retour- 
nement, le  limbe,  en  passant  à  l'ouest,  prendrait  la  direction 
L'M',  toujours  également  inclinée  sur  cet  axe,  mais  non  plus  ver- 
ticale ;  en  sorte  qu'il  serait  nécessaire  de  lui  rendre  la  verticalité , 
et  de  la  lui  rendre  ainsi  tour  à  tour,  en  passant  d'un  côté  à  l'autre, 
dans  chaque  observation.  On  évite  ces  inconvénients  en  rendant 
la  colonne  verticale,  et  on  l'amène  à  cette  situation  au  moyen  de 
trois  vis  que  porte  le  cercle  horizontal  sur  lequel  la  colonne  s'élève, 
et  qui  sert  de  base  à  tout  l'instrument. 

Ces  trois  vis,  désignées  par  V,  V,  V"  dans  la  fi§^  82 ,  sont 
espacées  à  des  intervalles  égaux ,  de  manière  que  les  rayons  CV, 
CV,  CV",  menés  perpendiculairement  à  l'axe  de  la  colonne,  fas- 
sent entre  eux  des  angles  égaux  au  tiers  de  la  circonférence. 
Le  procédé  consiste  à  rendre  d'abord  un  de  ces  rayons,  par 
exemple  CV,  horizontal ,  et  à  faire  ensuite  tourner  le  plan  W  V" 
autour  de  cette  ligne,  comme  axe,  de  manière  à  le  rendre  enfin 
parfaitement  horizontal  dans  tous  les  sens.  Alors  Taxe  CC,  qui , 
par  construction,  est  perpendiculaire  à  ce  plan,  se  trouve  néces- 
sairement vertical. 

Pour  cela,  on  profite  du  grand  niveau  NN',  qui  est  adapté  à  la 
colonne  du  cercle ,  et  qui  sert  à  conserver  le  zénith  dans  les  retour- 
nements. On  dirige  le  limbe  dans  le  vertical  de  la  vis  V,  et  on  met 
le  niveau  horizontal  ;  ensuite  on  donne  au  cerde  un  mouvement 
azimutal  autour  de  la  colonne  CC,  et  on  lui  fait  faire  un  demi- 
tour  qui  ramène  le  limbe  dans  le  vertical  de  la  vis  V.  Mais  alors  les 
deux  bouts  du  niveau  ont  changé  de  position  par  rapport  à  cette 
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vis.  Le  bout  qui  était  sud  est  devenu  nord ,  et  celui  qui  était  nord 
est  devenu  sud.  Puisque  la  rotation  s'est  faite  autour  de  la  co- 
lonne ce,  le  niveau  a  décrit  une  surface  conique  autour  de  la 
ligne  ce  comme  axe.  Si  cet  axe  est  vertical ,  cette  sur£ace  devient 
un  plan  horizontal ,  et  le  niveau  n'est  point  dérangé.  Mais  si  la 
colonne  est  inclinée  à  Thorizon,  le  niveau  ne  peut  plus  être 
horizontal  y  et  Tinclinaison  qui  produit  son  écart  est  doublée  par 
le  retournement.  On  corrige  donc  la  moitié  de  cet  écart  en  faisant 
marcher  la  vis  V  dans  le  sens  convenable ,  c'est-à-dire  en  haussant 
ou  baissant  le  point  V,  selon  l'indication  du  niveau.  Puis  on  achève 
l'autre  moitié  de  la  correction  en  faisant  marcher  le  niveau  lui- 
même  ,  par  ses  vis  de  rappel ,  jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  ainsi  ra- 
mené au  point  d'égalité  où  on  l'avait  placé  d'abord.  Mais  comnie 
on  n'est  jamais  assuré  d'avoir  fait  la  bissection  exactement,  on  re- 
commence l'opération  avec  le  niveau  ainsi  corrigé.  Si  le  retourne- 
ment donne  encore  une  différence,  elle  est  incomparablement  moin- 
dre, et  en  peu  d'essais  on  parvient  enfin  à  la  détruire. 

Alors,  la  colonne  CC  se  trouve  amenée  dans  un  plan  vertical, 
perpendiculaire  à  la  direction  du  rayon  CV.  Mais  cela  ne  suffit 
point  encore  pour  que  cette  colonne  soit  verticale ,  car  elle  peut 
encore  pencher  vers  V  ou  versV":  aussi,  en  dirigeant  le  limbe  dans 
chacun  de  ces  azimuts  successivement,  trouve-t-on  toujours  qui! 
dévie  dans  des  sens  opposés,  et  d'une  quantité  égale.  Ainsi,  en 
élevant  Tune  des  vis  et  abaissant  l'autre  de  quantités  égales ,  on 
doit  rétablir  la  verticalité ,  et  trouver  le  niveau  exact  dans  tous  les 
sens  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  toucher  ;  c'est,  en  effet,  ce  qui 
arrive.  Mais  comme  on  n'opère  jamais  ce  partage  d'une  manière 
bien  exacte ,  il  s'ensuit  que  le  premier  rayon  C V  ne  conserve  pas 
tout  à  fait  son  horizontalité  après  ces  opérations.  On  recommeoce 
donc  de  nouveau ,  en  partant  de  ce  rayon ,  à  rétablir  la  verticalité 
de  l'axe.  Mais  cette  fois  les  corrections  sont  incomparablement 
moindres^  et,  avec  un  peu  d'habitude,  on  parvient  à  rendre  l'axe 
vertical  après  deux  ou  trois  essais.  Alors  le  niveau  reste  horizon- 
tal, dans  quelque  azimut  que  l'on  dirige  le  limbe.  L'opération 
que  nous  venons  de  décrire  se  fait  ordinairement  avant  toutes  les 
autres  vérifications ,  parce  qu'elles  ne  sont  jamais  si  faciles  que 
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quand  l'axe  est  vertical;  mais  pourtant,  coinmecette  opération n'esi 
pas  de  nécessité  rigoureuse ,  je  ne  Tai  pas  décrite  d'abord. 

529.  Lorsque  toutes  ces  vérifications  sont  faites ,  si  Ton  attache 
les  pinces  sur  le  limbe  et  qu'on  y  suspende  le  fil-à-plomb,  il  devra 
battre  sur  les  points  de  repère ,  P  et  Q ,  dans  quelque  azimut  qu*on 
le  place  ^  et ,  en  même  temps ,  le  grand  niveau  parallèle  et  le  petit 
niveau  perpendiculaire  au  limbe  doivent  conserver  leur  horizon- 
talité sans  aucun  dérangement.  Cette  dernière  vérification  embrasse 
et  confirme  toutes  les  autres. 

550.  Il  ne  reste  plus  qu'à  régler  Taxe  optique  de  la  lunette.  Cela 
se  fait  au  moyen  de  la  lunette  d'épreuve ,  comme  on  Ta  expliqué 
pour  le  mural ,  tome  II,  page  356.  Si  l'on  n'avait  pas  de  lunette 
d'épreuve ,  on  pourrait  y  suppléer  au  moyen  du  cercle  azlmutal 
qui  sert  de  base  à  la  colonne  et  qui  est  ordinairement  divisé  comme 
le  cercle  vertical.  Voici  en  quoi  le  procédé  consiste  :  dirigez  la 
lunette  sur  un  point  très-éloigné  et  situé  à  l'horizon  ou  très-près 
de  l'horizon  ;  pour  cela ,  une  différence  de  dix  ou  douze  degrés 
n'est  d'aucune  conséquence.  Lisez  sur  le  cercle  azimutal  le  nombre 
de  degrés  et  minutes  auquel  répond  l'index  de  la  colonne,  ou,  pour 
plus  d'exactitude ,  choisissez  le  point  de  mire  de  manière  que  cet 
index  réponde  à  une  division  exacte,  tellement  que  l'on  puisse  ré- 
pondre de  sa  position  à  très-peu  près.  L'azimut  étant  bien  lu , 
faites   tourner  la  colonne  d'une   demi-circonférence,  en  sorte 
que  l'index  qui  répondait  d'abord  à  l'azimut  A,  réponde  main- 
tenant à  l'azimut  A  -h  200«,  et  après  l'avoir  mis  bien  exacte- 
ment dans  cette  position ,  fixez-4e ,  au  moyen  de  sa  vis  de  pres- 
sion ,    d'une   manière  invariable.    Par    cette    opération ,    votre 
lunette  s'est  retournée;  détachez-la,  et,  la  faisant  glisser  sur  le 
limbe ,  ramenez-la  sur  le  point  de  mire ,  précisément  comme  si 
vous  vouliez  prendre  sa  distance  au  zénith  dans  une  observation 
paire.  Si  l'axe  optique  de  la  lunette  est  parallèle  au  plan  du  limbe, 
vous  devez  retrouver  le  point  de  mire  à  l'intersection  des  fils. 
IVlais  si  cet  axe  a  la  plus  petite  inclinaison ,  comme  dans  le  retour- 
nement il  décrit  une  surface  conique  autour  de  Taxe  central  per- 
pendiculaire au  limbe ,  le  point  de  mire  ne  pourra  plus  se  retrou - 
V  er  à  l'intersection  des  fils  :  il  s'en  écartera  à  droite  ou  à  gauche. 
T.  ni.  28 
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Si  l'axe  optique  s'approche  réellement  do  limbe  du  côté  de  l'objec- 
lif ,  le  point  de  mire  paraîtra  s'en  éloigner.  Au  contraire,  si  cette 
extrémité  de  Taxe  optique  s'éloigne  du  limbe ,  le  point  de  mire 
paraîtra  s'en  approcher,  parce  que  les  lunettes  renversent  ;  et, 
comme  le  plan  du  limbe  se  trouve  toujours  dans  le  même  vertical, 
l'écart  apparent  du  point  de  mire  est  double  de  l'erreur  produite 
par  l'inclinaison  de  l'axe  optique.  C'est  ce  que  montre  \2Lfig.  83, 
où  ACB  représente  le  plan  vertical  du  limbe ,  L'CO'  la  première 
direction  de  la  lunette  vers  l'objet  0',  qui  répond  au  centre  des 
fils,  U'CO"  la  direction  de  la  lunette  après  le  retournement,  et 
O'O"  l'écart  de  l'objet  O'  par  l'effet  de  l'inclinaison  de  l'axe  opti- 
que sur  le  plan  du  limbe ,  écart  double  de  O'B  qui  représente 
l'effet  réel  de  cette  inclinaison. 

Voulez-vous  mesurer  celte  erreur,  détachez  l'index  du  cercle 
azimutal ,  de  manière  que  vous  puissiez  faire  tourner  la  colonne, 
et  ramenez  ensuite  l'intersection  des  fils  sur  le  point  de  mire; 
l'angle  parcouru  par  l'index  sur  le  cercle  azimutal  sera  égal  à 
l'angle  0"C0',  et,  par  conséquent,  double  de  l'erreur  0"CB,  en 
supposant  que  l'objet  soit  à  l'horizon.  Si  cette  dernière  condition 
n'était  pas  remplie,  l'angle  parcouru  sur  le  cercle  azimutal  serait 
la  projection  horizontale  de  l'angle  réel.  Si  j'ai  choisi  l'objet  à 
l'horizon,  c'est  afin  que  l'opération  donnât  tout  de  suite  cette 
mesure. 

Mais ,  au  lieu  de  mesurer  l'erreur,  veut-on  la  corriger?  Il  n'y 
a  qu'à  ramener  les  fils  du  micromètre  vers  le  point  de  mire ,  et  les 
faire  ainsi  marcher  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  détruit  la  moitié  de 
l'écart.  Si  l'on  a  fût  exactement  cette  bissection ,  l'axe  optique  sera 
devenu  parallèle  au  plan  du  limbe.  Mais  comme  on  n'est  jamais  sûr 
d'y  parvenir  dès  la  première  fois ,  on  recommence  la  vérification 
avec  cet  axe  optique  déjà  réglé,  et,  en  peu  d'essais ,  on  parvient  à 
obtenir  le  parallélisme  avec  tout  le  degré  d'exactitude  nécessaire, 
degré  que  le  calcul  détermine ,  comme  on  le  verra  dans  les  notes 
que  nous  avons  placées  ici  (*). 


(*)  Apprécions  Terreur  qui  pourrait  résulter  d''un  défaut  de  pârallélism* 
de  Taxe  optique.  Pour  c'ela,  coneevons  un  rayon  visuel  ndèné  à  rebjtt  ob- 
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Je  saisis  cette  occasion  de  faire  remarquer  encore  une  fois  que 
Texactitude  des  procédés  astronomiques  est  toujours  fondée  sur 
une  suite  d'essais  et  d'approximations  successives.  Gela  est  égale- 
ment vrai  pour  les  résultats  des  calculs  astronomiques ,  comme  on 
le  verra  dans  la  suite  de  cet  ouvrage;  et  le  même  principe,  trans- 
porté dans  les  autres  sciences ,  offre  également  le  plus  sûr  moyen, 
je  dirais  presque  le  seul ,  de  parvenir  à  une  grande  précision. 

Au  moyen  des  vérifications  que  nous  venons  de  décrire,  le 
cercle  est  complètement  réglé ,  et  on  peut  immédiatement  s'eR 
servir  pour  les  observations.  Toutes  ces  vérifications  sont  plus 
longues  à  expliquer  qu'à  faire ,  lorsqu'on  est  habitué  à  l'usage  du 
cercle. 


serve,  et  passant  par  l''axe  optique  de  la  lunette.  L'angle  de  ce  rayon  avec  la 
verticale  sera  la  distance  vraie  au  zénith  ou  Z;  mais  la  distance  apparente 
Z',  telle  qu'on  la  lira  sur  le  limbe ,  ne  sera  que  la  projection  de  la  précé- 
dente sur  le  plan  du  limbe ,  au  moyen  d^un  arc  de  cercle  perpendiculaire  à 
son  plan.  Cet  arc  mesurera  donc  rinclinaison  de  Taxe  optique  sur  le  plan  du 
limbe.  Soit  I  cette  inclinaison  ;  il  est  visible  que  les  angles  Z ,  Z'  et  I  sont 
les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique rectangle,  dont  Z  est  Thypoténuse,  et 
par  conséquent  dans  lequel  on  aura,  comme  tout  à  rbèure, 

cos  Z  =  C08  7À  cos  I. 

Cette  équation  est  absolument  de  même  forme  que  celle  que  nous  avons 
tronvée  pour  la  verticalité  du  limbe.  On  en  tirera  donc  de  même,  par  une 
approximation  toujours  suffisante, 

sîn'  i-  T 

8lni(Z-Z')=^^^.- 
'  ^  '      tang  7J 

L'erreur  provenant  de  l'axe  optique  est  encore  plus  petite  que  celle  qui  est 
due  au  défaut  de  verticalité  du  limbe,  du  moins  ordinairement,  car  il  est 
très-facile  d'éviter,  sur  Tinclinaison  de  l'axe  optique,  i  minute  d'erreur,  et 
l'effet  en  serait  insensible  sur  les  distances  au  zénith  où  l'on  a  coutume  d'ob- 
server avec  le  cercle  lépétiteur.  On  voit  que  cet  effet  tend  aussi  à  diminuer 
les  distances  au  zénith  ,  puisque  la  distance  7J  lue  sur  le  limbe  est  moindre 
que  la  distance  réelle  Z. 

Si  l'on  avait  mal  réglé  Taxe  optique,  ou  si  Ton  avait  observé  trop  loin  de 
cet  axe,  on  pou^rrait  toujours,  au  moyen  de  la  formule  précédente,  corriger 
les  observations. 

28.. 
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551.  Il  ipe  reste  maintenant  à  expliquer  comment ,  lorsqu'on 
observe  les  hauteurs  des  astres  au  cercle  répétiteur,  on  peut  éluder 
les  effets  du  mouvement  diurne ,  et  opérer  absolument  comme  si 
Tastre  était  immobile. 

D^abord ,  en  faisant  ces  observations,  on  ne  peut  ordinairement 
avoir  que  deux  objets  ;  de  trouver  l'heure  par  le  moyen  de  la 
hauteur  observée ,  ou  de  trouver  la  hauteur  méridienne  de  Tastre. 
Examinons  successivement  ces  deux  cas. 

Pour  avoir  l'heure,  il  faut  déterminer  Tangle  horaire  par  le 
moyen  de  la  hauteur  observée.  Il  est  donc  avantageux  d'observer 
loin  du  méridien ,  parce  qu'alors  les  hauteurs  des  astres  varient 
plus  rapidement  ;  tandis  qu'en  approchant  du  méridien ,  elles  de- 
viennent presque  constantes ,  et  une  très-petite  variation  dans  la 
hauteur  répond  à  une  grande  différence  d'angle  horaire,  de  sorte 
qu'une  erreur  fort  petite  sur  l'observation  de  la  hauteur  en  intro- 
duirait une  considérable  sur  le  temps  absolu.  Le  calcul  fait  voir 
que  le  mouvement  en  hauteur  est  le  plus  rapide  lorsque  l'azimat 
est  de  ioo«.  Alors  l'astre  se  trouve  dans  le  plan  vertical  qui  contient 
les  points  d'est  et  ouest ,  et  que  Ton  nomme  ordinairement/^r^m/f/" 
vertical.  C'est  donc  surtout  dans  cette  position  qu'il  est  avan- 
tageux d'observer  les  distances  au  zénith ,  pour  en  conclure  le 
temps.  Mais  tous  les  astres  ne  peuvent  pas  satisfaire  à  cette  con- 
dition y  car  il  y  en  a  toujours  beaucoup  d'entre  eux  qui  ne  passent 
jamais  au  premier  vertical.  Heureusement  cette  condition  n'est  pas 
non  plus  rigoureusement  nécessaire ,  et  lorsque  les  circonstances 
ne  permettent  pas  de  s'y  astreindre,  ce  qui  arrive  fort  souvent,  il 
faut  seulement  choisir  l'instant  de  l'observation  et  la  hauteur  de 
l'astre ,  de  manière  que  les  variations  de  la  hauteur  soient  assez 
rapides  pour  que  les  erreurs  inévitables  des  observations  n'y  soient 
pas  considérablement  agrandies,  quand  on  en  déduit  l'angle 
horaire.  Il  est  toujours  très- facile  de  déterminer,  pour  chaque 
astre ,  les  limites  convenables ,  en  calculant  d'avance  les  petits 
changements  d'angle  horaire  qui  correspondent  à  de  très-petites 
variations  de  hauteur.  En  général ,  on  sent  cpi'il  faudra,  autant 
que  possible,  choisir  des  étoiles  situées  près  de  l'équateur,  afin  que 
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leur  mouvement  diuroe  soit  plus  rapide ,  et  éviter  les  étoiles  cir- 
compolaires,  dont  le  mouvement  est  trop  lent  (*). 

552.  Supposons  donc  que  Ton  ait  eu  égard  à  ces  précautions 
diverses  :  on  observe  les  distances  de  Fastre  au  zénith ,  comme  on 
ferait  s^il  était  fixe  ;  mais  à  chaque  observation ,  soit  paire ,  soit 

(*)  Soient  A  la  distance  polaire  de  Pastre  que  Ton  observe,  P  son  angle  ho- 
raire ,  Z  sa  distance  zénithale,  D  la  distance  du  zénith  au  p61e  ou  le  com- 
plément de  la  latitude  du  lieu  ;  cela  posé ,  dans  le  triangle  sphérique  formé 
par  les  trois  arcs  A ,  Z  et  D ,  on  aura  Fangle  horaire  P,  par  la  formule 

_,      cos  Z  —  cos  A  cos  n 

COS  P  = : — A     '•    T\ 

sin  A  sin  D 

Supposons  qu^au  bout  de  quelques  minutes  la  distance  zénithale  devienne  Z', 
et  Tangle  horaire  P',  A  et  D  restant  les  mêmes,  on  aura  encore 

_,      cos  Z'— cos  A  cos  D 
sm  A  sin  D 

retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  Tautre,  on  a 

^,  n      cos  Z'  —  cos  Z 

cos  P'  —  cos  P  = : — -: — =.r-» 

sin  A  sin  U 

ou ,  en  transformant  ces  expressions , 

.in  i(P'+P)  ,i„i  (P'- P) ^»°i(Z'-HZ)sini(Z'-2), 
*  ^  '        *  ^  ''  sm  A  Sin  D 

Si  les  observations  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  différences  P'  >^  P  et 
Z'  —  Z  puissent  être  considérées  comme  fort  petites,  on  pourra  substituer 
le  rapport  des  arcs  à  celui  des  sinus ,  et  Ton  aura 


p,  (Z'-~Z)sini(Z^-4-Z). 

sin  A  (P'-hP)8in  A  sin  D' 


de  pluB ,  si  Ton  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ces  petites 
quantités,  on  pourra,  dans  le  facteur  .  *' p^ — m»^^'l  multiplie  déjà  Z' — Z 
dans  le  second  membre ,  supposer  Z  =  Z'  et  P  =  P',  ce  qui  donnera 

P  -P=  (Z'-  Z)    .    p'!"f  .    n- 
^  '  sinPsin  AsinD 

Les  circonstances  les  plus  favorables  à  la  détermination  de  Pangle  horaire 
sont  celles  qui  donnent  à  P'  —  P  les  plus  petites  valeurs,  Z'  •—  Z  restant 
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impaire,  on  note  exactement  l'heure  ^  la  minute  y  la  seconde  et  la 
fraction  de  seconde  où  l'astre  s'est  placé  au  centre  des  fils.  Cha- 
que couple  d'observations  exige  au  plus  deux  minutes  y  quelque- 
fois une  seule,  selon  rhabileté  de  l'observateur.  De  temps  en  temps, 
à  la  fin  d'une  observation  paire ,  on  lit  sur  le  limbe  l'arc  parcouru. 
555.  Lorsque  l'on  fait  la  lecture  des  arcs ,  après  chaque  couple 
d'observations ,  leur  intervalle  étant  supposé  de  deux  minutes 
sexagésimales,  on  s'aperçoit  que ,  dans  l'intervalle  de  huit  ou  dii 
minutes ,  les  hauteurs  observées  croissent  proportionnellement  au 
temps ,  de  sorte  que  la  moyenne  des  hauteurs  correspond  exacte- 
ment à  l'époque  moyenne ,  au  moins  quand  on  observe  assez  loio 
du  méridien,  comme  nous  l'avons  indiqué.  Ged  bien  prouvé,  od 
se  dispensé  de  lire  les  arcs  à  la  fin  de  chaque  observation  paire,  ce 
qui  entr£une  des  longueurs.  On  lit  après  six  ou  huit  observations; 
en  un  mot,  après  un  nombre  de  couples  qui  comprennent  huit  ou 
dix  minutes  de  temps  :  on  nomme  cet  assemblage  une  série,  etoD 


le  même  j  car  alors  une  petite  erreur  sur  Z  influera  peu  sur  P.  Il  faut  doac, 

aîn  7 

pour  Pexactitude,  que  le  coefficient-; — k— ; — : — r— t^  soit  le  plus  petit pos- 
»  •  ■  '^  smPsinAsinD 

sible;  et  comme,  relativement  à  une  piême  étoile  et  à  un  mèmeobser* 

valeur  A  et  O  sont  constants ,  la  condition  ne  porte  que  sur  le  Cacteor 

Ain    7 

—. — p*  Or,  dans  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  arcs  Z,  A  et  D,  si 

sin  Z       gin  Â 
Ton  nomme  A  Fazimut  opposé  au  côté  A ,  on  aura  -; — çr  =  -: — r  »  *' 

^^  *  sin  P       sin  A 

comme  A  est  constant,  on  voit  que  la  condition  imposée  sera  remplie,  lors- 
que sin  A  sera  le  plus  grand  possible,  pour  Pastre  que  Ton  observe;  par 
conséquent,  si  Pastre  peut,  diaprés  sa  position ,  passer  au  premier  vertical, 
Je  maximum  aura  lieu  quand  il  y  parviendra ,  car  alors  l'azimut  A  sera  égt) 
à  un  angle  droit. 

On  voit  aussi  que,  pour  la  même  étoile,  il  faut  éviter  les  angles  bortires 
trop  petits ,  qui  rendent  le  dénominateur  sin  P  ou  sin  A  une  trè»-petite  f^a^ 

.  .  ^  ,        1         :.  ,  sin  Z       sin  A 

tion  ,  et  par  conséquent  augmentent  la  valeur  du  rapport  -: — j^  ou  -r--^ 

Quant  au  choix  à  faire  entre  les  diverses  étoiles, comme  toutes  ne  peoveoi 
pas  passer  dans  le  premier  vertical,  on  voit  qu'il  faut  éviter  celles  dont  I2 
distance  polaire  A  est  trop  peiite ,  et  s'attacher  à  celles  pour  lesquelles  le 
sinus  de  cette  distance  est  le  plus  grand  possible  ,  ce  qui  a  lieu  poor  \^ 
étoiles  situées  dans  le  plan  de  l'équateur^  où  A  est  égal  à  un  angle  droit. 
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fait  répondre  Pépoque  moyenne  des  observations  à  Tare  moyen 
parcouru  sur  le  limbe.  Mais  si  l'on  prolongeait  une  même  série  plus 
longtemps  ,  ou  si  Ton  observait  très-près  du  méridien ,  cette  mé- 
thode serait  inexacte,  comme  Pexpérience  et  le  calcul  s^accordent 
également  à  le  prouver  (*). 

(*)  Tout  cela  se  voit  aisément  par  la  formule 

Z'-Z  =  (P'-P)''°^'"^"°°, 
^  ^  sidZ 

que  nous  avons  trouvée  dans  la  note  précédente.  Cette  formule  suppose  que 
Ton  part  d'une  première  valeur  de  P  et  de  Z  pour  passer  à  d'autres  extrê- 
mement voisines,  P'et  Z'.  Elle  fait  connaître  le  changement  Z' — Z  de  la 
distance  au  zénith,  lorsque  Ton  connaît  la  variation  P' — P  de  Pangle  horaire, 
laquelle  peut  se  conclure  du  temps  écoulé  entre  les  deux  observations.  Tant 
que  les  différences  Z'  —  Z  et  P'  —  P  pourront  être  supposées  très-petites , 
ces  différences  seront  sensiblement  proportionnelles  entre  elles,  et  la 
moyenne  arithmétique  des  distances  zénithales  correspondra  à  la  moyenne 
arithmétique  des  angles  horaires  ou  des  époques  des  observations.  Mais,  par 
cela  même ,  on  conçoit  que  cette  supposition  est  limitée  et  ne  peut  être  ad- 
mise que  pour  un  temps  très-court. 

Yeut-on  juger,  dans  chaque  cas,  de  son  exactitude  et  de  retendue  que 
Ton  peut  lui  donner  sans  craindre  d^erreur  sensible?  II  n'*y  a  qn'à  partir 
d^une  valeur  donnée  de  Z  et  de  P,  par  exemple,  de  la  distance  moyenne  ob- 
servée pendant  une  série  y  et  de  Pangle  horaire  moyen,  que  l'on  peut  en  con- 
clure, au  moyen  du  triangle  sphérique,  par  la  formule  rigoureuse 

cos  Z  —  cos  A  cos  D 


COB  P  = 


sio  A  sin  D 


Puis  on  supposera  dans  l'angle  horaire  un  changement  égal  à  la  moitié  de 
l'intervalle  d'une  série,  par  exemple ,  à  5'  de  temps  sexagésimal ,  si  les  sé- 
ries sont  de  10  minutes ,  ce  qui ,  étant  réduit  en  arc,  fait  un  changement  de 
lO  15'  sexagésimales  sur  P  ;  alors,  avec  la  nouvelle  valeur  P'  =  P  + 1^  i5',  on 
calculera  la  nouvelle  distance  Z'  par  la  formule  rigoureuse 

_ ,      cos  Z' — cos  A  cos  D 

cos  P'  =  : — .     .     rv ; 

sin  A  sm  O 

on  aura  donc  ainsi  Z',  et  par  suite  Z'—  Z;  on  pourra  donc  comparer  cette, 
valeur  à  celle  qui  résulte  de  la  formule  approchée 

Z'-Z  =  (P'-P)"°^".°^""" 
^  '  sm  Z 

Si  elles  s'accordent  à  très-peu  près,  de  manière  qu'il   n'en   résulte  pour 
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554.  Ayant  ainsi  la  distance  moyenne  de  Tastre  au  zénith  et  Té- 
poque  moyenne  qui  y  correspond  en  temps  de  la  pendule ,  on  ré- 
soudra, avec  cette  distance,  le  triangle  sphérique  qui  donne  Tangle 
horaire.  Cet  angle ,  réduit  en  temps  sidéral ,  donnera  le  nomhre 
d'heures,  minutes  et  secondes  sidérales,  comprises  entre  l'époque  des 
observations  et  le  passage  de  l'astre  au  méridien.  Si  dans  ce  calcul 
on  a  soin  de  compter  les  angles  horaires  à  partir  du  méridien  su- 
périeur ,  et  dans  le  sens  du  mouvement  diurne ,  depuis  zéro  jus- 
qu'à la  circonférence  entière ,  il  suffira  d'ajouter  l'angle  horaire 
calculé  à  Tascension  droite  de  l'astre  réduite  en  temps,  et  la  somme 
sera  l'angle  horaire  du  point  T  de  l'équateur  ou  l'heure  sidérale, 
§  18.  n  est  entendu  qu'avant  d'employer  la  distance  zénithale 
observée,  pour  calculer  l'angle  horaire,  il  faut  la  corriger  de  la 
réfraction.  Quant  à  la  distance  polaire  de  l'astre,  qui  est  aussi  un 
des  éléments  de  ce  calcul ,  on  la  prend  dans  les  catalogues  astro- 
nomiques, par  exemple,  dans  Isl  Connaissance  des  Temps  ;  mais 
comme  ces  catalogues  ne  donnent  qaela.  position  moyen  ne  deY  astre, 
on  y  fait  les  petites  corrections  relatives  à  la  précession,  à  l'aberra- 
tion et  à  la  nutation ,  pour  la  convertir  en  position  apparente. 

53K.  Si  l'astre  observé  est  le  soleil,  l'angle  horaire,  ainsi  observé 
et  compté  de  midi  ou  de  minuit,  donnera  l'heure  solaire.  Les  astro- 
nomes français,  se  conformant  à  l'usage  établi  généralement  dans 
la  société ,  comptent  ces  heures  à  partir  du  méridien  inférieur  ou 
de  minuit,  et  ils  vont  ainsi,  sans  interruption,  de  oà  ^4  heures 
sexagésimales,  ou  de  o  à  lo  heures  décimales,  selon  qu'ils  em- 
ploient la  division  sexagésimale  ou  décimale  du  temps . 


Z' — Z  qu'one  différence  insensible ,  psi*  exemple -^  de  seconde,  on  pourra, 
sans  scrupule,  employer  la  formule  approchée  dans  tout  Pintervalle  d'une 
série,  et,  par  conséquent,  regarder  la  distance  moyenne  sur  le  limbe,  comme 
correspondante  à  Tépoque  moyenne  des  observations.  Mais,  si  les  deux  va- 
leurs de  Z'  —  Z  s^écartent  trop  Tune  de  Tautre  pour  que  Ton  puisse  négliger 
leur  différence,  on  en  conclura  que  Ton  a  trop  prolongé  les  s^ies,  et,  par 
conséquent,  il  faudra  resserrer  leurs  limites.  Dans  ce  calcul,  il  faut  partir 
de  répoque  moyenne,  comme  la  plus  favorable,  parce  qu'étant  moins  éloi- 
gnée des  extrêmes,  elle  prolonge  moins  la  proportionnalité  des  angles  bo- 
raires  et  des  hauteurs. 
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Comme  le  di$que  du  soleil  a  un  diamètre  sensible,  on  ne  peut 
pas,  dans  les  observations  consécutives,  saisir  son  centre  comme 
pour  une  étoile  et  le  placer  sous  le  fil.  On  élude  la  difficulté  en 
mettant  une  fois  le  fil  sur  le  bord  supérieur  et  une  fois  sur  le  bord 
inférieur.  Par  ce  moyen,  une  des  distances  est  trop  petite  de  tout 
le  demi-diamètre  du  disque,  mais  la  suivante  est  trop  grande 
de  la  même  quantité  ;  et  comme  les  observations  au  cercle  ré- 
pétiteur se  font  toujours  en  nombre  pair,  il  s'ensuit  qu'il  s*opère 
toujours,  dans  chaque  série,  une  exacte  compensation.  Le  même 
artifice  s'appliquerait  si  l'on  observait  une  planète ,  ou  même  la 
lune.  Il  est  presque  inutile  de  rappeler  que,  pour  observer  le  soleil, 
on  place  devant  Toculaire  un  verre  noirci,  et  que,  pour  observer 
les  autres  astres  de  nuit ,  il  faut  éclairer  les  fils  du  micromètre , 
excepté  pour  la  lune  dont  l'éclat  suffit  à  cet  effet. 

556.  Lorsqu'on  observe  des  étoiles,  il  est  souvent  difficile  et 
même  impossible  de  les  mettre  exactement  au  centre  des  fils,  comme 
on  devrait  le  faire,  pour  que  leurs  images  se  trouvassent  précisé- 
ment dans  Taxe  optique  de  la  lunette.  La  difficulté  vient  de  ce  que 
les  fils  se  croisent  à  ce  centre ,  ce  qui  accroît  leur  épaisseur ,  ou  plus 
exactement  la  place  que  leur  image  occupe  dans  le  champ  de  la  lu- 
nette. Alors,  quand  on  met  l'étoile  derrière  le  centre  des  fils,  il  arrive 
souvent  qu'elle  se  trouve  cachée  tout  entière,  et  que  l'on  ne  pour- 
rait pas  répondre  de  la  remettre  toujours  exactement  au  même 
point  derrière  les  fils.  On  évite  cet  inconvénient  en  n'observant  pas 
à  la  croisée  même  des  fils,  mais  à  une  très-petite  distance,  sur  le 
fil  horizontal.  Mais  comme ,  malgré  tout  le  soin  de  l'artiste  ,  il  est 
impossible  que  ce  fil  n'ait  pas  quelque  petite  inclinaison,  on  tâche 
d'éluder  cet  effet  en  observant  toujours  au  même  point  du  fil ,  ou 
au  moins  sur  des  points  très-peu  éloignés.  Pour  cela ,  si ,  dans  la 
première  observation,  la  lunette  étant  supposée  à  droite  de  l'ob- 
servateur ,  on  a  mis  l'étoile  un  peu  à  droite  du  centre  des  fils,  ce 
qui  la  met  réellement  un  peu  trop  près  du  limbe,  puisque  nos  lu^ 
nettes  renversent ,  on  la  place  ensuite  un  peu  à  gauche  de  ce  cen- 
tre dans  la  seconde  observation ,  où  la  lunette  est  à  gauche ,  ce  qui 
la  met  réellement  trop  près  du  limbe,  comme  la  première  fois.  Alors 
il  se  trouve  qu'on  a  toujours  rapporté  l'astre  au  même  point  phy-. 
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sique  du  fil,  ou  à  une  si  petite  distance ,  que  l'efTet  de  rincU- 
naisondu  fil,  dans  ce  court  intervalle,  n'a  presque  aucune  influence 
sur  la  hauteur  observée.  A  la  vérité ,  ou  s* écarte  de  quelques  se- 
condes à  droite  ou  à  gauche  de  Taxe  optique;  mais  l'erreur  est 
tout  à  fait  insensible ,  comme  on  peut  le  prouver  par  les  formules 
que  nous  avons  données  précédemment,  page  435,  pour  mesurer 
cette  erreur. 

557.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  celle  des  hau- 
teurs absolues.  Elle  n'était  pas  praticable  avec  les  anciens  quarts 
de  cercle,  qui  ne  donnaient  pas  les  distances  au  zénith  avec  assez 
d'exactitude,  à  cause  des  erreurs  de  division  dont  ils  étaient  pres- 
que toujours  affectés.  On  recourait  donc  plus  ordinairement  à  la 
méthode  des  hauteurs  correspondantes,  que  nous  avons  expliquée 
dans  la  page  346  du  tome  U.  Maintenant  celle  des  hauteurs  absolues 
est  la  plus  exacte  de  toutes,  grâce  à  l'invention  du  cercle  répétiteur, 
qui  permet  de  mesurer  ces  hauteurs  avec  la  dernière  précision.  On 
peut  augmenter  encore  ses  avantages  en  observant  plusieurs  séries 
d*un  même  astre ,  et  en  les  prenant  de  part  et  d'autre  du  méridien, 
ce  qui  évite  toutes  les  erreurs  d'ascension  droite  et  affaiblit  même 
celles  de  la  réfraction.  Avec  tous  ces  soins,  j'ose  affirmer  que  le 
cercle  répétiteur  offre  le  moyen  le  plus  sûr  de  déterminer  le  temps, 
soit  absolu ,  soit  relatif ,  et  je  ne  doute  point  qu'il  ne  l'emporte  à 
cet  égard  même  sur  la  lunette  méridienne. 

Pour  compléter  ces  notions,  j'ai  placé ,  dans  les  notes,  deux 
exemples  de  calculs  du  temps  absolu,  par  les  hauteurs  d'une  étoile 
et  du  soleil.  La  pratique  de  ce  procédé  est  indispensable,  car  la 
détermination  du  temps  est  la  base  de  tout  calcul  astronomique , 
et  les  moyens  de  l'obtenir  avec  rigueur  sont  si  faciles ,  qu'on  ne 
serait  pas  excusable  de  ne  pas  les  employer  dans  les  occasions  où 
cela  devient  nécessaire. 

358.  L'autre  genre  d'observations  que  l'on  peut  faire  avec  le 
cercle  répétiteur,  c'est  la  mesure  de  la  hauteur  méridienne  des 
astres.  Pour  cela,  peu  d'instants  avant  que  l'astre  passe  au  méri- 
dien ,  on  commence  une  série  de  distances  au  zénith ,  que  l'on 
continue  jusqu'après  le  passage,  à  une  distance  à  peu  près  égale. 
La  distance  moyenne,  donnée  par  cette  série,  diffère  peu  de  la  dis- 
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tance  méndienne.  Cependant  elle  ne  lui  est  "^as  tout  à  fait  égale, 
puisque  celle-ci ,  dans  les  passages  supérieurs,  est  la  plus  petite, 
et  dans  les  inférieurs,  la  plus  grande  de  celles  que  Ton  peut  obser^ 
ver. Mais, en  marquant  avec  exactitude  Thèure,  la  minute,  la  se- 
conde et  la  fraction  de  seconde  où  chaque  observation  particulière 
a  été  fsdte ,  et  connaissant  d'ailleurs  l'époque  précise  du  passage  de 
Tastre  au  méridien  et  sa  distance  polaire ,  oii  sait  calculer  la  cor- 
rection que  chaque  distance  nécessite.  Cette  correction  n'est  plus 
simplement  proportionnelle  aux  variations  de  l'angle  horaire, 
comme  dans  les  hauteurs  observées  loin  du  méridien.  Elle  est  pro- 
portionnelle au  carré  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  horaire.  Dans 
les  passages  supérieurs,  elle  est  soustractive  des  distances  au 
zénith,  parce  qu'alors  la  distance  méridienne  est  la  plus  petite  de 
toutes;  dans  les  passages  inférieurs ,  elle  est  additive  par  une  rai- 
son contraire  f^).  Comme  l'arc  parcouru  sur  le  limbe  est  égal  à  la 


(*)  On  a  vu,  dans  la  note  de  la  page  437,  que  les  distances  successives 
d''un  astre  au  zénith,  et  les  angles  horaires  qui  y  correspondent,  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation  suivante  : 

sin  i  (Z'  H-  Z)  sin  J  (Z'—  Z)  =  sin  A  sin  D  sin  i  (P' -f-  P)  sin  ^  (?'  -  P). 

Supposons  que  Z  représente  la  distance  méridienne,  et  Z'  une  distance  ob- 
servée trôs-près  du  méridien,  en  sorte  que  Z'  —  Z  soit  une  très-petite  quan- 
tité que  nous  nommerons  â ,  laquelle  sera  positive  dans  les  passages  supé- 
rieurs où  7/  surpasse  Z ,  et  négative  dans  les  passages  inférieurs  où  Z 
surpasse  Z'.  Supposons  encore  que  l'on  compte  les  angles  horaires  à  partir 
du  méridien  où  Ton  observe  le  passage;  Pangle  horaire  P,  correspondant  à 
la  distancez,  sera  nul,  et  Tangle  horaire  P',  correspondant  àZ',  sera  fort 
petit.  En  faisant  ces  substitutions  dans  la  relation  précédente,  pour  la  rendre 
applicable  aux  distances  méridiennes,  elle  deviendra 

8in(Z-t-i(y)8in|(y  =  sin  AsinD  siu^P', 

ou ,  en  développant  le  premier  facteur , 

sin  Z  sin  (T  -f-  a  cos  Z  sin'  |  ^  =  a  sin  A  sin  Dsin'  \  F. 

La  valeur  exacte  de  sin  $  peut  s''exprimer  en  une  série  convergente,  ordon- 
née suivant  les  puissances  de  8in'|P';  mais  on  peut,  sans  aucun  calcul, 
obtenir  le  premier  terme  de  ce  développement,  qui  suffit  presque  toujours. 
Car,  en  remarquant  que  sin  ^  et  sin^tî  sont  des  fractions  très-petites,  on 
voit  que  le  carré  delà  dernière,  ou  8in*j<î,  sera  beaucoup  plus  petit  que 
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somme  de  toutes  les  distances  observées ,  on  y  applique  la  somme 
de  toutes  les  corrections ,  dans  le  sens  convenable ,  et  on  a  autant 
de  fois  la  distance  moyenne  qu^il  y  a  d'observations  dans  la  série  ; 
de  sorte  que ,  pour  trouver  cette  distance ,  il  suffit  de  diviser  la 
somme  des  arcs  et  des  corrections  par  leur  nombre.  Ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  on  prend  la  moyenne  des  distances  observées,  on  y 
applique  la  moyenne  de  toutes  les  corrections ,  et  on  a  la  distance 

sin^;  ainsi,  en  négligeant  ce  carré,  dans  une  première  approximation,  on 
aura  simplement 

asin  AsinDsin'jP' 


siD^  = 


sinZ 


Ou  peut  encore  simplifier  cette  expression,  ou  dq  moins  en  rendre  le  cal- 
cul pins  commode,  en  remarquant  que  $  étant  un  très-petit  arc,  on  peut, 
sans  erreur  sensible,  supposer  la  proportion  sin  i";  sin  J::  i":  J,  c'*est-à- 

dire  que  Ton  peut  substituer  à  sin  S  Texpression  -^  sin  i  ",  alors  on  aura 

srnAsînD     a^sin^F 
Ain  Z  Bin  i" 

C'est  la  valeur  de  la  correction  demandée,  qui  se  trouve  ainsi  exprimée  en 
secondes.  Comme  on  a,  en  général,  Z'  —  Z==  J,  on  aura  la  distance  méri- 
dienne Z  =  Z'  — <?.  Pour  établir  la  continuité  entre  les  expressions  algébri- 
ques, il  faut  compter  la  distance  polaire  Â  en  allant  du  méridien  supérieur 
au  méridien  inférieur,  depuis  o°  jusqu^à  la  circonférence  entière;  alors, 
dans  tous  les  passages  supérieurs ,  A  sera  moindre  que  deux  angles  droits , 
sin  A  sera  positif,  et  la  correction  $,  par  le  seul  jeu  de  la  formule,  restera 
positive  et  par  conséquent  se  retranchera  des  distances  au  zénith  observées. 
Au  contraire,  dans  les  passages  au  méridien  inférieur,  A  étant  plus  grand 
que  deux  angles  droits,  sin  A  deviendra  négatif,  S  changera  de  signe  et 
s^ajoutera  aux  distances  zénithales. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente ,  on  calcule  les  valeurs  du  facteur 

a"  sin'  -  P' 

; — I — ,  correspondantes  aux  époques  des  observations,  on  en  fait  la 

somme,  et  on  la  divise  par  le  nombre  des  observation  s.  Puis  on  multiplie  ce  ré- 
sultat par  le  facteur ; — = —  ,  qui  est  constant  pour  toutes  les  séries  du 

sinZ  * 

même  astre,  et  Ton  a  la  correction  moyenne  quMl  faut  appliquer  à  la  dis- 
tance observée,  dans  le  sens  convenable,  selon  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut.  On  trouvera  un  exemple  de  ce  calcul  dans  les  Notes. 
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méridienne  telle  qu'on  l'aurait  observée  immédiatement.  Le  com- 
plément de  cette  distance  est  la  hauteur  méridienne. 

359.  Ce  procédé  semble  impliquer  un  cercle  vicieux.  Car,  pour 
calculer  les  corrections  dont  nous  venons  de  parler,  il  faut  déjà 
connaître  la  distance  polaire  de  l'astre,  sa  distance  méridienne  Z  et 
la  distance  D  du  pôle  au  zénith.  Or,  c'est  ordinairement  pour 
trouver  une  de  ces  choses  que  l'on  fait  les  observations  dont  nous 
parlons  ici.  Mais  on  remarquera  que  la  connaissance  exacte  de  ces 
éléments  n'est  pas  du  tout  nécessaire  ;  il  suffit  de  leur  valeur,  même 
grossièrement  approchée.  Car  les  erreurs  que  l'on  y  peut  commet- 
tre sont  considérablement  atténuées ,  parce  que ,  dans  l'expression 
de  la  réduction  au  méridien ,  elles  se  trouvent  multipliées  par  le 
carré-  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  horaire,  quantité  qui  est 
toujours  une  fraction  extrêmement  petite  tant  qu'on  ne  s'écarte  pas 
beaucoup  du  méridien.  De  sorte  que  l'influence  de  ces  erreurs  sur 
la  valeur  de  la  réduction  que  nous  nommerons  8  devient  tout  à  fait 
insensible.  C'est  pourquoi ,  si  l'astre  observé  est  connu ,  il  suffira 
de  prendre  sa  distance  polaire  dans  la  Connaissance  des  Temps  ou 
dans  les  cartes  célestes.  Et  si ,  de  plus ,  on  connaît  à  peu  près  la 
latitude  ou  la  distance  D  du  pôle  au  zénith ,  on  en  conclura  une 
valeur  de  Z ,  c'est-à-dire  de  la  distance  méridienne ,  suffisamment 
approchée  pour  calculer  la  petite  réduction  S,  Mais  si  la  latitude 
n'est  point  connue ,  même  approximativement ,  on  n'a  qu'à  em- 
ployer d'abord  pour  Z  la  distance  moyenne  observée ,  sans  autre 
correction  que  celle  de  la  réfraction  ;  avec  cette  valeur  et  celle  de 
la  distance  polaire  A ,  qui  est  supposée  connue,  on  calculera  D  ou 
la  distance  du  pôle  au  zénith.  Au  moyen  de  ces  valeurs  approchées, 
on  obtiendra  celles  de  S  ou  les  corrections  à  faire  aux  observa- 
tions pour  avoir  sa  vraie  distance  méridienne  ;  et  recommençant  le 
calcul  avec  cette  distance  corrigée ,  on  en  tirera  une  valeur  de  D 
plus  exacte.  Alors  ces  éléments  seront  connus  avec  assez  de  préci- 
sion pour  qu'on  puisse  les  employer  au  calcul  définitif  de  la  réduc- 
tion au  méridien. 

A  la  vérité ,  nous  empruntons  encore  ici  des  Tables  la  distance 
polaire  de  l'astre.  Dans  l'état  actuel  de  l'astronomie ,  ces  distances 
sont  connues ,  pour  les  principales  étoiles ,  avec  une  extrême  pré- 
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cision.  Mais  si  l'astre  observé  était  inconnu ,  il  faudrait  au  moins 
supposer  que  Ton  connaît  la  latitude  du  lieu  où  Ton  observe,  et 
par  conséquent ,  la  distance  du  pôle  au  zénith.  Alors  y  avec  cette 
distance  et  la  valeur  observée  de  Z ,  on  calculerait  approximative- 
ment la  valeur  de  A ,  ce  qui  suffirait  pour  avoir  les  corrections  ^, 
et  par  suite  Z  et  A  avec  plus  d'exactitude ,  au  moyen  d'un  second 
calcul ,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Enfin  ^  si  Ton  voulait  que  l'observateur  tirât  tout  de  ses  propres 
observations,  il  faudrait  d'abord  qu'il  déterminât  approximative- 
ment la  latitude  par  les  passages  supérieurs  et  inférieurs  des  étoiles 
circompolaires ,  ce  qui  n'exige  point  la  connaissance  de  la  distance 
polaire  ;  après  quoi  il  s'occuperait  des  autres  astres^  Telle  est  la 
marche  d'invention  que  nous  avons  suivie  dans  l'arrangement  des 
précédents  chapitres  ;  mais,  dans  l'application,  il  faut  profiter  de 
tout  ce  qui  est  déjà  connu. 

540.  Nous  avons  supposé  que  les  angles  horaires  correspon- 
dants à  chaque  observation  sont  donnés  en  temps  par  l'horloge. 
Pour  cela,  il  faudrait  que  l'horloge  suivît  exactement  le  temps 
sidéral ,  si  c'est  une  étoile  qu'on  observe;  le  temps  solaire,  si  c'est 
le  soleil  ;  et,  en  général,  que  sa  marche  fût  conforme  à  celle  de  l'as- 
tre observé.  H  est  presque  impossible  que  cette  condition  soit 
remplie  à  la  rigueur,  mais  elle  n'est  pas  indispensable  ;  il  suffit  que 
le  mouvement  de  l'horloge  soit  bien  connu ,  et  on  le  réduit  à  ce 
qu'il  devrait  être,  au  moyen  du  calcul.  Si  ce  mouvement  s'écarte 
peu  de  la  marche  de  l'astre ,  il  n'en  résulte  qu'une  petite  correction 
très-facile  à  faire  sur  le  résultat  définitif  (*). 

n  est  presque  inutile  d'ajouter  que,  si  l'astre  observé  a  un  dia- 


{*)  La  réduction  au  méridien  a  pour  expression 

.      sinAsinD    a^sin^P' 

Q     ■~~  I  .  •  • 

sin  Z  sin  I" 

Supposons  que,  pendant  une  révolution  diurne  de  Fastrô^  Thorloge  mar- 
que 24^  —  r,  r  étant  un  petit  nombre  d^oscillations.  Soit  T'  un  des  angles 
horaires  observés  en  temps  de  l'horloge,  c'est-à-dire  le  nombre  d'oscilla- 
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mètre  sensible,  il  faut  mettre  alternativement  le  fil  en  contact  avec 
son  bord  supérieur  et  son  bord  inférieur.  I^ous  avons  déjà  indiqué 
cette  précaution  dans  l'article  35S. 

Mais ,  ce  qu'il  importe  beaucoup  plus  de  remarquer,  si  l'astre 
observé  avait  un  mouvement  propre  en  déclinaison ,  il  serait  né- 


tions  écoulées  entre  l^époque  de  robsenration  et  le  passage  de  Tastre  au  mé- 
ridien ;  il  est  visible  que  cet  angle  horaire,  converti  en  arc,  n''aura  pas  pour 
valeur  i5T',  comme  cela  devrait  être  si  Fhorloge  et  Pastre  étaient  d'^accord. 
Avant  de  faire  cette  conversion,  le  nombre  T' devra  être  modifié  dans  le  rapport 
de  la  marche  de  lliorloge  à  celle  de  Tastre ,  c^est-à-dire  dans  le  rapport  de 
^4^  —  r  à  24^,  et  en  multipliant  le  résultat  par  i5,  la  valeur  de  l'angle  ho- 

i5  T'  û4^ 

raire  exprimée  en  arc  deviendra  — r^r 1  ou ,  en  réduisant  tout  en  se- 

i5T'r 
condes  sexagésimales,    i5T'-h  ^r^ — ---•    Telle    serait    donc   la  valeur 

de  V  qu^il  faudrait  employer  dans  le  calcul  de  la  correction  S  ;  de  sorte 
qu'en  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  i5T'=;?'  et  ^^ ='*'>  on  au- 
rait 

Mais,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  (^ ,  on  peut  profiter 
de  ce  que  r'  est  une  quantité  fort  petite  pour  la  simplifier  beaucoup  ;  en  effet, 
on  a 

sîn-jP'  =  sin  {\p'  -^jp'r'  )  =  èin\p'  cos^p'r'-hcos  ^  ;7'sin-|  p'r\ 

En  élevant  cette  expression  au  carré,  bornons-nous  à  la  première  puissance 
de  sin-^^V,  et  négligeons  les  autres  comme  exprimant  des  fractions  trop 
petites ,  nous  aurons 

•  ï  1  Ti/        •   ï  i    ,  .  sin  ;?'  sin  p'r' 
sin*  I P'  =  sin*  \p  -i '■^ — • 


Le  second  terme  de  cette  valeur  étant  extrêmement  petit  à  cause  de  la  pe-^ 
titesse  des  arcs  p'  et  p'r',  on  peut,  sans  erreur  sensible,  lui  substituer 
nr'sW^p']  ce  qui  revient  à  mettre  28in|^  au  lieu  de  sinp',  et  2r'sin|;?'^ 
au  lieu  de  BÏnp'r',  On  obtient  alors  cette  expression  fort  simple 

sin'iF=(n-a/')siu'|^', 

ce  qui  donne 

sin  AsinD(i-t-ar^)     ^"sin'jjp' 

^~  sinZ  '      sini" 

Par  cet  artifice,  chaque  correction ,  calculée  d'après  l'angle  horaire  vrai,  se 
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eessaire  d*  j  ayoir  égard  ;  car  la  distance  méridienne  qui  se  déduit 
de  chaque  observation  partielle  au  moyen  des  réductions  précé- 
dentes, est  celle  qui  aurait  réellement  lieu  si  la  déclinaison  de  Fastre 
restait  toujours  la  même  qu^à  l'époque  de  l'observation.  Si  cette 
déclinaison  varie,  la  distance  réduite  doit  différer  de  la  distance 
méridienne  véritable,  et  la  différence  doit  être  égale  au  change- 
ment de  la  déclinaison ,  depuis  Tépoque  de  l'observation  jusqu  a 
celle  du  passage  au  méridien.  G*est  pourquoi,  si  Ton  suppose  le 
mouvement  en  déclinaison  uniforme,  pendant  la  durée  de  la  série, 
il  faudra  calculer  proportionnellement  la  correction  de  chaque 
distance  réduite,  en  Maison  de  langle  horaire  qui  y  correspond. 
Ces  corrections  seront  évidemment  de  signe  contraire  avant  et 
après  le  passage  au  méridien ,  en  supposant ,  comme  cela  est  le  cas 
ordinaire ,  que  le  changement  de  la  déclinaison  se  continue  dans 
le  même  sens  pendant  toute  la  série  ;  car  alors,  si  ce  changement 
augmente  les  distances  au  zénith  d*un  côté  du  méridien ,  il  les  di- 
minuera de  l'autre  côté.  De  là  résulte  cette  règle  fort  simple. 
Faites  séparément  la  somme  des  angles  horaires  observés  avant  et 
après  le  passage ,  ces  angles  étant  exprimés  en  temps,  par  exemple 
en  minutes.  Retranchez  ces  deux  sommes  l'une  de  Tautre ,  divisez 
leur  différence  par  le  nombre  des  observations ,  et  multipliez  le 
résultat  par  le  mouvement  de  l'astre  en  déclinaison  pour  une 


trouve  daoâ  un  rapport  constant  avec  celle  que  Ton  aurait  en  employant 
dans  le  calcul  Tangle  horaire  donné  immédiatement  par  lUiorloge.  Il  en  ré- 
sulte seulement  un  terme  de  plus  dans  le  facteur  constant ,  commun  à  toutes 
les  réductions.  Ainsi,  quand  Phorloge  ne  suivra  qu*à  peu  près  la  marche  de 
Pastre  observe ,  on  effectuera  tous  les  calculs  comme  si  elle  la  suivait 

Q   sin'  —  2?' 
exactement:    on  déterminera  les   valeurs  du  facteur  — ; — |-^.   comme 

sin  i" 

à  Tordinaire,  et  on  aura  soin  ensuite  de  tenir  compte  du  facteur  i-H^r', 
dans  le  calcul  du  fiicteur  constant.  Ou ,  si  Von  veut,  lorsqu''on  aura  trouvé  la 
correction  moyenne  de  toute  la  série,  telle  qu^elle  serait  si  la  pendule  suivait 
la  marche  de  Tastre ,  on  lui  ajoutera  le  produit  de  cette  correction  par  le 
nombre  abstrait  nr',  II  est  clair  que  r  serait  négatif,  si  lliorloge  avançait 
sur  Tastre  au  lieu  de  retarder,  comme  on  Ta  supposé  ici.  Cette  approxima- 
tion serait  encore  parfaitement  suflisaute,  quand  même  on  observerait  h 
soleil  avec  une  horloge  réglée  .sur  le  temps  sidéral ,  ou  réciproquement. 
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minute  de  temps,  mouvement  qui  est  donné  par  les  tables  astro- 
nomzques.  Le  prodait  sera  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  la 
distance  mend.enne,  calculée  d'après  l'ensemble  de  la  sérié,  comme 
SI  la  distance  polaire  était  constante. 

54i    Une  seule  série  de  ce  genre ,  faite  sur  un  astre  dont  on 
connaxtla  distance  polaire  méridienne,  suffit  pour  déterminer  la 
lautude  du  heu  ou  l'on  observe  ;  car  si  l'astre  passe  au  méridien 
du  cotedelequateur,  comme  danslayf^.  84,  en  retranchant  sa 
distance  mendienneZS  de  sa  distance  polaire  PS ,  on  aura  la  dis 
tance  PZ  du  pôle  au  zénith.  Si ,  au  contraire,  l'astre  pa^au  ml 
ndien  du  cote  du  pôle ,  comme  dans  la>^.  85,  on  ajoutera,  dans 
les  passages  supérieurs,  la  distance  polaire  à  la  distance  méridienne 
dans  les  passages  inférieurs,  on  la  retranchera.  De  toute  manière' 
on  aura  la  distance  du  pôle  au  zénith ,  et  par  suite  la  latitude  qui 
en  est  le  complément  Parmi  les  étoiles  que  l'on  peut  choisir  pour 
ob  emr  amsi  la  latitude,  la  polaire  est  la  préférable,  parce  m.e  c'est 
celle  pour  laquelle  les  réductions  au  méridien  sont  les  plus  petites 
Cela  tient  a  la  petitesse  de  sa  distance  polaire  f).  C'est  elle  aussi 
qu,  a  ete  la  plus  observée,  surtout  dans  ces  derniers  temps-  nar 
conséquent    sa  distance  polaire  est  parfaitement  connue.  On  peut 
encore  empk,yer  avec  sûreté  p  de  la  petite  Ourse,  q„i  a  été  aussi 
beaucoup  observée  par  MM.  Méchain  et  Delambre 

542.  Lorsque  l'on  veut  déterminer  une  latitude  avec  une  pré- 
cision extrême ,  par  exemple ,  pour  la  mesure  d'une  méridienne 
ou  pour  le  tracé  d'une  grande  carte,  on  tâche  de  se  rendre  indé- 
pendant même  de  la  distance  polaire.  Pour  cela ,  on  observe  an 
cercle  répétiteur,  les  deux  passages  supérieurs  et  inférieurs  d'une 
étoile  circompolaire ,  par  exemple  de  la  polaire  elle-même ,  on  de 
P  de  la  petite  Ourse.  On  réduit  ces  observations  au  méridien  avec 
les  valeurs  de  la  distance  polaire ,  les  plus  exactes  que  l'on  peut 
se  procurer ,  et  on  tire  de  chacune  d'elles  une  distance  du  pôle  au 

p  Cela  se  toU  do  suite  par  l'expression  de  i,  q„i  contient,  à  son  numé- 
rateur, le  s.nus  de  la  distance  polaire.  Quant  à  l'é.enduedes  angles  hoX, 
.1  convient  d'arrêter  la  série  lorsqu'une  erreur  de  r"  en  temps,  sur  P'   don 
ncrait  une  erreur  d'une  seconde  de  degré  sur  la  réduction  J 

T.    lit. 

20 
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zénith,  affectée  de  toute  Terreur  qui  peut  avoir  été  commise  sur 
la  distance  polaire.  Mais  cette  erreur  agit  en  sens  contraire  sur  les 
résultats  des  deux  passages.  Elle  disparaît  donc  dans  leur  somme, 
qui  donne  ainsi  la  distance  du  pôle  au  zénith,  et  se  double  dans 
leur  différence  qui  donne  Terreur  de  la  distance  polaire.  Cette  com- 
pensation est  toute  pareille  à  celle  qui  se  fait  dans  les  distances  mé- 
ridiennes du  soleil ,  lorsqu'on  observe  les  deux  bords  (*). 

C'est  par  ce  procédé ,  uni  aux  soins  de  l'exactitude  la  plus 

{*)  Soient  Z'  la  moyenne  des  distances  au  zénith  observées  dans  les  passages 
supérieurs;  Z"  cette  moyenne  pour  les  passages  inférieurs;  D  la  vraie  dis- 
tance du  pôle  au  zénith ,  et  A  la  distance  polaire  véritable  :  en  calculant 
avec  ces  valeurs ,  que  nous  supposons  exactes ,  on  trouverait 

Dans  les  passages  supérieurs    D  =  Z'  +  A , 
Dans  les  passages  inférieurs    D  =  Z" —  à; 

et  ces  deux  valeurs  de  D  s^ac«orderaient  ensemble.  Mais  si,  au  lieu  de  A,  on 
emploie  A  +  e ,  e  étant  Terreur  de  la  distance  polaire ,  on  trouvera  néces- 
sairement des  valeurs  de  D,  qui  ne  s^accorderont  plus, et  en  les  nommant 
D'jD^jOnaura 

Dans  les  passages  supérieurs    D'  =  Z'  -H  A  +  e , 
Dans  les  passages  inférieurs    D"  =  Z" —  A  —  e; 

ou ,  en  mettant  pour  Z'  -H  A  et  Z"  —  A ,  leur  valeur  commune  D, 

D'  =  D-+-tf,      D"  =  D— c, 

d^où  Ton  tire  ^fpar  addition  et  soustraction , 

^      D'  -+-  D"             D'  -  D'' 
D= €= • 

Ainsi /"quoique  Ton  ait  opéré  avec  une  distance  polaire  inexacte,  la  demi- 
somme  des  distances  zénithales  obtenues  par  Fobservation  des  deux  pas- 
sages donne  la  vraie  distance  du  pôle  au  zénith,  et  leur  demi-différence 
fait  connaître  Terreur  do  la  distance  polaire.  L^erreure  influe,  à  la  vérité, 
sur  le  coefficient  constant  qui  entre  dans  Pexpression  de  la  réduction  au 
méridien,  mais  cette  influence  est  considérablement  affaiblie  par  la  frac- 
tion siQ*Jip'y  ainsi  que  nous  Pavons  déjà  remarqué.  Au  reste,  si  Ton  crai- 
gnait qu^elle  ne  fût  sensible,  on  n^aurait  qu'à  calculer  de  nouveau  les 
réductions  au  méridien  avec  les  distances  D,  corrigées  par  la  compa- 
raison des  passages  supérieurs  et  inférieurs  ;  ce  qui  donnerait  ensuite  une 
nouvelle  valeur  de  D,  encore  plus  exacte  que  la  première.  Mais, dans  Pétat 
actuel  des  catalogues  astronomiques,  on  n'aura  jamais  besoin  de  recourir  à 
cette  seconde  approximation. 
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scrupuleuse,  que  l'on  a  déterminé  la  latitude  de  Paris  et  celle  de 
plusieurs  points  situés  sur  l'arc  du  méridien ,  compris  entre  les 
parallèles  de  Forraentera  et  de  Dunkerque  :  c'est,  par  conséquent, 
ainsi  qu'ont  été  faites  les  observations  de  MM.  Méchain  et  Delam- 
bre,  rapportées  dans  le  tableau  de  la  page  887,  tome  II. 

545.  Le  cercle  répétiteur  n'est  pas  seulement  utile  dans  les  ob- 
servations astronomiques,  il  sert  encore  dans  les  opérations  géo- 
désiques,  et  dans  la  levée  des  plans,  pour  mesurer  les  angles  de 
position  compris  entre  les  objets.  Afin  de  le  rendre  propre  à  cet 
usage ,  on  substitue  au  grand  niveau  une  seconde  lunette ,  pareil- 
lement mobile  autour  du  centre  comme  la  première,  mais  placée 
de  l'antre  côté  du  limbe;  on  désengrène  celui-ci  et  on  l'amène  dans 
le  plan  des  deux  objets  dont  on  veut  mesurer  l'angle  :  il  y  a ,  pour 
cela,  des  vis  de  rappel  dans  tous  les  cercles.  Soient ,  ^^.  86,  S',  S" 
ces  deux  objets ,  et  C  le  centre  du  cercle.  On  met  la  lunette  supé- 
rieure L' sur  le  point  zéro  de  la  division  du  cercle  ;  on  l'y  fixe ,  et 
sans  la  déranger,  on  fait  tourner  le  limbe  jusqu'à  ce  que  le  point 
de  l'objet  S' sur  lequel  on  vise,  se  trouve  au  centre  des  fils.  Puis 
on  dirige  l'autre  lunette,  la  lunette  inférieure  L",  sur  l'objet  à 
gauche,  qui  est  ici  S".  Alors  les  axes  optiques  des  deux  lunettes  com- 
prennent entre  eux  l'angle  S' CS",  qui  est  celui  des  deux  objets.  Mais 
comme  le  point  A',  où  répond  la  seconde,  n'est  pas  marqué  sur  le 
limbe ,  on  ne  peut  pas  lire  cet  arc.  On  y  supplée  en  le  doublant 
comme  onjfait  pour  éviter  la  lecture  du  fil-à-plomb  dans  les  obser- 
vations verticales.  Sans  toucher  aux  lunettes,  on  fait  tourner  le 
limbe  de  manière  que  la  lunette  inférieure ,  qui  se  trouvait  tout  à 
l'hetire  dirigée  sur  l'objet  à  gauche,  se  dirige  maintenant  sur  l'objet 
à  droite.  Alors  la  lunette  supérieure  prend  la  direction  CL',  ^g'.  87. 
On  la  détache,  l'autre  restant  fixe  ,  et  on  la  ramène  sur  l'objet  à 
gauche,  ce  qui  lui  donne  la  position  CA"S",  fi^.  88.  Dans  ce  mou- 
vement ,  il  est  évident  qu'elle  a  décrit  un  angle  ACA^',  précisément 
double  de  l'angle  compris  entre  ces  deux  objets.  Ainsi ,  en  lisant 
cet  arc,  indiqué  par  le  ver  nier  de  la  lunette  supérieure,  sa  moi- 
tié sera  l'angle  demandé  (*). 


(*)  Nous  siippofiors  ici  la  division  du  limbo  tracée  dfi  droite  h  gauche, 

29.' 
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544.  Veut-on  maintenant  Tangle  quadruple  ?  laissez  les  lunettes 
fixes,  et  faisant  tourner  le  limbe,  ramenez  par  ce  mcavement  h 
supérieure  sur  l'objet  à  droite  S'  ;  puis  détachez  l'inférieure  etamc- 
nez-Ia  sur  l'objet  à  gauche  S",  Jîg.  89.  Alors  les  circonstances  re- 
deviennent absolument  les  mêmes  que  dans  la  première  observation: 
seulement  le  point  de  départ  de  la  lunette  supérieure  sur  le  limbe 
n'est  plus  A ,  mais  A",  c*est-à-dire ,  l'extrémité  de  l'arc  double 
parcouru  dans  le  premier  couple  d'observations.  Ainsi ,  en  recom- 
mençant à  opérer  de  la  même  manière ,  on  ajoutera  un  nouvel  arc 
double  au  premier,  et,  en  multipliant  les  observations  ,  on  aura 
tel  multiple  de  l'angle  que  l'on  voudra.  Quand  on  croira  avoir 
atteint ,  par  la  répétition ,  une  exactitude  suffisante ,  on  lira  les 
vemiers ,  et ,  en  divisant  Tare  total  par  le  nombre  des  observations, 
on  aura  l'arc  simple.  Ce  procédé  possède  évidemment  tous  les  avan- 
tages que  nous  avons  remarqués  dans  la  répétition,  pour  les  angles 
verticaux. 

543.  Voyons  maintenant  les  précautions  et  les  vérifications 
qu'il  exige.  La  première  est  de  rendre  les  axes  optiques  des  deux 
lunettes  parallèles  au  plan  du  limbe  :  rien  n'est  plus  facile.  On  a 
VU'  comment  il  faut  opérer  pour  la  lunette  supérieure;  quand 
celle-ci  est  réglée ,  on  la  dirige  sur  un  objet  éloigné ,  et  on  amène 
l'axe  optique  de  l'autre  sur  le  même  point.  Ces  axes  optiques  sont 
alors  parallèles  entre  eux  ;  ils  sont  donc  tous  deux  parallèles  an 
plan  du  limbe  puisque  l'un  d'eux  a  été  préalablement  amené  dans 
cette  situation. 

546.  Nous  avons  tacitement  supposé  que  la  direction  de  ces 
axes  passait  par  le  centre  de  l'instrument  ;  cela  ne  saurait  avoir 
lieu  que  par  un  hasard  extraordinaire  ;  il  y  a  même  des  cercles 


comme  dans  la  Jîg.  74*  Alors,  en  opérant  comme  nous  venons  de  le  dire,  la 
lunette  supérieure  CL'  marche  dans  le  sens  des  divisions.  Mais  si  le  cercle 
était  divisé  de  gauche  à  droite ,  Tare  ainsi  parcouru  serait  le  sopplément  à 
400S  de  celui  que  le  vernïer  indiquerait.  Dans  ce  cas,  il  serait  un  peu  pins 
commode  de  diriger  la  lunette  supérieure  sur  Tobjet  à  gauche,  et  Pinférienre 
sur  l'objet  à  droite,  ce  qui  obligerait  ensuite  de  faire  tourner  le  cercle  de  L' 
versL",  en  sens  contraire  de  ce  que  nous  avons  supposé.  Au  reste ,  de  quel- 
que manière  que  Ton  opère ,  Tcvaluation  des  arcs  n'*a  aucune  difficulté. 
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dont  les  lunettes  sont  excentriques.  Cette  excentricité  doit  pro- 
duire un  effet  analogue  à  Terreur  de  collimation  dans  le  mural  : 
examinons-en  Finfiuence. 

Supposons  d'abord  que  l'axe  optique  de  la  lunette  supérieure 
passe  toujours  par  le  centre  du  limbe ,  en  sorte  que  l'inférieure 
seule  soit  excentrique.  Ce  cas  est  celui  qui  se  présente  le  plus  fré- 
quemment. Tout  ce  que  nous  avons  à  considérer,  c'est  l'étendue 
de  l'arc  AA'A",  parcouru  par  la  lunette  supérieure  sur  le  limbe , 
fi%,  88.  Or  cet  arc  est  composé  de  deux  parties  :  l'une  A' A"  est  tou- 
jours l'arc  compris  entre  les  deux  objets  ;  l'excentricité  de  la  lunette 
inférieure  n'y  a  aucune  influence ,  puisqu'il  est  intercepté  entre 
deux  positions  de  la  lunette  supérieure,  qui  n'est  point  excentrique. 
L'autre  portion  AA'  est  la  quantité  dont  la  lunette  supérieure , 
d'abord  dirigée  sur  S',  a  été  repoussée  à  droite  par  la  rotation  du 
limbe.  L'arc  AA'  est  donc  égal  à  l'arc  décrit  par  la  lunette  infé- 
rieure pour  aller  de  l'un  à  l'autre  objet  :  or,  si  cette  lunette  est 
excentrique,  le  recul  peut  fort  bien  n'être  pas  égal  à  A" A'.   Car 
soit ,  fi^.  90,  CE  l'excentricité ,  qui  ne  variera  pas ,  puisque  la 
distance  de  la  lunette  et  de  son  axe  optique  au  centre  du  limbe  est 
constante.  Dans  la  première  observation ,  lorsque  la  lunette  infé- 
rieure est  dirigée  sur  l'objet  à  gauche,  la  direction  de  l'axe  optique 
sera  £S'^  Dans  la  seconde  position,  lorsqu'elle  passe  sur  l'objet  à 
droite,  la  direction  de  l'axe  optique  deviendra  E'S'.  L'angle  décrit 
par  cet  axe  en  passant  de  l'un  à  l'autre  objet ,  est  donc  égal  à 
S"C'S',  ou  à  l'angle  au  centre  ECE',  puisque  l'excentricité  CE,  CE', 
est  supposée  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe  optique.  Cet 
angle  ECE',  ou  S'C'S",  exprime  donc  aussi  le  recul  de  la  lunette  su- 
périeure, qui  a  fait  le  même  mouvement.  Désignons  par  A  l'angle 
cherché ,  c'est-à-dire  S"CS'  ;  et  nommons  S',  S"  les  angles  en  S'  et 
en  S'',  qui  sont  réellement  les  deux  parallaxes  (^)  sous  lesquelles 

(^)  On  obtient  aisément  ces  parallaxes  quand  on  connaît  rexcentricité  du 
cercle  et  la  distance  de  Tobjet  ;  car,  en  nommant  e  Texcentricité,  G  et  D  les 
distances  ,  S' ,  S"  les  deux  angles  en  S' et  en  S" ,  on  a  évidemment 

8iiiS''  =  7rî         sinS'=f:; 

ou  ,   en   réduisant  les  sinus  en  secondes,  à  cause  de  la  petitesse  des  an{;loB 
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un  observateur  placé  à  F  un  ou  l'autre  de  ces  points,  verrait 
l'excentricité.  Cela  posé,  on  aura  évidemment S'^C'S'=S'^BS' — S', 
puisque  Tangle  S'^BS'  est  extérieur  au  triangle  BC'S'.  On  aura  de 
même  S"BS'  =  A  -h  S'',  et ,  par  conséquent ,  S''C'S'=  A  -h  S"— S': 
c'est-à-dire,  que  l'angle  décrit  parle  recul  de  la  lunette  supérieure 
est  égal  à  l'angle  des  deux  objets,  plus  la  différence  des  parallaxes. 
L'arc  total  décrit  par  cette  lunette  sur  le  limbe ,  dans  soa  retour 
vers  l'objet  à  gauche,  est  donc  égal  à  l'angle  précédent  plus  A,  ou 

à  2A  -h  S" —  S'  ;  et  sa  moitié  A  H ,  représente  l'arc  simple 

g'/ 5/ 

lu  sur  le  limbe.  La  quantité exprime  donc  ce  qu'il  faut  re- 
trancher de  cet  arc,  pour  avoir  l'angle  A  compris  entre  les  deux 

objets  ;  ou  ce  qui  revient  au  même ,  il  faut  à  l'arc  mesuré  par  les 

S' g/' 

vemiers,  ajouter  la  correction ,  c'est-à-dire  la  moitié  de 

la  parallaxe  de  l'objet  à  droite ,  moins  la  moitié  de  la  parallaxe  de 
l'objet  à  gauche.  Nous  avons  supposé  l'excentricité  à  gauche  de  la 
lunette  inférieure ,  l'observateur  étant  placé  à  l'oculaire  ;  ce  serait 
le  contraire,  si  elle  était  à  droite.  Il  faudrait  alors  ajouter  la  moitié 
de  la  parallaxe  de  l'objet  à  gauche ,  moins  la  moitié  de  la  parallaxe 
de  l'objet  à  droite.  Il  y  a  des  cercles  où  les  deux  lunettes  sont  ex- 
centriques, mais  ce  cas  est  fort  rare  :  l'on  peut  voir  aisément 
qu'alors  la  correction  définitive  est  la  différence  de  celles  qu'exige 
chaque  excentricité.  Au  reste,  comme  l'excentricité  des  lunettes  et 


S' et  S", 

G  8111  i*  D  sin  i" 

et  la  correction  à  ajouter  à  Taugle  observé  devient 


!".<?  ^-  i^.tî 


S' -S''  !",€  t\e 


2  2  D  sin  1''      2  G  sin  1'' 

Ëllese  trouve  ainsi  exprimée  en  secondes.  Si  les  distances  des  deux  objets 
sont  égales,  D  =  G^  et  la  correction  est  nulle.  Il  est  visible  qu^il  suffira, 
dans  le  calcul ,  de  connaître  D  et  G  à  peu  près  et  môme  avec  une  très^oa- 
sière  approximation. 
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le  limbe  du  cercle  lui-même  sont  toujours  fort  petits  par  rapport 
à  la  distance  des  objets  dont  on  mesure  l'angle,  il  en  résulte  que 
les  parallaxes  S'  et  S'^  sont  toujours  extrêmement  petites,  et 
peuvent,  le  plus  souvent ,  être  négligées  (*), 

547.  Il  arrive  souvent  qu'ayant  à  observer  d'un  point  C^Jlg.  91, 
un  angle  S'GS'^  compris  entre  deux  objets  éloignés ,  on  ne  peut  pas 
se  placer  précisément  au  centre  G  de  la  station ,  mais  dans  quelque 
autre  point ,  tel  que  G'  situé  à  une  petite  distance  du  premier. 
Alors  Tangle  S"G'S',  observé  de  ce  point ,  n'est  pas  le  même  que 
celui  qu'on  verrait  du  point  G ,  et  il  faut  y  faire  une  petite  correc- 
tion pour  l'y  ramener  ;  c'est  ce  que  l'on  nomme  la  réduction  au 
centre. 

Geci  est  encore  une  affaire  de  parallaxe.  Soient  G  l'angle  demandé, 
C  Pangle  observé,  S',  S"  les  parallaxes  des  deux  objets,  c'est-à- 
dire  les  angles  sous  lesquels  ils  voient  la  ligne  GG'  qui  joint  les 
deux  centres.  On  aura ,  comme  tout  à  l'heure ,  G'  =  S"BS'  —  S', 
parce  que  l'angle  S"BS'  est  extérieur  au  triangle  G'BS'.  On  aura , 
par  une  raison  semblable,  S"BS'=  G  H- S";  par  conséquent, 
C'  =  G  -+-  S"  —  S',  et  enfin  G  =  G'4-  S'  —  S".  D'où  l'on  voit  que  ^ 
pour  avoir  l'angle  cherché  G ,  il  faut  ajouter  à  l'angle  observé 
la  parallaxe  de  l'objet  à  droite ,  et  en  retrancher  la  parallaxe  de 
l'objet  à  gauche.  Ges  parallaxes  sont  faciles  à  évaluer  quand  on  con- 
naît la  distance  des  objets,  la  distance  des  centres  et  les  angles 

observés  du  point  G'  (**). 

Il     ■    '     I  ■  I         I      II      ■  Il  iij  II .  ■  I  it    I  .     ■  Il       II      I 

(*)  Borda  a  remarqué  que  Peffet  de  Texcentricité  est  nul  sur  la  somme  des 
trois  angles  d^un  triangle.  En  effet,  soient  A,  B,  G  les  trois  angles,  en  allant 
de  droite  à  gauche ,  et  ÂB ,  BG  ,  AC  les  trois  côtés  ;  les  corrections  dues  à 
r  excentricité  seront 


à  Tangle  A  . . .  — ^z= — ; — 5  —  — t-=ï — : — =  » 
®  2  AC  sin  i"     a  AB  sin  i" 

à  Tangle  B  ...  — 7-5 — : = =7? — : r» 

^  a  AB  sin  1"     a  BG  sm  1'' 

à  Tangle  G  .  .  .    — =57^^ — ; = r-^; — ; — =  » 

**  aBC  sin  1"     a  AC  sin  i" 


dont  la  somme  est  égale  à  zéro. 

(**)  Soit  toujours  Tangle  observé  S"C'S'=C';  supposons  que  l'on  observe 
aussi  Tangle   S"  G' G  et  nommons-le  y.  Appelons  G  la  distance  CS"  do 
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548.  Quand  on  a  observé  les  angles  de  position  formés  entre 
les  objets  et  dans  leur  plan,  il  faut  les  réduire  à  l'horizon.  Pour 
cela ,  on  redresse  le  limbe ,  on  le  remet  vertical ,  et  on  mesure  les 
distances  des  deux  objets  au  zénith  ;  avec  ces  distances  et  l'angle 
observé ,  on  peut  trouver  la  réduction  à  Thorizon ,  comme  nous 
l'avons  enseigné  dans  les  pages  gS  et  suivantes. 

549.  Enfin ,  le  cercle  répétiteur  peut  encore  servir,  et  sert  en 
effet ,  à  trouver  l'arc  de  distance  de  deux  astres ,  ou  la  distance 
angulaire  d'un  astre  à  un  objet  ûxe.  Le  procédé  est  absolument  le 
même  que  pour  mesurer  les  angles  de  position  des  objets  terrestres 
dans  des  plans  inclinés.  Seulement  si  l'un  des  objets,  ou  tous  les 
deux,  sont  mobiles,  il  faut  que  les  observateurs  fassent  continuelle- 
ment varier  l'inclinaison  du  plan  du  limbe ,  de  manière  à  lui  faire 
suivre  toujours  les  deux  objets.  Chaque  fois  que  la  lunette  est 
pointée  sur  Pastre ,  on  note  exactement  l'heure ,  la  minute ,  la  se- 
conde et  la  fraction  de  seconde,  comme  dans  les  autres  observations 
célestes.  En  bornant  les  séries  à  un  petit  nombre  de  minutes,  on  peut 
regarder  la  dislance  moyenne  comme  correspondante  à  l'époque 
moyenne  des  observations  ;  car  nous  avons  vu  qu'à  de  grandes 

Tobjet  à  gauche  au  centre  de  la  station  ;  et  D  la  distance  CS'  de  Tobjet  à 
droite  ;  enfin  nommons  ^  la  distance  CC  des  deux  centres.  Les  triangles 
S'CC,  S" ce  donneront 

sinS'=l!lïLgl±£\         sinS^  =  i?^; 

d'où  Ton  tire,  en  substituant  les  arcs  aux  sinus, 

S'  —  S''  -  j"  ^sin(C-hj^)       1*^  â  sin  jr 

D  sin  i"  G  sin  i"  ' 

C'est  la  correction  qu''il  faut  ajouter  à  Tangle  observé  :  si  le  second  terme 
remporte  sur  le  premier,  elle  sera  négative,  et  alors  il  faudra  la  retran- 
cher. Ces  deux  termes  étant  ordinairement  fort  petits ^  il  suffit  de  con- 
naître G,  D,  et  rangiez  approximativement.  Pour  avoir  rangleT*,  on  met- 
tra la  lunette  supérieure  sur  zéro ,  et  on  la  dirigera  sur  S",  Tinférieure  étant 
sur  S';  alors  celle-ci  restant  fixe,  on  détachera  la  première  et  on  la  dirigera 
à  vue  vers  le  centre  C ,  puis  ou  lira  Tare  sur  le  limbe;  ce  sera  la  mesure  de 
Pangle  j^,  suffisamment  approciiée. 


n 
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distances  du  méridien ,  le  mouvement  de  Tastre  est  sensiblement 
uniforme  dans  un  petit  intervalle  de  temps. 

550.  Cette  opération ,  qui  exige  beaucoup  d'habileté  et  d'exac- 
titude,  sert  à  trouver  les  azimuts  des  objets  terrestres,  par 
exemple  ceux  des  signaux  pour  orienter  une  méridienne  ou  une 
carte.  La  distance  du  signal  au  zénith  étant  constante,  peut  être 
facilement  observée  :  celle  de  Tastre  peut  se  calculer  d'après  le 
temps  de  l'observation.  Avec  ces  données  et  l'arc  de  distance ,  on 
forme  un  triangle  sphénque  où  les  trois  côtés  sont  connus.  On 
peut  donc  aisément  trouver  Pangle  opposé  à  l'arc  de  distance; 
c'est  la  différence  des  azimuts.  On  connaît  d'ailleurs  l'azimut  de 
l'astre,  d'après  le  temps  de  l'observation,  et  d'après  l'heure  de 
son  passage  au  méridien.  On  connaîtra  donc  l'azimut  absolu  de 
l'objet.  Il  faut  remarquer  que,  dans  le  calcul ,  on  doit  employer  les 
distances  apparentes  au  zénith ,  affectées  de  la  réfraction ,  puisque 
l'arc  observé  est  pris  entre  ces  distances  apparentes.  Il  est  clair  que 
l'azimut  absolu,  et  les  différences  d'azimut  restent  les  mêmes 
malgré  le  changement  des  hauteurs,  puisque  la  réfraction  élève 
les  arcs  dans  les  verticaux  où  ils  se  trouvent.  On  fait  commodé- 
ment ces  observations  sur  le  soleil.  Généralement  l'instant  le  plus 
favorable  est  celui  où  l'angle  horaire  de  l'astre  est  égal  à  ioo>,  ce 
qui  répond  à  six  heures  sexagésimales  avant  ou  après  le  passage 
au  méridien.  Alors,  en  effets  l'astre  est  parvenu  à  son  plus  grand 
écart  de  ce  plan.  Il  cesse  de  s'en  éloigner  pour  y  revenir  ensuite  en 
décrivant  l'autre  portion  de  son  cercle  diurne,  ce  qui  fait  que, 
dans  les  observations  voisines  de  cette  époque ,  l'azimut  varie  fort 
peu.  D'un  autre  côté,  il  faut  éviter  d'observer  trop  près  de 
l'horizon ,  lorsque  l'astre  entre  dans  des  couches  où  l'on  peut 
craindre  des  réfractions  extraordinaires.  Car  alors  sa  distance  au 
zénith,  qu'il  faut  calculer  d'après  l'observation  du  temps,  pourrait 
être  fort  inexacte.  On  évite  cet  inconvénient  en  employant  la  Po- 
laire, au  lieu  du  soleil.  Alors  il  faut  avoir  un  signal  de  feu  qui 
puisse  être  aperçu  la  nuit  afin  de  pouvoir  observer  sa  distance  an- 
gulaire à  l'étoile.  Pour  cet  objet  rien  n'est  plus  avantageux  que  les 
lampes  à  courant  d'air  munies  de  réflecteurs.  On  prend  ensuite  à 
Jqisir  l'angle  que  ce  signal  forme  avec  l'objet  terrestre  dont  on  veut 
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déterminer  Tazimut.  L^instant  le  plus  favorable  pour  Tobserva- 
tion  de  Tare  de  distance ,  est  celui  où  l'étoile  se  trouve  dans  la 
partie  de  son  cercle  qui  est  la  moins  éloignée  du  signal ,  parce 
qu'alors  la  distance  étant  la  plus  courte  possible ,  éprouve  de  très- 
petites  variations.  La  position  la  plus  favorable  pour  placer  le 
signal  est  à  loo*  du  méridien  de  l'observateur,  parce  qu'alors 
l'époque  des  observations  approche  le  plus  possible  du  cercle  de 
six  heures.  Cette  méthode  a  été  employée  avec  succès  en  Angle- 
terre, et  depuis  par  Méchain  en  Espagne. 

Gomme  cette  opération  peut  être  fréquemment  utile,  nous  allons 
développer  le  petit  calcul  qu'elle  suppose.  Nous  ferons  d'abord 
abstraction  de  la  réfraction  ;  nous  verrons  ensuite  comment  on 
peut  y  avoir  égard. 

Soient ,  fig,  92 ,  O  l'observateur,  Z  le  zénith,  P  le  pôle ,  S  S' S''  le 
parallèle  que  l'étoile  décrit  ;  soit  R  le  signal  de  feu  dont  on  veut 
avoir  l'azimut,  représenté  par  l'angle  RZP.  Pour  cela ,  nous  avons 
dit  qu'il  suffit  de  trouver  la  distance  RP  du  signal  au  pôle  :  en 
effet,  les  arcs  ZP,  ZR,  distances  du  pôle  et  du  signal  au  zénith, 
sont  donnés  par  l'observation.  Si  de  plus  on  parvient  à  mesurer 
l'arc  RP,  alors  dans  le  triangle  sphérique  RPZ ,  on  connaîtra  les 
trois  côtés;  on  pourra  donc  aisément  calculer  l'angle  RZP,  ou 
l'azimut  du  signal. 

Pour  trouver  RP,  il  suffirait  de  connîutre  l'instant  où  l'astre 
passe  au  point  S;  car  alors  on  mesurerait  RS  avec  le  cercle;  on  y 
ajouterait SP,  distance  polaire  de  l'étoile,  et  l'on  aurait  RP.  Il  n'est 
pas  même  indispensablement  nécessaire  de  connaître  l'instant  du 
passage  en  S  avec  la  dernière  précision  ;  car  l'arc  RS  étant  per- 
pendiculaire en  Sa  l'arc  que  l'étoile  décrit,  les  variations  de  sa  lon- 
gueur, de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sont  nécessairement  fort  pe- 
tites. Or,  l'époque  approchée  du  passage  peut  se  trouver  de  bien 
des  manières.  Par  exemple,  comme  on  est  supposé  connaître  l'heure, 
on  sait  à  quel  instant  l'étoile  passe  au  méridien  de  l'observateur  : 
à  cet  instant,  mettez  le  limbe  du  cercle  vertical ,  dirigez  la  lunette 
sur  l'étoile ,  et  lisez  sur  le  cercle  azimutal  le  point  de  la  division 
auquel  répond  l'index  :  puis  donnant  au  cercle  un  mouvement  azi- 
mutal ,  amenez  le  limbe  dans  le  vertical  du  signal  ;  placez  celui-ci 
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au  centre  des  fils,  et  lisez  de  nouveau,  sur  le  cercle  azirnutal,  le 
point  où  répond  l'index.  L'arc  parcouru  sur  le  cercle  sera  évidem- 
ment Tazimut  du  signal ,  ou  Tangle  RZP.  Alors,  dans  le  triangle 
sphérique  RPZ ,  vous  connaîtrez  deux  côtés  RZ ,  PZ ,  et  l'angle 
compris;  vous  pourrez  donc  calculer  le  troisième  côté  RP,  distance 
du  réverbère  au  pôle ,  et  l'angle  RPZ ,  qui  sera  l'angle  horaire  de 
l'astre  à  Tinstant  de  son  passage  au  point  S.  Mais  vous  n'aurez  ainsi 
ces  quantités  que  d'une  manière  approchée,  et  avec  le  degré  d'ap- 
proximation que  comporte  la  division  de  votre  cercle  azimutal. 

Vous  pourriez  même  rectifier  ces  premières  données,  en  ame- 
nant le  limbe  dans  le  plan  du  signal  et  de  l'étoile ,  un  peu  avant 
l'époque  où,  suivant  votre  premier  calcul,  elle  doit  passer  par  le 
point  S.  Alors ,  dirigez  une  des  lunettes  sur  le  signal,  l'autre  sur 
l'étoile ,  et  suivez  celle-ci  pendant  quelque  temps ,  précisément 
comme  si  vous  vouliez  mesurer  la  distance  RS  ;  vous  ne  tardez  pas 
à  reconnaître  l'instant  où  cette  distance  est  la  plas  petite ,  et  vous 
connaîtrez  ainsi  l'époque  du  passage  au  point  S  avec  assez  de 
précision. 

Mais  voulez- vous  en  obtenir  encore  davantage  et  arriver  à  une 
exactitude  indéfinie?  Appliquez  ici  le  principe  de  la  répétition  des 
angles ,  précisément  comme  on  fait  pour  les  passages  au  méridien. 
Observez  au  cercle  les  distances  RS',  RS,  RS",  quelque  temps 
avant  et  après  l'époque  du  passage  au  point  S,  et  réduisez-les 
toutes,  par  le  calcul,  à  ce  qu'elles  seraient  si  elles  avaient  été  ob- 
servées précisément  dans  ce  même  point.  Cette  réduction  est  très- 
facile;  car  les  circonstances  sont  ici  absolument  les  mêmes  que  dans 
les  passages  d'étoiles  au  méridien  supérieur.  La  plus  courte  dis- 
tance RS  représente  la  distance  méridienne,  qui  est  la  plus  petite 
de  toutes.  Les  autres  distances  RS',  RS",  représentent  les  distances 
zénithales  observées  très-près  de  la  première,  et  dont  l'écart  est 
mesuré  parles  angles  horaires  SPS',  SPI^".  Ainsi ,  les  mêmes  for- 
mules qui  ont  servi  pour  la  réduction  des  distances  méridiennes, 
serviront  encore  pour  les  azimuts  (*). 


V*)  Nommons  R  la  distance  du  signal  au  pôle;  A  la  distance  polaire  de 
Pétoile ,  et  p  son  angle  horaire  compté  à  partir  de  Tépoque  de  son  passage 
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Examinons  maintenant  les  modifications  que  la  réfraction  in- 
troduit dans  ces  résultats.  Sans  elle ,  les  positions  successives  de 
ré  toile  S',  S,  S"  formeraient  un  arc  de  cercle  dont  le  pôle  vrai  serait 
le  centre.  L'effet  de  la  réfraction  élève  l'étoile  d'une  quantité  dé- 
pendante de  sa  hauteur  sur  T horizon,  et  qui ,  par  conséquent,  va- 
rie à  chaque  instant ,  à  mesure  que  la  hauteur  de  Tétoile  varie. 
L'orbite  apparente  S'SS"  n'est  donc  plus  circulaire;  mais  comme 
l'élévation  produite  par  la  réfraction  est  fort  petite ,  la  forme  de 
Torbite  est  aussi  très-peu  altérée.  Si  l'on  n'en  considère  qu'une 
portion  très-peu  étendue,  comme  cela  a  lieu  dans  nos  observations 
de  distance,  l'effet  de  la  réfraction,  étant  à  peu  près  constant  dans 
cet  intervalle,  ne  fait  qu'élever  cette  portion  de  l'orbite  sans  la  dé- 
former sensiblement, et  le  petit  arc  sur  lequel  on  opère  peut  encore 


CD  S.  D'après  ces  données,  on  aura  la  plus  courte  distance  RS  =  R  —  A. 
Aiusi  la  correction  ^  quUl  faut  faire  aux  distances  observées  hors  de  ce  méri- 
dien aura  pour  valeur 

sin  R  siu  A  a"  sîn*  |  v 

~8in  (R  — A)      sin  i" 


'À    sm  —  n 
Ou  calculera  les  valeurs  du  facteur  variable  — : ^-^  pour  les  instaab 

SIQ  i" 

des  observations;  on  fera  la  somme  de  toutes  ces  valeurs,  on  la  multipliera 

1    i.    .  ^sînRsinA  ,.  ,  ,  ,  .  , 

par  le  facteur  constant-; — =; r>  et  en  divisant  le  produit  par  le  nombre 

sin  (R — a) 

des  arcs  observés  ,  on  aura  la  correction  S ,  qu'ail  faut  toujours  retrancher 
de  la  distance  moyenne  mesurée  sur  le  limbe.  On  aura  donc  ainsi  RS, 
et  par  suite,  RS  +  A  =  R,  c^est-à-dire  la  distance  du  signal  au  pôle. 

On  voit  qu'ici ,  comme  pour  les  distances  méridiennes ,  il  suffit  de  con- 
naître R  approximativement  :  cependant,  si  la  valeur  de  cette  quantité 
déduite  des  observations,  après  les  réductions  précédentes ,  différait  beau- 
coup de  celle  que  Ton  a  employée  dans  le  calcul  des  réductions ,  on  se  ser- 
virait de  la  nouvelle  valeur  R  pour  calculer  plus  exactement  la  valeur  de 
Pangle  horaire  SPZ,  qui  donne  l'instant  du  passage  de  l'étoile  au  point  S. 
En  effet,  en  supposant  R  connu,  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  RPZ 
le  sont  pareillement;  et  l'on  peut  calculer  un  quelconque  des  angles 
du  triangle.  Connaissant  ainsi  plus  exactement  la  distance  R  et  l'époque 
du  passage  de  l'étoile  en  S,  on  recommencera  le  calcul  des  réductions  o"  avec 
les  éléments  corrigés.  Cette  fois,  la  valeur  que  l'on  obtiendra  pour  RS  -+-  A 
pu  R,  &cra  fort  exacte,  et  pourra  être  regardée  comme  définitive. 
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être  considéré  comme  circulaire  :  mais  le  centre  de  cet  arc  n'est 
plus  le  pôle  vrai ,  comme  dans  le  cas  où  Ton  supposait  la  réfraction 
nulle  ;  c'est  le  pôle  vrai,  élevé  par  la  réfraction  autant  que  l'étoile 
l'est  réellement.  Ainsi,  pour  avoir  égard  à  l'effet  de  la  réfraction 
dans  les  observations  d'azimut,  il  sufElt  de  substituer  ce  pôle  fictif 
au  pôle  vrai  dans  les  formules ,  qui  d'ailleurs  restent  les  mêmes 
qu'auparavant  (*). 


{*)  Pour  mettra  ceci  en  évidence ,  considérons  d'*aboid  une  position  quel- 
conque S'  de  Tétoile  sur  son  cercle,  abstraction  faite  de  la  réfraction.  Soient 
alors  Z  la  distance  vraie  de  Tastre  au  zénith  ;  D  3a  distance  du  zénith  au 
pôle  vrai;  A  la  distance  polaire  vraie  de  Pétoile,  et  A  Pazimut  du  vertical 
dans  lequel  elle  se  trouve,  azimut  représenté  par  Tangle  FZS\Jig,  9^;  on 
aura  évidemment ,  dans  le  triangle  sphériqne  PZS', 

cos  A  =  sin  D  sin  Z  cos  A  +  cos  D  cos  Z  ; 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cos  A  =  cos  (Z  —  D)  —  asin  D  sin  Z  sin*  j  A. 

Supposons  que,  par  Teffet  de  la  réfraction,  la  distance  zénithale  Z  do  Té- 
toile  devienne  Z'  =  Z  —  r  ;  la  réfraction  r  variera  si  peu  dans  l'étendue  de 
l'arc  observé,  qu'on  pourra  la  regarder  comme  constante,  car  son  change- 
ment total,  dans  tout  le  cercle  décrit  par  Tétoile,  depuis  le  passage  infé- 
rieur au  méridien,  jusqu'au  passage  supérieur,  va  rarement  à  10''.  Élevons 
le  pôle  de  la  même  quantité,  en  sorte  que  sa  distance  au  zénith  devienne 
D'  ==  D  —  r,  et  rapportons  les  positions  apparentes  de  Tétoile  à  ce  point 
considéré  comme  fixe.  £n  nommant  A'  sa  distance  apparente  à  Pétoile ,  nous 
aurons  pareillement 

cos  A'  =  cos  (Z'  —  D')  —  asinD'sîn  Z'  sin»  |  A; 

maintenant,  la  nature  du  mouvementvrai  de  Tétoile  est  telle  que*  A  reste  con- 
stante; il  s'agit  de  faire  voir  que,  pendant  un  court  inteiTalle  de  temps,  A' 
peut  être  regardée  comme  constante  aussi.  Pour  cela,  je  retranche  les  deux 
valeurs  décos  A  et  cos  A'  Tune  et  l'autre,  en  observant  que,  par  nos  sup- 
positions ,  Z'  —  V  =  Z  —  D ,  et  l'on  a  ainsi 

cos  A'  —  cos  A  =  2  (sin  D  sin  Z  —  sin  D'  sin  Z')  sin'  |  A , 

ou^  ce  qui  est  la  même  chose, 

cos  A'—cos  A  =  a[(sin  Z  — sinZ')  sin  D-t-(sin  D— sinD')  sinZ']  sin*!  A; 

au  lieu  des  différences  de  sinus  et  de  cosinus,  mettons   leurs  valeurs  en 
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A  défaut  de  cercle  répétitear ,  les  observations  d'azimut  peuvent 
se  faire  avec  beaucoup  de  promptitude  et  même  avec  une  précision 
presque  toujours  sufifisante ,  par  le  moyen  du  sextant  de  réflexion 
(décrit  précédemment  dans  le  §  î*74),  instrument  qui  est  entre  les 
mains  de  tous  les  marins ,  et  qui  doit  être  entre  les  mains  de  tous 
les  voyageurs. 


fonctions  de  la  différence  des  arcs ,  il  viendra 

sin  H^+ AO  sini(A—  A') 
=  2  sin^r  [cosi  (Z  -|-Z')siQ  D  -hcos  j  (D-hD')  sin  Z']  sin»  \  A. 

Tous  les  ternies  du  second  membre  se  trouvant  multipliés  par  sin  \  r  sont 
très-petits  de  Tordre  de  la  réfraction.  La  différence  A  —  A',  des  deux  dis- 
tances, est  donc  aussi  très-petite  du  ménxQ  ordre.  En  se  bornant  à  sa  pre- 
mière puissance,  on  peut  substituer  le  rapport  des  petits  arcs  7 (A  —  A')  et 
^  r  à  celui  de  leurs  sinus ,  on  peut,  de  plus  ,  supposer  A=A'9  Z=Z',D=D', 
dans  tous  les  autres  termes  de  l'équation  ;  on  aura  alors 

A  — A'=2r ^^ — - — -^sin'^A: 

sm  A 

si  la  différence  A  —  A' restait  constante,  comme  A  ne  varie  point,  A' serait 
constante  aussi;  examinons  donc,  d'après  cette  formule,  à  quoi  s^étend  la 
variabilité  de  A  —  A'. 

Or,  on  voit  tout  de  suite  que  cette  variation  ne  peut  être  que  fort  petite, 
et  même  tout  à  fait  négligeable ,  quand  l'arc  qui  cmnprend  les  observations 
est  très«-petit.  Car  l'expression  de  A  —  A'  ayant  pour  facteur  sin*  |^  A  ,  et 
l'azimut  A  dans  lequel  on  peut  observer  la  Polaire,  étant  toujours  fort 
petit,  du  moins  dans  nos  climats^  la  valeur  de  A  —  A'  est  toujours  extrê- 
mement petite.  A  Paris ,  par  exemple ,  elle  no  s'élèverait  tout  au  plus  qn'^à 
deux  secondes,  en  supposant  la  réfraction  d'une  minute,  et  l'angle  horaire 
de  six  heures,  ce  qui  donne  la  plus  grande  valeur  de  l'azimut  A.  On  peut 
donc ,  sans  aucune  erreur,  négliger  les  variations  de  A'  pendant  l'intervalle 
des  observations ,  et  employer,  pour  A  et  Z,  les  valeurs  qui  conviennent  à 
l'époque  moyenne  de  la  série  ;  d''autant  mieux  que  si  le  signal  est  placé  dans 
un  azimut  peu  différent  de  loos,  l'azimut  A  de  l'étoile  varie  très-peu  pen- 
dant la  durée  des  observations.  Ainsi,  avec  ces  restrictions,  la  valeur  de 
A  —  A'  pourra  élre  employée  comme  constante;  l'étoile  sera  censée  décrire 
encore  un  petit  arc  de  cercle  autour  du  pôle  fictif,  et  le  rayon  de  ce  cercle 
sera 

sm  A 
La  diminution  de  ce  rayon  est  l'effet  du  rapprochement  des  verticaux  qui  tous 
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5^1.  Quoique  le  cercle  répétiteur  jouisse  de  tous  les  avantages 
que  nous  venons  de  lui  reconnaître ,  je  ne  dois  pas  cependant  dis- 
simuler  que  quelques  défauts  d'exécution  de  la  part  de  l'artiste 
pourraient  détruire  toute  son  exactitude ,  et  cela  est  d'autant  plus 
important  à  considérer ,  que  les  défauts  dont  il  s'agit  sont  très-aisés 
à  reconnaître;  qu'il  est  très-facile,  lorsqu'on  en  est  prévenu ,  d'é- 
luder leur  influence  ;  et  qu'enfin ,  faute  de  ces  précautions ,  on 
s'expose  à  des  erreurs  graves,  dont  rien  ne  peut  vous  avertir. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement  de  ce  chapitre, 
sur  la  construction  du  cercle  répétiteur,  il  est  évident  que  les  seuls 
défauts  qu'on  ait  à  y  redouter  sont  ceux  qui  peuvent  attaquer  le 
principe  de  la  répétition ,  en  produisant  sur  chaque  observation 


concoureDt  au  zénith.  Car  Porbite  de  Tétoile  étant  toujours  comprise  entre 
les  mêmes  verticaux  extrêmes ,  il  faut  nécessairement,  si  elle  s^élêye,  que 
son  rayon  diminue ,  et  diminue  d^une  quantité  dépendante  de  Tazlmut  A , 
qui  mesure  Pécart'de  ces  verticaux.  On  voit  donc  que  ces  formules ,  fondées 
sur  la  petitesse  de  Pangle  A ,  cesseraient  d^être  exactes  si  le  pèle  vrai  était 
assez  élevé  sur  Fhorizon  pour  que  Tazimut  A  cessât  d^être  un  très-petit  an- 
gle; mais  cela  ne  saurait  arriver  que  dans  des  contrées  trop  voisines  du 
pôle  pour  que  Ton  puisse  jamais  avoir  occasion  d^y  observer. 

£n  résumant  ce  qui  précède ,  on  voit  que ,  pour  avoir  égard  à  Teffet  de  la 
réfraction  dans  les  observations  d^azimut,  il  suffit  de  rapporter  tous  les  cal- 
culs au  pôle  fictif,  dont  la  distance  au  zénith  est  D'=r  D  —  r,  r  étant  la  ré- 
fraction à  la  hauteur  moyenne  où  Ton  observe  Tétoile  ;  en  conséquence ,  il 
faut  employer,  pour  distance  polaire  de  Tétoile,  la  valeur  de  à',  que  nous 
venons  de  calculer. 

Avec  ces  valeurs ,  on  déterminera  Tinstant  approché  du  passage  de  Vé- 
toile  an  point  S,fig.  9a,  diaprés  les  méthodes  dressai  que  nous  avons  indi* 
quées;  ensuite  on  observera,  par  la  répétition,  les  distances  apparentes  RS 
du  signal  à  Tétoile.  On  calculera  les  réductions  ^,en  employant  les  va- 
leurs apparentes  W  A'  et  D',  ce  qui  donne 

sinR'sin  A'  a^sin*!/ 


.?'  = 


sin(R'  — A')       sini" 


Les  angles  horaires  p'  doivent  être  comptés  depuis  le  passage  de  Fétoile  au 
point  S  situé  sur  le  grand  cercle  qui  joint  le  signal  au  pôle  fictif.  La  distance 
réduite  RS  étant  ainsi  trouvée,  on  aura R'  =  RS-i-  A' j  ce  sera  la  distance  du 
signal  au  pôle  fictif  ;  enfin ,  avec  les  valeiu's  apparentes  R',  O',  et  la  distance 
RZ  du  signal  au  zénith,  on  calculera  Tazimut  du  signal  P'ZR  qui  sera  Ta&i- 
mut  véritable. 
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une  erreur  constante.  En  effet ,  une  pareille  erreur  s^accumulant 
avec  le  nombre  des  observations ,  et  n^étant  pas  susceptible  de 
compensation ,  puisque  nous  supposons  toujours  à  Tinstrument 
une  forme  invariable,  se  retrouverait  nécessairement  tout  entière 
dans  la  distance  moyenne  au  zénith,  qui,  sous  ce  rapport,  ce 
serait  pas  plus  exacte  qu'une  observation  unique. 

552.  De  ce  genre  sont  les  erreurs  dues  à  Tinclinaison  de  Taie 
optique  et  au  défaut  de  verticalité  du  plan  du  limbe.  Nous  avons 
donné  les  moyens  de  les  mesurer  et  de  les  détruire,  ou  de  les  at- 
ténuer assez  pour  que  leur  influence  devienne  absolument  insen- 
sible. Mais  il  y  a  encore  dans  les  cercles  d'autres  causes  possibles 
d'erreurs  pareillement  constantes,  auxquelles  on  n'a  pas  pris  garde 
jusqu'à  présent.  La  première  est  Terreur  du  centrage.  Elle  a  lieo 
si  la  lunette  supérieure ,  en  tournant  autour  du  centre  du  limbe, 
peut  jouer  autour  de  l'axe  qui  la  porte.  Pour  concevoir  l'erreur 
qui  en  résulterait  sur  les  distances  au  zénith,  partons  de  la  pre- 
mière position  de  la  lunette  au  commencement  des  observations, 
laquelle  est  représentée  par  OCA,  fig,  94.  Alors  l'anneau  MN, 
percé  au  centre  de  l'alidade  qui  porte  la  lunette,  est  descendu  par 
son  poids  sur  l'axe  CM,  autour  duquel  la  lunette  tourne;  et  l'an- 
neau touche  l'axe  en  M ,  à  son  point  le  plus  élevé.  Les  choses  res- 
tent ainsi  dans  la  seconde  position  de  la  lunette  après  le  retoome- 
ment  du  cercle ,  pour  passer  à  l'observation  paire ,  fig,  95  et  96. 
Seulement  le  point  de  contact  de  l'anneau  est  passé  de  M  en  5,  sur 
la  partie  opposée  de  sa  circonférence.  Par  conséquent  l'arc  AZA\ 
parcouru  par  l'alidade  sur  le  limbe ,  fig,  96,  est  plus  grand  qne 
l'angle  véritable  ûCa',  et  la  différence  est  égale  à  Aa-h  AV  00 
ika.  Mais  une  erreur  contraire,  et  plus  considérable ,  a  lieu  dans 
le  passage  de  la  seconde  observation  à  la  troisième.  En  effet,  à  la 
fin  de  la  seconde ,  la  lunette  a  la  position  OCA',  fig,  96.  Dans  le 
retournement  du  cercle,  la  lunette  prend  la  direction  OCA',^^.97. 
Elle  conserve  la  même  inclinaison  sur  l'horizon  ;  le  point  de  con- 
tact N  reste  le  même ,  et  le  point  A'  aussi.  Mais  quand  ensuite  on 
fait  tourner  le  limbe  verticalement  autour  de  son  centre  G ,  pour 
ramener  la  lunette  vers  l'ustre,  et  lui  donner  la  direction  OCA',  de 
la^g.  98,  le  point  de  contact  de  l'anneau  sur  l'axe  central  ne  se 
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fait  plus  au  même  point  N.  La  lunette  tombant  par  son  poids,  le 
contact  revient  de  nouveau  du  côté  de  M,  dans  la  partie  opposée 
de  sa  circonférence.  Ce  mouvement  rapproche  le  point  A'  du  point 
A,  parce  que  Toculaire  désigné  par  O  dans  la  figure ,  est  fixé  au 
moyen  de  sa  vis  de  pression.  La  lunette  tourne  donc  ainsi  autour 
du  point  O  comme  centre  ;  Fobjectif,  en  tombant,  rétrograde  sur 
le  limbe  d'une  quantité  A' A', ,  quadruple  de  A'a'  ;  et  comme  Tare 
double  conclu  du  premier  couple  d'observations  était  trop  grand 
de  2  Aâr,  Tare  quadruple  conclu  des  deux  couples  consécutifs  est 
trop  petit  de  la  même  quantité.  Il  est  clair  que  ce  même  effet  se 
reproduira  toujours  sur  chaque  couple  ;  et  que,  pour  des  distances 
égales  au  zénith ,  il  se  fera  toujours  dans  le  même  sens ,  de  la  même 
quantité ,  puisque  Tanneau  de  Talidade  et  l'axe  central  sont  tous 
deux  circulaires.  Voilà  donc  une  cause  qui  tendra  toujours  à  dimi- 
nuer la  mesure  des  distances  au  zénith.  Elle  est  d'autant  plus  à 
redouter ,  que  le  rayon  de  l'anneau  et  celui  de  l'axe  sont  ordinai- 
rement fort  petits ,  de  sorte  que  le  moindre  jeu  qui  peut  se  trouver 
entre  eux  s'agrandit  considérablement  en  se  reportant  sur  le  limbe. 
Il  est  donc  de  la  dernière  importance  que  la  juxta-position  de  ces 
deux  pièces  soit  observée  avec  un  soin  extrême ,  et  pour  cela  il 
faut  que  l'axe  d'acier  qui  porte  l'alidade  soit  prolongé  d'une  quan- 
tité suffisante,  pour  que  l'artiste  puisse  l'adapter  exactement  sur 
l'anneau.  Malheureusement,  il  parait  qu'on  n'y  a  pas  donné  jus-* 
qu'ici  assez  d'attention ,  si  ce  n'est  dans  les  derniers  cercles  que 
l'on  a  construits. 

5o5.  Un  autre  effet  absolument  semblable  se  produira  si  la  vis 
de  pression  destinée  à  fixer  l'alidade  par  la  pression  sur  le  limbe , 
n'a  pas  assez  de  serrage  pour  la  retenir  invariablemenlt.  €ar,  dans 
le  passage  de  la  seconde  observation  à  la  troisième ,  ou  en  général 
d'une  paire  à  une  impaire ,  la  lunette  pourra  glisser  par  son  poids, 
en  vertu  du  mouvement  que  l'on  donne  au  limbe;  et  alors  le 
point  A'  se  déplacera  encore  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  de  ma- 
nière à  diminuer  ou  à  augmenter  les  distances  au  zénith.  Ce  dé- 
placement n'influera  que. dans  le  passage  des  observations  impaires 
aux  observations  paires ,  où  la  fixité  de  la  lunette  sur  le  limbe  est 
de  rigueur. 

T.   III.  3o 
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5i$4.  Enfin,  un  effet  du  même  genre  se  produira  encore  si 
la  vis  de  rappel  qui  fait  mouvoir  la  lunette  sur  le  limbe  a  le 
moindre  jeu  dans  son  écrou  ou  dans  ses  collets.  Car,  sans  entrer 
ici  dans  des  détails  de  construction  trop  minutieux ,  on  peut  con- 
sidérer cette  vis  comme  destinée  aussi  à  retenir  la  lunette  fixe 
dans  le  passage  des  observations  paires  ou  impaires.  Si  la  vis  bal- 
lotte dans  son  écrou ,  la  lunette  qu'elle  conduit  pourra  prendre 
absolument  les  mêmes  mouvements.  Or,  la  lunette  se  renversant 
nécessairement  dans  le  passage  des  observations  paires  aux  im- 
paires ,  la  vis  de  rappel ,  qui  fait  corps  avec  elle ,  prend  aussi  des 
positions  opposées  ^  comme  on  le  voit  dans  les  fig.  96  ^çS^où 
cette  vis  est  désignée  par  V.  Par  conséquent ,  si  elle  a  du  jeudans 
récrou  qui  la  retient ,  il  y  aura  une  de  ces  deux  positions  où  la  lu- 
ne^e  ne  sera  pins  soutenue.  Ainsi,  elle  tournera  dans  le  sens 
où  la  pesanteur  l'eiitraine ,  c'est-à-dire  que  le  point  A'  descendra 
si  le  bout  qui  porte  l'objectif  est  plus  lourd  que  celui  qui  porte- l'o- 
culaire; dans  le  cas  contraire,  il  ^'élèvera  :  dans  le  premier  cas, 
la  distance  au  zénith,  donnée  par  le  premier  couple,  sera  dimi- 
nuée ;  dans  le  second  cas ,  elle  sera  augmentée. 

86S.  En  vain  "voudrait-on  prévenir  ces  erreurs  en  lisant  avec 
soin  leâ  vemiers  dans  les  deux  positions  opposées  de  la  luàetle;  il 
^udrait  qu'elles  fussent  énormes  pour  qu'on  pût  ainsi  lesaperoe- 
vèlr.  Heureusement  on  peut  les  corriger  tontes  par  un  moyen  très- 
simple.  €'est  d'observer  des  distances  zénithales  d'étoiles  au  nord 
et  au  sud  du  zénith.  Car  si  le  cercle  nous  donne  des  distances  trop 
grandes  o«  trop  petites ,  la  somme  de  ces  distances  sera  aussi  trop 
glande  ou  .trop  petite  d'une  quantité  double.  Or  cette  «omme  n'est 
aut)ie  «hose  qu&4a  «Hffêi^nee  des  distances  polaires  des  étoiles  ob- 
servécf&l  ain^,  «n  pnenanl  cte  différences  dans  des  catalogues 
d^étoiles  bien  exacts^  on  verrait  si  le  'Cerde  a\ine  erreur  quelcon- 
que i  et  dans  quel  sens  ^Ue  se  trouve.  Malheureusement,  on  ne 
connaît  encore  parfaitement  que  les  distances  polaires  des  étoiles 
dont  on  peut  observer  les  deux  passages.  Il  y  a  beaucoup  d'mcer- 
titudç  sur  les  autres ,  et  ce  serait  un  travail  des  plus  utiles  qne  de 
déterminer  exactement  la  déclinaison  des  plus  brillantes ,  au  moyen 
de  leurs  hauteurs  méridiennes ,  observées  au  cercle  répétiteur  dans 


PHYSIQUK.  4^^ 

un  Heu  tel  que  Paris,  dont  la  latitude  est  exactement  déterminée  par 
une  multitude  de  passages  d^étoiles  ciix;ompoIaires.  Toutefois,  sans 
attendre  l'exécution  d'un  pareil  travail ,  on  peut  encore  suppléer 
à  la  connaissance  des  distances  polaires ,  quand  on  n*a  pas  besoin 
d'une  latitude  absolue,  mais  seulement  de  la  différence  de  lati- 
tude aux  deux  extrémités  de  Parc  observé ,  comme  cela  arrive  or- 
dinairement dans  les  observations  géodésiques,  qui  sont  celles  où 
l'on  exige  le  plus  de  rigeur.  Il  suffit  alors  de  répéter ,  à  ces  deux 
extrémités,  les  observations  de  distances  zénithales  des  mêmes 
étoiles  au  nord  et  au  sud  du  zéntih.  On  fera  pour  chaque  station 
la  somme  de  ces  distances  opposées ,  afin  d'avoir  les  mesures  des 
mêmes  arcs  célestes.  Si  l'on  y  trouve  une  différence,  on  en  prendra 
la  moitié,  et  on  l'ajoutera  aux  distances  observées  dans  la  station 
où  la  somme  des  distances  a  été  la  plus  petite.  Par  ce  moyen,  on 
réduira  le  cercle  à  n'avoir  que  la  même  erreur  dans  les  deux  sta- 
tions, et  la  différence  des  latitudes  sera  exacte.  Mais  la  latitude 
absolue  pourra  être  en  erreur  de  toute  la  quantité  correspondante 
à  l'erreur  absolue  du  cercle  (*). 


(*)  Soit  N  la  distaDce  zénithale  vraie  d^une  étoile  sitaée  au  nord  du  lénitli 
dans  la  station  la  plus  boréale.  Soit  S  la  distance  zénithale  vraie  d^une  étoile 
située  au  sud  et  observée  de  la  même  station.  Nommons  N',  S' les  quantités 
analogues  pour  la  station  la  plus  australe.  Ce  seraient  là  les  quantités  que 
Ton  observerait  si  le  cercle  n^avait  aucune  erreur.  Alors  la  différence  des 
latitudes  seraitN'  — N  ou  S  — S';  et  Tare  céleste  A=N-hS,  A'=N'-hS' 
serait  le  même  dans  les  deux  stations ,  de  sorte  que  Ton  trouverait  A  =A'. 
Il  n^en  sera  plus  de  même  si  le  cercle  a  eu  Terreur  constante  e  dans  la  pre- 
mière station ,  et  l'erreur  e'  dans  la  seconde.  Car  alors  les  distances  zéni- 
thales observées  seront  N  H-  e,  S"-i-  c  ,  N'  -h«f',  S'  4-  ie',  et  quand  on  les 
combinera  pour  trouver  la  différence  des  latitudes ,  on  aura  ,  par  les  étoiles 
boréal  es ,  N'  —  N  -4-  c'  —  e;  par  les  étoiles  australes  S  —  S'  -i-e  —e'.  Les  er- 
reurs affectent  ces  résultats  eu  sens  contraire,  ainsi  elles  disparaîtront  en 

les  ajoutant;  et  leur  demi-somme ■ •  donnera  la  véritable  dif- 
férence des  latitudes  indépendamment  des  erreurs  constantes  de  cba({ue 
station. 

Mais  veut-on  évaluer  la  différence  de  ces  erreurs,  c'est-à-dire  la  quantité 
dont  Terreur  constante  du  cercle  a  changé ,  en  le  transportant  d'une  sta- 
tion à  l'autre.  Rien  nest  plus  facile;  car,  en  faisant  dans  chaque  station  la 

3o. . 
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356.  Il  me  paraît  évident  que  les  causes  d'erreur  dont  je  viens 
de  parler  ont  produit  les  petits  écarts  que  Ton  remarque  quelque- 
fois ,  entre  les  latitudes  absolues  observées  au  même  point ,  avec 
différents  cercles ,  ou  par  différents  observateurs ,  dont  les  résul- 
tats particuliers  s'accordent  entre  eux.  Les  observations  corres- 
pondantes au  nord  et  au  sud ,  auraient  corrigé  Teffet  de  ces  dirPé- 
rences,  si  Ton  y  eût  songé  plus  tôt;  il  semble  désormais  indispensable 
de  les  employer  dans  des  observations  où  l'on  veut  atteindre  la 
dernière  exactitude. 

557*  Pour  compléter  ce  chapitre ,  je  crois  utile  d'expliquer 
avec  exactitude  la  théorie  des  niveaux  à  bulle  d'air  (*),  instruments 
dont  l'application  est  extrêmement  fréquente  dans  l'astronomie  et 
dans  la  physique ,  mais  sur  lesquels  «pu  n'a  pas  généralement  des 
idées  très-précises.  On  appelle  communément  niveau  k  bulle  d'air, 
un  tube  de  verre  fermé  par  les  deux  bouts,  et  rempli  en  partie  d'un 
liquide,  tel  que  l'eau,  l'alcool  ou  l'éther.  L'espace  qui  n'est  point 
rempli  par  la  liqueur,  est  occupé  par  l'air,  ou  au  moins  par  la 

somme  de  distances  sénithales  pour  obtenir  Tare  céleste ,  on  aura 

ÛBjoa  Ja  première  A  =  N-hS-h2e, 

dans  la  seconde  A'=  N'-hS'-hac'; 

et  comme  N'  —  N  est  égal  à  S —S',  si  Ton  retranche  ces  deux  équation; 
Pane  de  Pautre,  on  trouvera 

A  —  A'=2c  — 2e',     par  conséquent    e — e'= ; 

c^est  la  différence  des  erreurs.  Ajoutez-la  aux  distances  zénitiiales  N'h-^*; 
S'  ■+■  e'  observées  dans  la  seconde  station ,  elles  deviendront  r^'  -f-e,  $'+«• 
Elles  seront  donc  alors  comparables  aux  distances  observées  dans  la  pre- 
mière ,  et,  en  les  combinant,  on  aura  N'  —  N  ou  S  —  S'  pour  la  vraie  diffé- 
rence des  latitudes. 

{*)  Quoique  la  théorie  des  niveaux  à  bulle  d^air  ait  été  exposée  en  détail 
dans  le, tome  II,  pages  240  et  suivantes,  on  a  cm  devoir  laisser  subsister 
ici  la  description  qui  en  est  faite,  parce  que  c-est  conformément  aux  procé- 
dés qui  y  sont  indiqués  qu'ont  été  construits  un  grand  nombre  de  niveaux 
de  Fortin,  qui  ont  été  employés  dans  des  opérations  importantes  et  déli- 
cates, et  quMl  pourra  être  bon  d'y  recourir,  soit  pour  comprendre  les  opéra- 
tions qui  ont  été  faites,  soit  pour  se  servir  de  nouveau  de  ces  niveaux. 


vapeur  du  liquide  ;  et  comme  celui-ci ,  ca  vertu  de  la  pesanteur , 
tend  toujours  à  occuper  la  partie  la  plus  basse  du  tube  et  à  s'y 
mettre  de  niveau ,  il  en  résulte  que  la  bulle  d'air  se  déplace  aussi 
et  se  porte  au  plus  haut  point  du  tube.  Ses  mouvements  indiquent 
par  conséquent ,  les  variations  de  Tinclinaison  du  plan  sur  lequel 
on  a  posé  le  niveau. 

5o8.  Examinons  d'abord  le  cas  où  la  bulle  d'air  serait  assez 
petite  pour  pouvoir  être  considérée  comme  un  point.  Si  l'intérieur 
du  tube  était  parfaitement  cylindrique,  il  n'y  aurait,  rigoureuse- 
ment parlant,  qu'une  seule  position  du  niveau  où  la  bulle  pût  se 
trouver  immobile  au  milieu  du  tube;  ce  serait  la  position  hori- 
zontale; et  la  plus  petite  inclinaison  la  déplacerait  indéfiniment, 
de  manière  qu'elle  se  porterait  tout  entière  aux  extrémités.  Il  faut 
donc,  pour  prévenir  cet  inconvénient,  que  l'intérieur  du  tube 
soit  légèrement  arqué.  Alors  la  bulle  se  place  de  manière  que  son 
milieu  réponde  au  point  où  la  tangente  à  la  courbure  intérieure 
du  tube  est  horizontale.  Si  Tinclinaison  change ,  la  bulle  se  déplace 
et  se  porte  au  point  du  tube  qui  est  devenu  le  plus  élevé ,  c'est-à- 
dire  où  la  tangente  est  devenue  parallèle  à  l'horizon . 

Parmi  toutes  les  courbures  que  l'on  peut  donner  au  tube,  la 
plus  avantageuse  est  celle  du  cercle,  parce  qu'alors  Tes  déplace- 
ments de  la  bulle  mesurent  immédiatement  sur  le  tube  les  varia- 
tions de  Tinclinaison.  En  effet,  soit,^^.  99,  IVS  un  arc  de  cercle 
indéfini  qui  représente  la  section  longitudinale  du  niveau.  Soient  C 
le  centre  de  cet  arc,  et  CA  un  rayon  dirigé  suivant  la  verticale. 
Dans  cette  position  du  niveau,  la  bulle  d'air,  que  nous  supposons 
toujours  extrêmement  petite,  ira  se  placer  au  point  A.  Mais  si 
l'inclinaison  vient  à  changer,  le  rayon  G  A  s'inclinera  comme  dans 
laL^g.  100,  et  un  autre  rayon,  tel  que  CA',  deviendra  vertical  ;  en 
même  temps  la  bulle  se  déplacera  et  se  portera  au  point  A'.  L'arc 
AA',  qu'elle  décrit  sur  le  niveau ,  est  la  mesure  de  l'angle  ACA', 
ou  du  changement  d'inclinaison. 

559.  Dans  tout  ceci,  nous  supposons  que  le  niveau  soit  une 
ligne  physique  circulaire.  Cela  n'est  point  possible  dans  la  pra  - 
tique  ;  mais  pourtant  on  peut  y  conserver  les  avantages  de  la  cir- 
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cularité ,  en  concevant  la  surface  intérieure  du  niveau  comme  un 
anneau  engendré  par  un  cercle  DD',  fi^.  100,  dont  le  centre  se 
meut  sur  la  circonférence  directrice  NS.  Une  pareille  surface  con- 
serva évidemment  toutes  les  propriétés  de  symétrie  que  nous  ve- 
nons de  considérer.  Quant  à  la  manière  de  donner  cette  courbure 
aux  tubes,  on  y  parvient,  à  force  dressais,  en  usant  leur  surface 
intérieure  parle  frottement,  au  moyen  de  verges  métalliques  qu^on 
y  introduit  successivement  par  les  deux  bouts,  jusqu'à  ce  que  la 
marche  de  la  bulle  s'accorde  exactement  avec  les  changements 
d'inclinaison.  Pour  voir  si  cette  condition  est  rempKe ,  on  pose  le 
niveau  sur  un  plan  incliné  ,  d'une  longueur  déterminée  ,  dont  i'in- 
clinaison  peut  être  rendue  variable  au  moyen  d'une  vis  verticale 
dont  la  hauteur  des  pas  est  connue.  La  tête  de  cette  vis  porte  un 
cadran  divisé  en  parties  égales ,  et  un  index ,  comme  une  vis  de 
micromètre.  £n  faisant  tourner  la  vis  d'une  quantité  connue,  il  est 
facile,  d'après  les  données  précédentes,  de  calculer  les  variations 
qui  en  résultent,  sur  l'inclinaison  du  plan,  et  l'on  voit  si  la  marche 
de  la  bulle  sur  le  tube  y  est  exactement  conforme.  Pour  cela,  on 
commence  par  tracer  sur  le  tube  de  verre  des  divisions  égales  dans 
toute  sa  longueur  (*). 

560.  Par  exemple,  en  soumettant  à  cette  épreuve  un  niveau 
construit  par  Fortin,  pour  les  observations  de  latitude  à  Du nkerque, 
nous  avons  trouvé  que  la  bulle  parcourt  3  millimètres  sur  le  tube 
poi^r  un  changement  de  \"  sexagésimale  dans  l'inclinaison,  et  elle 
conserve  cette  marche  dans  toute  l'étendue  des  divisions  avec  une 
régularité  parfaite.  Ce  résultat  peut  se  vérifier  encore  d\ine  manière 
plus  exacte ,  quand  le  niveau  est  adapté  au  cercle  répétiteur ,  au 
moyen  des  observations  d'un  objet  éloigné*  Pour  cela  mettez  le 
limbe  vertical  >  et  dirigez  un  des  pieds  du  cercle  dans  l'azimut  de 
l'objet;  mettez  la  lunette  supérieure  sur  zéro,  et  faites  tourner  le 
limbe  jusqu'à  ce  que  l'objet  vienne  au  centre  des  fils  ;  alors  placez 
le  grand  niveau  de  manière  que  la  bulle  soit  très-voisine  d^une  de 


(*)  L^xposition  pratique  de  ces  procédés  se  trouve  dans  un  Irès-bon  Mé- 
moire de  M.  do  Chezy,  sur  la  construction  des  niveaux ,  inséré  dans  les  Mé- 
moires de  l 'Académie  des  ScicnceSj  Sat'arits  étrangers. 
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ses  extrémités.  Cela  fait,  sans  toucher  à  la  lunette ,  faites  tourner 

« 

ensemble  le  niveau  et  le  limbe  dans  leur  plan  vertical ,  au  moyen 
des  vis  de  rappel ,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  passe  à  Tautre  extrémité 
du  limbe ,  en  sorte  qu'elle  parcoure  ainsi  un  grand  nombre  de  di- 
visions ;  alors  l'objet  ne  répondra  plus  au  centre  des  fils ,  et  il  fau- 
dra faire  marcher  la  lunette  sur  le  limbe  pour  Vy  replacer. 
L'arc  qui  mesure  ce  déplacement  étant  lu  sur  le  limbe ,  on  con- 
naîtra  le  changement  d'inclinaison  qui  répond  au  nombre  de  divi« 
sions  que  la  bulle  a  parcourues  ;  et  par  conséquent,  en  divisant 
cette  inclinaison  par  leur  nombre ,  on  aura  la  valeur  d'une  d'entre 
elles. 

L'arc  parcouru  dans  une  observation  de  ce  genre  étant  toujours 
fort  petit ,  une  seule  observation  ne  le  donnerait  pas  avec  assez 
d'exactitude,  à  cause  des  erreurs  que  l'on  peut  commettre  dans 
les  lectures  des  verniers  ;  mais  on  peut  appliquer  ici  le  principe  de 
la  répétition.  En  effet ,  la  première  observation  étant  faite  ,  et  la 
lunette  ramenée  sur  l'objet,  déplacez  le  grand  niveau  et  rammiez 
la  bulle  à  l'autre  extrémité  du  tube  ;  puis,  sans  toucher  à  la  lunette, 
faites  tourner  le  limbe  verticalement ,  jusqu'à  ce  que  la  bulle  re- 
vienne à  l'extrémité  opposée.  Ce  mouvement  déplacera  l'objet, 
mais  vous  le  ramenez  au  centre  des  fils  en  faisant  mouvoir  la  lu- 
nette ;  par  ce  moyen ,  celle-ci  décrira  un  nouvel  arc ,  qui  s'ajoutera 
au  premier  qu'elle  avait  parcouru.  Vous  vous  retrouvez  ici  préci- 
sément dans  les  noémes  circonstances  que  lors  de  la  première  ob- 
servation ,  et  vous  repassez  par  les  mêmes  opérations.  Rien  n'em- 
pêche de  faire  ainsi  une  troisième  observation,  une  quatrième,  et 
d'avoir  sur  le  limbe  un  arc  assez  grand  pour  que  les  en^eurs  des 
lectures  extrêmes  n'en  fassent  qnlune  partie  aliquote  fort  petite  : 
cet  arcy  correspondant  à  1000  ou  1 200  parties  du  niveau,  donnera, 
par  la  division ,  la  valeur  d'une  d'entre  elles  avec  une  extrême  pré- 
cision. Cette  épreuve  est  d'autant  plus  nécessaire ,  qu'elle  indique 
la  valeur  des  parties  du  niveau  lorsqu'il  est  en  place.  En  effet,  il 
peut  arriver  que  cette  valeur  ne  soit  pas  la  même  que  quand  le  tube 
était  libre  et  simplement  posé  à  nu  sur  un  plan.  Car  les  montures 
dans  lesquelles  le  niveau  est  ordinairement  serré,  peuvent  l'infléchir 
et  changer  sa  courbure ,  surtout  si  elle  est  d'un  rayon  considé 
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rable ,  comme  dans  notre  niveau  d€  Dunkerque ,  dont  le  rayon 
était  de  619  mètres  (*). 

561.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  bulle 
d'air  assez  petite  pour  pouvoir  être  regardée  comme  un  point.  Cette 
cdnsidération  était  utile  pour  simplifier  les  raisonnements  ;  mais  on 
l'évite  dans  la  pratique,  et  c'est  avec  raison;  car  l'expérience  ap- 
prend qu'une  bulle  si  petite  se  meut  avec  une  extrême  lenteur,  et 
que  le  moindre  obstacle,  la  plus  petite  irrégularité  du  tube  sufBt 
pour  l'arrêter  :  au  contraire ,  on  fait  la  bulle  très-longue ,  parce 
que  l'on  a  observé  que  plus  elle  est  longue,  plus  elle  est  sensible, 
c'est-à-dire,  plus  elle  revient  promptement  à  l'équilibre. 

Ce  phénomène  dépend  des  attractions  réciproques  du  liquide  et 
du  verre  :  il  est  du  genre  de  ceux  que  l'on  nomme  phénomènes 
capillaires ,  parce  qu'ils  ont  été  d'abord  observés  dans  des  tubes 
très-étroits ,  où  l'on  sait  que  les  liquides  susceptibles  de  mouiller 
le  verre  s'élèvent  au-dessus  de  leur  niveau  naturel,  en  formant  une 
petite  colonne  terminée  par  une  surface  concave.  Les  bords  de 
cette  surface,  composés  de  molécules  adhérentes  au  tube,  s'élèvent 
le  long  de  ses  parois;  et  leur  inclinaison  dépend  de  l'action  pkis  ou 
moins  grande  du  tube  sur  le  fluide ,  et  aussi  de  la  fluidité  plus  ou 
moins  parfaite.  Un  effet  analogue  se  produit  dans  les  niveaux,  sur 
les  extrémités  de  la  bulle  qu'ils  comprennent.  Ces  extrémités  sont 
relevées  le  long  du  tube  ;  par  ce  moyen  la  forme  de  la  bulle  d'air 
est  arrondie  dans  les  endroits  où  la  surface  du  liquide  touche  le 
verre:  elle  l'est  surtout  aux  deux  bouts  plus  que  sur  les  côtés,  et 
elle  l'est  plus  dans  un  tube  étroit  c[ue  dans  un  tube  large.  Cela 
tient  à  la  nature  des  forces  capillaires  qui ,  partant  de  sa  surface  et 
n'ayant  d'action  sensible  qu'à  une  très -petite  distance,  ont  un 
effet  d'autant  plus  intense  que  les  surfaces  qui  les  exercent  sont 
plus  rapprochées.  C'est  pour  cela  que  l'élévation  des  liquides  dans 

—  ■—■■■-■»■   ^     ■  ■  ■■!     ■■  II!        1^       ■■■■■■■■■■       .1  ■■  ■  ■  ■  ■  ■■— ^i^B-É       ,         B^-^^— ^—  ■  1  ■  ■        I  ^— ^— ^i^W^— 

(*)  Cela  se  voit  diaprés  la  marche  du  niveau.  Sur  celui-ci,  un  are  de  1^ 
sexagésimale  est  exprime  par  3  millimètres  ;  or,  on  sait,  par  les  calculs  tri- 
gonométriques,  que  le  rayon  exprimé  en  arc  vaut  5n^  i7'44">^  ^®  ^*  division 
.sexagésimale,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  2o6264'S8.  Puisque  chaque  se- 
conde vaut  3  millimètres,  le  rayon  vaudra  3  millimètres  multipliés  par 
'^06264 ,8  on  Ci 8™, 7944- 
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les  tubes  étroits  et  verticaux  augmente  à  mesure  que  leur  diamètre 
intérieur  diminue ,  de  manière  que  la  colonne  liquide  ainsi  sou- 
levée est  réciproque  à  ce  diamètre ,  comme  l'expérience  et  le  calcul 
s'accordent  également  à  le  prouver.  D'après  cela,  on  conçoit  que 
l'effet  de  ces  forces  doit  surtout  être  considérable  sur  une  très- 
petite  bulle ,  autour  de  laquelle  le  fluide  formerait  une  surface 
concave  d'un  très-petit  rayon.  Alors  la  moindre  aspérité  du  tube 
peut  changer  considérablement  les  attractions  qui  déterminent 
cette  forme ,  et  allonger  la  bulle  dans  un  sens  plus  que  dans  un 
autre,  ou  même  la  retenir  absolument  ;  au  lieu  que  ces  effets  seront 
beaucoup  moindres  sur  une  longue  bulle  et  dans  un  tube  large, 
où  le  relèvement  du  fluide ,  par  l'effet  de  la  capillarité ,  sera  beau- 
coup moindre.  Tels  sont  les  avantages  des  grands  niveaux  ,  pareils 
à  ceux  que  Fortin  a  construits  pour  nos  cercles.  Mais  pour  que 
cette  longueur  soit  utile ,  il  faut  que  tes  tubes  soient  bien  travaillés 
dans  l'intérieur,  et  exactement  calibrés,  suivant  la  courbure  cir- 
culaire ;  précautions  que  les  artistes  ne  prennent  pas  ordinairement , 
se  contentant  d'y  suppléer  au  moyen  des  courbures  naturelles 
que  les  tubes  de  verre  prennent  toujours  quand  on  les  fabrique. 

o62.  La  bulle  du  niveau  ayant  une  dimension  sensible,  on  re- 
garde son  milieu  comme  le  point  le  plus  élevé  du  tube ,  et  c'est  la 
marche  de  ce  milieu  qui  détermine  les  changements  d'inclinaison. 
Pour  indiquer  et  mesurer  ces  changements ,  on  divise  le  tube  dans 
toute  sa  longueur;  le  zéro  de  la  division  répond  à  son  milieu ,  et 
pour  déterminer  la  position  du  centre  de  la  bulle,  on  prend  la 
demi-somme  des  divisions  où  se  terminent  ses  deux  extrémités. 
Cela  est  rigoureux  en  effet  si  le  tube  est  bien  calibré  suivant  la 
forme  annulaire ,  car  alors ,  sa  forme  étant  symétrique  dans  toutes 
ses  parties ,  celle  de  la  bulle  le  sera  nécessairement.  On  pourrait 
même,  si  l'on  voulait,  prendre  une  des  extrémités  de  la  bulle  pour 
l'indice  de  son  mouvement;  mais  l'autre  moyen  est  plus  avanta- 
geux parce  qu'il  atténue  les  petites  irrégularités  du  tube  en  les 
partageant  sur  les  deux  extrémités  de  la  bulle.  Au  reste,  il  est  sûr 
que  l'un  et  l'autre  procédé  sont  également  inexacts  si  le  tube  est 
mal  travaillé  en  dedans*. 

563.  Ordinairement  on  a  coutume  de  placer  le  zéro  de  la  divi- 
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sion  f  comme  je  viens  de  le  dire,  au  milieu  du  tube  ou  à  peu  près 
au  milieu.  Cela  est  en  effet  plus  commode  et  on  a  ainsi  des  nombres 
plus  simples.  Mais  cette  condition  n*est  nullement  nécessaire  ;  on 
pourrait  faire  partir  les  divisions  d'une  des  extrémités,  et  la  demi- 
somme  des  divisions  marquées  par  les  extrémités  de  la  buUe  don- 
nerait toujours  la  position  de  son  centre  :  en  général ,  quelque  part 
que  le  zéro  de  la  division  fût  placé  sur  le  tube ,  le  niveau  servirait 
également. 

564.  L'extrême  perfection  que  l'on  a  donnée  aux  niveaux  dans 
ces  derniers  temps,  a  permis  de  les  rendre  fixes  dans  les  cercles 
répétiteurs;  et  de  déterminer,  parleur  variation,  les  cbangements 
d'inclinaison  de  l'axe.  Par  ce  moyen  on  évite  la  nécessité  où  Fod 
était  de  corriger  ces  changements  en  replaçant  le  niveau ,  ce  qui 
exigeait  du  temps ,  et  multipliait  la  difficulté  des  observations  par 
l'union  qu'il  fallait  obtenir  entre  l'observateur  qui  dirige  la  lunette 
sur  l'astre  et  celui  qui  cale  le  niveau. 

Dans  cette  nouvelle  disposition ,  le  niveau  est  attaché  seulement 
à  la  colonne  verticale  autour  de  laquelle  le  cercle  tourne.  Il  est 
placé  perpendiculairement  à  la  direction  de  cette  colonne,  et 
parallèlement  au  limbe.  Le  limbe  lui-même  peut  aussi  s'attacher 
fixement  à  la  colonne,  ou  plutôt  à  un  plan  vertical  qu'elle  porte, 
et  sur  lequel  le  limbe  se  fixe  comme  sur  un  mural  au  moyen  de 
deux  fortes  vis  de  pression.  Pour  faire  la  première  observation  > 
on  commence ,  comme  à  l'ordinaire ,  par  mettre  la  lunette  du  limbe 
sur  le  zéro  de  la  division;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  lit 
exactement  les  points  de  la  division  auxquels  les  vemiers  répon- 
dent :  ces  point  servent  d'origine  aux  arcs  que  la  lunette  décrit. 
Ensuite  on  détache  le  limbe,  on  le  tourne  jusqu'à  ce  que  la  lunette 
se  dirige  vers  l'astre  ;  puis  on  l'attache  ,  et  on  achève  de  mettre 
l'astre  sous  le  fij  au  moyen  des  vis  de  rappel.  A  cet  instant  on  note 
la  minute,  la  seconde,  et  le  second  observateur  lit  le  niveau.  Alor» 
on  fait  faire  au  cercle  une  demi-révolution ,  comme  à  l'ordinaire, 
autour  de  la  colonne  verticale ,  pour  passer  à  la  seconde  observa- 
tion. Cette  fois,  laissant  le  limbe  fixe ,  on  détache  la  lunette  et  on 
la  ramène  sur  l'astre.  Si  la  colonne ,  ou  plutôt  si  l'axe  de  rotation 
du  cercle  est  demeuré  invariablement  vertical ,  comme  on  suppose 
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qu'il  rétait  d'abord  dans  la  première  observation ,  le  niveau  ne 
sera  pas  dérangé  par  le  retournement.  L'arc  parcouru  sur  le  limbe 
sera  double  de  la  distance  au  zénith  sans  aucune  correction.  Mais 
si  Taxe  n'est  pas  exactement  vertical ,  ou  s'il  a  pris  quelque  incli- 
naison dans  le  passage  de  la  première  observation  à  la  secconde, 
comme  c'est  autour  de  lui  que  la  rotation  s'exécute ,  la  bulle  du 
niveau  ne  répondra  plus  aux  mêmes  points  du  tube  après  le  retour- 
nement. C'est  pourquoi  l'observateur  lit  encore  le  niveau  dans 
cette  seconde  position  comme  il  l'avait  lu  dans  la  première ,  et  au 
moyen  de  ces  deux  lectures ,  on  trouve  l'inclinaison  de  l'axe  de 
rotation  sur  la  verticale. 

565.  Pour  concevoir  comment  cela  se  peut'  faire,  examinons 
avec  soin  les  positions  respectives  du  niveau,  et  de  Taxe  de  rotation 
du  cercle  dans  les  deux  observations  consécutives.  Soient, y?g^.  loi , 
PA  la  direction  de  cet  axe,  AZS  l'arc  de  cercle  qui  représente  la  sec- 
tion longitudinale  du  niveau.  Soit  C  le  centre  du  niveau  qui  pourra 
bien  ne  pas  se  trouver  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation ,  et 
qui  ne  s'y  trouvera  que  dans  le  cas  où  cet  axe  secait  perpendiculaire 
au  niveau.  L'angle  CAP  sera  l'inclinaison  de  l'axe  du  niveau  sur 
l'axe  du  cercle,  inclinaison  que  nous  nommerons  T.  Si  par  le  pied 
du  cercle  ou  par  le  point  P  on  élève  la  verticale  PV,  l'angle  VPA , 
que  nous  nommerons  I ,  sera  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation  du 
cercle  sur  cette  verticale.  Enfin  ,  si  par  le  centre  C  du  niveau  on 
élève  une  autre  verticale  CZ  qui  ira  rencontrer  en  Z  sa  circonfé- 
rence ,  le  point  Z  sera  le  centre  de  la  bulle ,  puisque  ce  centre  doit 
toujours  se  trouver  au  point  le  plus  élevé  du  niveau  ;  et  l'arc  AZ, 
compté  sur  la  division  circulaire  du  niveau ,  sera  la  mesure  de 
l'angle  ZCA,  c'est-à-dire  de  l'inclinaison  du  rayon  CA  sur  la  ver- 
ticale. Or,  en  prolongeant  la  direction  AP  de  l'axe  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  la  verticale  CZ  en  D ,  il  est  visible  que  l'angle  ZCA 
extérieur  au  triangle  CAD  est  égal  à  la  somme  des  deux  intérieurs 
CAD ,  CDA  ;  nous  avons  nommé  le  premier  I'  ;  quant  au  second , 
il  est  égal  à  VPA  ou  à  L  Ainsi ,  en  substituant  à  ces  angles  leurs 
valeurs  en  parties  du  niveau ,  on  aura  AZ  =  I  H- 1'. 

Maintenant ,  si  l'on  retourne  le  cercle  comme  dans  \^fig*  102, 
la  rotation  s'exécutant  autour  de  Taxe  AP,  le  rayon  CA  du  niveau 
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décrira  autour  de  cet  axe  une  surface  conique  ;  de  sorte  qu^après 
le  retournement ,  Tinclinaison  GAP  se  trouvera  la  même ,  dans  un 
sens  opposé,  c^est-à  dire  encore  égale  à  I'.  De  plus,  si  par  la 
nouvelle  position  du  centre  G,  on  élève  la  verticale  GZ',  le  point  11 
sera  le  centre  de  la  bulle  dans  la  nouvelle  position  du  niveau  ; 
l'angle  Z'D'A  sera  encore  égal  à  I,  et  par  un  raisonnement  sem- 
blable à  celui  que  nous  venons  de  faire ,  on  aura  MI  =  1  —  I'. 

Ainsi  donc  l'arc  AZ ,  dans  la  première  lecture ,  est  la  somme 
des  inclinaisons  de  Taxe  du  cercle ,  sur  la  verticale  et  sur  le  rayon 
du  niveau  ;  tandis  que ,  dans  la  seconde  lecture ,  Tare  AZ'  est  égal 
à  la  différence  de  ces  mêmes  angles  ;  d'où  il  suit  que  l'inclinaison 
du  rayon  du  niveau  sur  Taxe  du  cercle  est  égal  à  la  demi-diffé- 
rence de  ces  arcs ,  et  F  inclinaison  de  Taxe  du  cercle  sur  la  verticale 
est  égale  à  leur  demi-somme,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

,,      AZ  — AZ'       ,      AZ-+-AZ' 
2  2 

Reste  maintenant  à  évaluer  ces  arcs  AZ ,  AZ'.  Gek  serait  facile 
si  l'origine  des  divisions  du  niveau  se  trouvait  justement  au  point  A, 
sur  le  prolongement  de  l'axe  de  rotation  ;  car  alors  la  simple  lec- 
ture exprimerait  leurs  valeurs.  Mais,  quelle  que  soit  l'origine  des 
divisions,  il  est  facile  d'obtenir  ces  valeurs,  d'après  les  deux 
lectures  combinées ,  et  on  en  tire  aussitôt  la  correction  due  à  l'in- 
clinaison de  l'axe  (*). 


(*)  Soit,^.  loi ,  M  rori{rine  Jes  divisions  du  niveau,  ou  la  position  do 
point  zéro  sur  le  tube  ;  nommons  A  la  distance  AM  depuis  cette  origine  jus* 
qu^à  l^interscction  du  niveau  par  le  prolongement  de  Taxe  de  rotation  :  soit 
'i\x  la  longueur  totale  de  la  bulle,  et  désignons  par  N  et  S  les  coordonoées 
de  ses  deux  extrémités  nord  et  sud,c^est-à-dirc  les  distances  de  ces  extré- 
mités à  Porigine  M  des  divisions.  Ge  sont  ici  les  arcs  MN  ,  MS.  Cela  posé, 
et  le  point  Z  étant  supposé  le  milieu  de  la  bulle,  on  aura,  dans  cette  première 
position  du  niveau  et  du  limbe, 

S==AZh-L--A,      n  =  az  — l-a. 

Retournez  le  limbe  pour  passer  à  la  seconde  observation  )^.  loa.  Dans  ce 
mouvement ,  le  point  M  passera  en  M'  de  Tautre  cdté  de  Taxe.  Soit  Z'  le 
centre  de  la  bulle  dans  cette  nouvelle  position,  et  nommons  de  mémeK',S', 
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566.  Pour  voir  Teffet  de  cette  inclinaison  snr  les  distances  au 
zénith,  soient,  fig,  io3,  C  le  centre  du  limbe,  CZ  la  verticale ,  CS 
le  rayon  visuel  mené  à  Tastre  que  Ton  observe  ;  l'angle  SCZ  sera  la 
distance  vraie  au  zénith.  Maintenant  soit  GP  la  direction  de  l'axe 
de  rotation  du  cercle ,  que  nous  supposons  incliné  sur  la  verticale 
du  côté  de  l'astre  ;  cet  axe ,  prolongé  jusqu'en  Z',  déterminera  le 


les  coordonnées  de  ses  deux  extrémités  nord  et  sud,  c^est^à-dîre  les  arcs 
M'N',  M'  S';  on  aura  alors 

S't=AZ'-^L-+-A,        N'=:AZ'-Lh-A; 

de  ces  expressions  on  tire 

AZ-+-AZ'  =  N-4-S',  AZ-+-AZ'  =  N'H-S, 

AZ-AZ'  =  N-N'-haA,      AZ-AZ'=  S -S'-haAj 

or, est  rinclinaisoD  de  Taxe  du  cercle  sur  la  verticale  du  côté  du 

^2 AZ' 

nord,  inclinaison  que  nous  avons  nommée  I  ;  et est  Tangle  formé 

par  Taxe  du  cercle  avec  le  rayon  du  niveau,  angle  que  nous  avons  nommé  I'. 
On  aura  donc,  pour  ces  quantités,  les  valeurs  suivantes: 


1  = )  ou  bien      1=  ; 

1'= h  A,  ou  bien     I'= h  A. 

Pour  avoir  plus  de  symétrie  dans  les  calculs,  nous  avons  supposé  que  le 
point  M ,  origine  des  divisions ,  tombait  au  dehors  de  la  bulle ,  du  c6té  du 
nord.  Ordinairement  on  fait  la  bulle  assez  grande  pour  que  cette  origine 
tombe  entre  ses  extrémités ,  et  à  peu  près  à  son  milieu ,  quand  le  niveau  est 
horizontal.  Alors  la  distance  N  de  Torigine  des  divisions,  à  Textrémité 
nord,  doit  être  regardée  comme  négative,  dans  les  formules  que  nous  venons 
d'*obtenir;  il  en  sera  de  même  de  N' j  et,  avec  cette  modification,  les  ex- 
pressions précédentes  deviendront 

S'  -  N  •      S  —  N' 

a  a      ' 

l'î=: |_A,     I'= h  A. 

a  '  a 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  les  deux  premières,  qui  donnent 
rinclinaison  de  Taxe;  les  deux  autres,  renfermant  la  distance  A  qu^il 
est  impossible  de  connattre,  ne  peuvent  être  appliquées.  Mais,  heureu- 
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zénith  apparent  autour  duquel  le  limbe  tourne.  Or,  c'est  à  ce 
zénith  apparent  que  Ton  rapporte ,  sur  le  limbe ,  toutes  les  dis- 
tances observées.  Car  le  point  du  limbe  qui  reste  fixe  dans  le  re- 
tournement ,  est  le  point  A',  situé  sur  la  direction  de  l'axe  de  rota- 
tion de  rinstrument ,  au  lieu  que  ce  devrait  être  le  point  A ,  situé 
sur  le  prolongement  de  la  verticale.  L'erreur  de  chaque  distance 
est  donc  égale  à  ZGZ\  c'est-à-dire  à  l'inclinaison  de  Taxe  sur  la 
verticale.  Elle  diminue  les  distances  au  zénith ,  lorsque  le  sommet 
de  l'axe  penche  vers  l'astre,  comme  dans  la ^^.  io3;  au  contraire, 
elle  augmente  ces  distances  quand  le  sommet  de  l'axe  s'éloigne  de 


sèment,  l'angle  I'  qu'elles  déterminent  n'est  pas  nécessaire  aax  obser- 
vations. Considérons  donc  les  deux  premières.  11  est  visible  que  N  et  S' 
sont  les  coordonnées  d'une  même  extrémité  physique  de  la  bulle ,  avant  et 
après  le  retournement  ;  car  si  cette  extrémité  était  nord  dans  la  première  ob- 
servation, elle  est  sud  dans  la  seconde.  II  en  est  de  même  de  N'  et  S  :  ce 
sont  les  coordonnées  de  l'autre  bout  de  la  bulle.  De  là  résulte  la  règle  sui- 
vante: observez,  sur  la  division  du  tube,  les  deux  nombres  auxquels  répond 
une  même  extrémité  physique  de  la  bulle  dans  les  deux  observations  consé- 
cutives. La  demi-différence  de  ces  nombres  exprimera  l'inclinaison  de  l'axe, 
vers  le  bout  que  vous  avez  considéré  comme  négatif,  c'est-à-dire,  Ters  le 
nord  si  ce  bout  était  dirigé  au  nord  du  zénith  dans  la  première  obsem- 
tiou  ;  vers  le  sud  s'il  était  dirigé  au  sud. 

Cette  règle  peut  «ncore  être  exprimée  d'une  manière  plrss  simple  en  la  rap- 
portant aux  positions  que  prend  successivement  le  niveau  ,  relativement  à 
l'observateur  chargé  de  lire  ses  divisions.  Je  suppose  que,  dans  la  première 
observation ,  le  bout  sud  de  la  bulle  soit  à  gauche  de  l'observateur  qui  lit  le 
niveau.  Le  bout  nord  sera  à  sa  droite.  On  retourne  le  limbe  pour  passer  à  la 
seconde  observation.  Celui  qui  lit  le  niveau  se  retourne  aussi  en  passant  de 
l'aâtre  côté  du  limbe.  Alors  le  bout  gauche  de  la  bulle  est  encore  le  même 
bout  physique  que  précédemment;  seulement,  au  lieu  d'être  dirigé  an  saà 
du  zénith ,  il  est  dirigé  au  nord.  Ainsi,  en  désignant  par  6 ,  D ,  G',  ly,  les 
extrémités  gauche  et  droite  de  la  bulle  dans  les  deux  observations  ,  on  avrt 
S  =  G  ;  N  =  D  ;  S'  =  D'  ;  N'  =  G'.  En  substituant  ces  lettres  dans  notre  tût- 
mule ,  qui  donne  l'inclinaison  de  l'axe  vers  le  bout  N  ou  D ,  on  aura 

1  =r ,     OU  bien     I  = ; 


sous  cette  forme  l'interprétation  de  la  formule  n'offre  aucune  inoertitude,  et 
l'application  peut  en  être  rendue  très-simple  par  la  disposition  suivante. 
Écrivez  successivement  les  lectures  des  deux  extrémités  de  la  bulle  sur  dcax 


PHYSIQUE.  479 

1  astre,  relativement  à  la  verticale ,  comme  dans  \&Jig.  io4*  Ainsi, 
dans  le  premier  cas ,  la  confection  déterminée  par  ie  niveau  doit 
être  ajoutée  à  la  distance  au  zénith  ;  dans  le  second ,  elle  doit  être 
retranchée.  La  verticalité  de  Taxe  n'était  pas  nécessaire  dans  les 
anciens  cercles ,  parce  que  Ton  redressait  le  limbe  après  le  retour- 


colonnes,  qne  tous  intitulerez  G  et  D ,  c^est-à-dire  gaucho  et  droite,  comme 
on  le  TOit  ici  : 


GAUCHE. 

DIFFÉRENCES. 

DROITE. 

DIFFÉRBMCES. 

142 

i3o 
142 
i3o 
144 
i34 

-+-  12 
-f-  12 
-+-  10 

i36 
148 
i36 
148 
i34 
144 

-+-  12 
-f-  12 

■+■   10 

La  première  contiendra  les  valeurs  successives  de  G,  G',  pour  chaque 
couple  d''o]»8ervations ;  la  seconde,  les  valeurs  de  D,  D'.  Formez  les  diffé- 
renoes  de  ces  valeurs  pour  chaque  couple  ;  vous  aurez  ainsi  G  —  G'  et 
D'  —  D.  Prenes  la  moitié  de  ces  différences ,  vous  aurez  Tinclinaison  1  da 
sommet  de  Taxe  vers  le  côté  D  de  la  bulle,  ou  vers  le  côté  D  du  zénith. 

D'— D 

Ici ,  par  exemple ,  chacun  des  deux  premiers  couples  donne —  =  -+-65 

c''est«^à-dire  que  le  sommet  de  i^axe  est  incliné  de  6  parties  vers  le  côté  D  du 
zénith;  par  conséquent,  vers  le  nord,  s!  le  bout  D  est  tourné  au  nord  du 
zénith.  SiTastre  observé  est  situé  de  ce  même  côté,  comme  dans  Ia^.io3,  les 
distances  au  zénith  seront  trop  petites  de  6  parties  du  niveau ,  et  il  faudra 
les  augmenter  de  cette  quantité.  Ce  serait  a"  sexagésimales  dans  notre  ni- 
veau de  Dunkerque.  Mais  si  Pastre  observé  était  situé  au  sud  du  zénith  du 
côté  5 ,  et  qu^on  eôt  lu  le  niveau  comme  nous  le  supposons  ici ,  Tineli- 
iiaison  vers  N  augmenterait  les  distances  zénithales,  et  il  faudrait  la  re- 
trancher. 

Ott  trouverait  le  même  résultat  par  le  bout  gauche  de  la  bulle ,  car  il 

donne  G  =t  142  ■>  G'  =  i3o,  par  conséquent  I  = =  -+-  6. 

Le  troisième  couple  d^observations  présente  un  petit  changement  dans 
Pincliiiaison,  car  on  ne  trouve  plus  quel  =a  -h  5.  On  forme  ainsi  toutes  les 
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nement ,  au  moyen  des  vis  de  rappel ,  de  manière  à  rappeler  le 
niveau  à  sa  position  primitive.  Gela  n^est  plus  possible  dans  les 
nouveaux  cercles ,  puisque  le  niveau  n'est  pas  attaché  immédiate- 
ment sur  le  limbe ,  mais  sur  la  colonne  de  Finstrument.  A  la  vérité, 
on  pourrait  encore  ramener  tout  l'instrument  à  la  fois ,  en  élevant 
ou  abaissant  les  vis  adaptées  à  la  base  de  la  colonne ,  et  qui  servent 
à  la  rendre  verticale.  Mais  il  est  mille  fois  plus  simple ,  plus  com- 
mode et  plus  exact,  d'observer  la  déviation  du  niveau,  et  d'en 
corriger  l'effet  sur  les  observations ,  d^autant  mieux  que  le  calcul 
et  l'application  de  cette  correction  n'offrent  aucune  difficulté. 

Cette  méthode  suppose  seulement,  comme  une  condition  rigou- 
reuse et  indispensable ,  que  le  limbe  du  cercle  reste  fixement  atta- 
ché à  Taxe  de  rotation  dans  les  deux  observations  consécutives, 
sans  que  les  pinces  qui  le  retiennent  lui  permettent  le  plus  petit 
mouvement.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  le  point  du 
limbe  qui  répond  au  prolongement  de  l'axe  de  rotation  ne  reste- 
rait pas  le  même  dans  les  deux  observations  consécutives,  et  ce 
déplacement  produirait  une  erreur  qu'il  serait  impossible  d'appré- 


différences  relatiyeé  à  chaque  couple  d^observations,  et  on  en  prend  U. 
moyenne,  qui  est  là  correction  à  appliquer  à  la  distance  moyenne  déduite 
des  lectures  extrêmes  de  Parc  observé.  Dans  cette  addition ,  il  Caat  écrire 
chacune  des  différences  D'  —  D  ou  G  —  G'  avec  son  signe ,  car  les  unes  peu- 
vent être  positives  et  les  autres  négatives,  si  le  niveaa  éprouve  quelque  dé- 
rangement dans  le  cours  de  la  série;  et  cela  arrive  ainsi  presque  toujours 
quand  Tinclinaison  I  est  fort  petite.  Si  le  tube  est  parfaitement  calibre ,  et 
si  la  température  ne  varie  pas,  la  longueur  de  la  bulle  reste  constante  ;  et  il 
suffirait  d^obsorver  une  des  deux  extrémités  ;  mais  comme  on  ne  peot 
jamais  être  assuré  d^éviter  absolument  toutes  ces  variations,  il  est  tou- 
jours bon  d'observer  les  deux  bouts  de  la  bulle ,  et  de  prendre  la  dijiëre&ce 
moyenne. 

Il  y  a  toujours  de  Pavantage  à  se  faire  une  pratique  constante,  dans  les 
opérations  qui  doivent  être  souvent  répétées.  C^est  pourquoi  il  est  boa  de 
lire  toujours  le  niveau  de  la  même  manière,  par  exemple,  en  se  plaçant 
de  manière  que  le  côté  D  soit  dirigé  vers  Tastre  que  Ton  observe  :  alors  si 

— . OU est  positif ,  on  Tsgouteraà  la  distance  au  zénith  ;  s^iJest 

négatif,  on  le  retranchera.  Tout  se  re'duit  alors  à  observer  cette  règle  fort 
simple,  et  Ton  ne  peut  jamais  se  tromper  sur  le  sens  de  lUnclInaisoD. 


PUYSIQUK.  43i 

cier.  Il  faut  donc  employer  les  soins  les  plus  minutieux  pour  que 
le  point  d'attache  de  l'axe  de  rotation  avec  le  limbe  soit  rigoureu- 
sement fixe  ;  et  c'est  à  quoi  notre  excellent  Fortin  est  parvenu , 
comme  je  Tai  dit  plus  haut,  en  serrant  le  limbe  au  moyen  d'une 
forte  pince  et  de  deux  vis  de  pression ,  contre  un  plan  vertical  de 
cuivre  qui  fait  corps  avec  l'axe ,  et  sur  lequel  le  limbe  vient 
s'appuyer. 

367.  Il  peut  arriver,  et  il  arrive  ordinairement,  que  l'axe  du 
cercle  ne  conserve  pas  rigoureusement  la  même  inclinaison  dans 
toute  la  durée  d'une  longue  série  ;  mais  le  niveau  accuse  toutes 
ces  variations ,  et  comme  on  le  lit  à  chaque  observation  ,  il  déter- 
mine, pour  chaque  correction,  sa  valeur  véritable  :  cependant  la 
moyenne  seule  de  ces  corrections  reste  dans  le  résultat  moyen. 

568.  Quand  on  doit  faire  une  longue  suite  d'observations,  par 
exemple  quand  on  veut  déterminer  une  latitude  avec  la  dernière 
précision  ,  on  a  soin  de  calculer,  chaque  jour,  la  videur  qu'a  eue 
l'inclinaison  de  l'axe  ;  iet  comme  on  peut  faire  varier  à  volonté 
cette  inclinaison ,  au  moyen  des  vis  de  rappel  adaptées  à  la  base 
de  la  colonne ,  on  s'arrange  de  manière  qu'elle  ait  successivement  ^ 
de  part  et  d'autre  du  zénith ,  des  valeurs  à  peu  près  égales.  Alors 
les  corrections  positives  et  négatives  du  niveau  se  compensant 
d'elles-mêmes,  on  est  indépendant  de  la  valeur  de  ses  parties,  oil 
du  moins ,  si  la  compensation  n'est  pas  rigoureusement  exacte ,  le 
nombre  des  parties  du  niveau  qui  reste  dans  le.  résultat  moyen  est 
si  petit ,  que  l'erreur  que  l'on  a  pu  commettre  dans  leur  évaluation 
est  absolument  insensible.  C'est  ainsi  que  nous  en  avons  usé  dans 
les  observations  de  Formentera  et  de  Dunkerque  ;  quant  à  la  me- 
sure des  parties  du  niveau  ,  et  à  la  détermination  déi(à.fSîrs  valeurs^ 
on  opère  comme  nous  l'avons  dit  dans  la  page  470.    ; 


T.     III.  3ï 


482  AST&OHOMl£ 

NOTE  I, 

EKLATIYS   A    LA    PAGb44^- 

Exemple  d^un  calcul  du  temps  sidéral,  d'après  une 
hauteur  absolue  d'étoile  observée  hors  du  méridien. 

Soit  A  la  distance  polaire  apparente  de  Tétoile,  c^est-à-diro  la  distance 
polaire  affectée  de  la  préee88ion,de  Taberration,  de  la  nutation;  soit  D  la 
distance  du  pdle  an  sénith,  ou  le  complément  de  la  latitude  du  lieu  où  Ton 
observe;  enfin,  nommons  Z  la  distance  zénithale  observée  corrigée  de  la 
réfraction ,  et  P  Tangle  horaire  demandé.  Avec  ces  données ,  on  anra  Tan- 
gle  P  par  la  formule 


sin 


'  V  sin  A  sin  D 


Voici  un  exemple  de  ce  calcul  appliqué  à  une  observation  de  Bigel,  faite  à 
Uunkerque ,  le  ai  mars  1809,  à  la  latitude  de  5io  2'  5%  la  hauteur  du  ba- 
romètre étant  0^,76865,  et  le  thermomètre  centésimal  à  -\-&*, 

La  distance  de  Rigel  au  pôle  boréal  de  Téquateur,  prise  dans  la  Gm- 
naissance  des  Temps,  et  réduite  en  position  apparente  pour  le  31  mars 
18091  est A  =  98026'8»,35 

L^ascension  droite,  réduite  en  temps  pour  le  même 
jour A=  5'»5«»aa«,6i 

L'observation  faite  au  cercle  répétiteur,  après  le  pas- 
sage de  Rigel  au  méridien ,  a  donné  la  distance  appa- 
rente au  sénith jo^  4^'  59'  ,21 

Correction  du  nirean —  o''»47 

~7o«45'58',74 
Réfraction  calculée  par  les  Tables  pour  la  pression 
barométrique  et  la  température  observée ^  5o',oi 

Distance  vraie  de  Rigel  an  zénith  &  Ti estant  moyen 
de  l'observation Z  =  70* 48' 48', 75 

Avecees  données,  on  effectue  le  calcul  ainsi  qu^U  iiuit  : 
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A=   98026'  8"  ,55 
D=    38o57'55^oo 

k  -  D  =    590  28'iy\^5  JSgPfia'  I3^S5 

Z=   7oo48'48%75  70048^  4»"  ,75 

Z  -H  A  —  D  =  i3o«  17'  2", 10  Z  -h  D  —  A  =  iiOao'35'',4o 

^^^"^=   650  8'3i%o5  Zh-D-^A  ^    5040^,7. ,70 

log  Bin  /  — ±_II— j  =      r,9577758  log  sin  A  =  i  ,995^758 

log  gin  (^"^^""^)  =      «,9948703  log  8in  D  =  "1,7985466 

â,95!2648i  1,7938224 

7,7938224 

log8in«iP=      r,  1588257 
logsin  |P  =       1,5794128 

AP   =220l8'48\8 

P  =  44o37'37\6  =  2fc58«3o»,5i 

Âscensionidroile  apparente  de  Rigel, 
calculée|et  rédaite  en  temps  ........  A=  5^  5™  22*  ,61 

Somme ,  ou  temps  sidéra)  de  Pobser- 
Vation 8^  3°»53«,i2 

Epoque  moyenne  de  la  série  en  temps 
do  la  pendule 5^46»3o«,28 

Retard  de  la  pendule  sur  le  temps  sidé- 
ral à  Pépoque  de  l'observation  de  Rigel .        a*»  1 7"»  22*  ,84 

Le  calcul  précédent  suppose  que  Ton  à  su  calculer  la  distance  polaire  et 
Tascension  droite  apparentes  de  Rigel  pour  le  jour  de  Pobservation.  A  cet 
effet,  il  faut  connaître  la  précession,  Taberratien^  et  la  nutation  de  Pétoile 
pour  ce  même  jour,  afin  d'ajouter  ces  quantités  à  sa  position  moyenne.  On 
verra  dans  le  quatrième  volume  la  manière  de  les  déterminer. 

Quant  à  la  réfraction ,  on  la  prendra  dans  les  Tables ,  car  nous  avons 
expliqué  comment  les  Tables  sont  formées.  On  en  trouvera  une  dans  la 
Connaissance  des  Temps. 

L'observation  que  nous  venons  de  calculer  avait  été  faite  après  le  passage 
de  Rigel  au  méridien  ;  et  comme  Rigel  est  une  étoile  australe  qui  n'est  vi- 
sible que  dans  son  passage  au  méridien  supérieur,  on  voit  que  l'angJe  ho- 
raire P  s'est  trouvé  naturellement  compté  à  partir  du  méridien  supérieur, 
dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  suivant  les  conventions  faites  dans  la 

Si.. 
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page  17.  C^eBt  pourquoi  nous  lui  avons  ajouté  Pascension  droite  A  pour 
aToir  le  temps  sidéral.  Mais  si  Rigel  eût  été  observé  avant  son  passage  au 
méridien ,  il  aurait  fallu  prendre  le  complément  de  P ,  afin  que  cet  angle 
fûitoigours  compté  dans  le  sens  du  mouvement  diurne,  après  quoi  on  lui 
aurait  ajouté  Tangle  A,  comme  nous  Pavons  fait  ci -dessus.  Ou  trouvera , 
dans  le  volume  suivant,  le  calcul  de  Pheure  par  des  hauteurs  absolues  du 
soleil. 


NOTE  II, 

RELATIVE    ▲    LA.    PAGE    449* 

Exemple  de  calcul  de  la  latitude,  d'après  une  série 
de  V étoile  polaire  observée  près  du  méridien  avec 
le  cercle  répétiteur. 

Soient  A  la  distance  polaire  apparente  de  Pétoile  pour  le  Jour  de  Tobserva- 
tion  ;  D  la  distance  du  pôle  au  zénith ,  on  le  complément  de  la  latitude  sup- 
posée à  peu  près  connue.  Soit  r  le  retard  diurne  de  la  pendule  sur  le  temps 

/• 

sidéral.  Si  Pon  fait,  pour  plus  de  simplicité,  ^^ttt =  '^j  el  que  Pon 

'  86400  —  r 

nomme ^'  Pangle  horaire  d^ne  observation  compté  en  temps  de  la  pendule, 

et  à  partir  du  passage  de  Pétoile  au  méridien  où  Pon  observe ,  la  réduction 

de  cette  observation  sera 

BinAsinD(i-Ha/)    a^sin^^ 
siuZ  sin  i'^     ' 

Z  est  la  distance  méridienne  de  Pétoile  au  zénith.  Dans  le  cas  que  nous 
allons  considérer,  il  s^agit  d%in  passage  de  la  Polaire  au  méridien  supérieur; 
alors  on  a  Z  =D  —  Â ,  et  la  formule  devient 

sinAsinD  (i-harM  1"  &\xi}\p' 
8in(D— A)         '     sifii" 

Il  ne  s''agii  plus  que  de  calculer  cette  réduction  pour  chacune  des  obserra- 
tions  de  la  série,  d^en  faire  la  somme  et  de  la  diviser  par  le  nombre  des  ob- 
servations, afin  d^avoir  la  réduction  moyenne,  quMl  faut  appliquerai 
moyenne  des  distances  zénithales  ;  mais,  pour  cela,  il  faut  connaître  les  va' 
leurs  numériques  des  éléments  qui  entrent  dans  notre  formule. 

L^observation-  que  nous  allons  calculer  a  été  faîte  à  Dunkerque,  le  19  dé- 
cembre 1808,  le  baromètre  étant  à  o"*,75425  et  le  thermomètre  centésimal 
à  —  4**'  La- distance  polaire  apparente  de  Pétoile,  pour  ce  mime  jour, 
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était A=    |042'i8%59 

La  distance  du  pôle  au  zénith,  déterminée 
à  très-peu  près  par  des  observations  pré- 
cédentes, était Ds=  38o57'55'',oo 

Ce  qui  donne  la  distance  méridienne. . .          Z  =  D  —  Zl  =3 37^  i5' 36'^, 41 
Avec  ces  données  on  trouye log  ( ; — = —  i  =     a  ,490086a. 

La  pendule  retardait  journellement  sur  le  temps  sidéral  y  et  son  retard 

60"  5 
était  r  =  6g'',5,  ce  qui  donne  r'  =  g^^jl--  =o,ooo8o5o45;   d'où  Ton   voit 

que  r'  était  un  nombre  extrêmement  petit,  ainsi  qu'*on  Ta  supposé  dans  la 
construction  de  la  formule  :  on  trouve  ainsi  lo(r(i+ar')  =  0,0006986.  En 
ajoutant  ce  logarithme  à  celui  que  nous  venons  de  former,  on  aura 

,      rsîn  AsinD  (i-haOl       -,      «/^ 

Cest  le  logaMthme  du  facteur  constant  par  lequel  il  faut  multiplier  toutes 
les  réductions. 

Maintenant,  d''après  la  position  apparente  de  la  Polaire,  le  19 décembre 
1808,  on  pouvait  calculer  Theure  de  son  passage  au  méridien  de  Dunker- 
que;  et  comme  nous  connaissions  très -exactement  la  marche  de  notre  pen- 
dule sur  le  temps  sidéral ,  diaprés  les  hauteurs  absolues  de  Rigel  et  du  So- 
leil, nous  étions  en  état  d^assignor  Theure,  la  minute,  la  seconde  mar- 
quées par  notre  pendule  à  un  instant  quelconque  donné  du  temps  sidéral. 
Nous  avons  ainsi  conclu  Tbeure  du  passage  de  la  Polaire  au  méridien  supé- 
rieur en  temps  de  notre  pendule,  le  19  décembre  1808,  o^a:i™44S  ^^^n 
prenant  la  différence  de  cette  époque  à  toutes  celles  des  observations  parti- 
culières, nous  en  avons  conclu  les  angles  horaires  de  ces  mêmes  observa- 
tions, on  les  valeurs  de  p'  rapportées  au  méridien  supérieur.  Connaissant^', 

a"  sîn*  —  p' 

nous  avons  déterminé  la  valeur  du  facteur  — : 7^  pour  chaque  obser- 

»in  1" 

vation  ;  alors  nous  avons  pu  calculer  complètement  la  réduction  <f ,  et  T? 

calcul  8''achève  ainsi  qu'ail  suit  : 
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Passage  de  l 'étoile  polaire  au  méridien  supérieur. 


<^a4~44». 

ARGLI  HORAIBB. 

aâ)ix:TiO!i. 

' 

h    m  f 
33.57.  3 

m    • 
37.42 

1504:7 

58.18 

26.36 

1 

1370,4 

59.  6 

35.38 

1388,8* 

59.47 

34.57 

1331,0 

0.  o.a7 

24. »7 

ii56,8 

I.  5 

33.39 

'097»2 

1.46 

22.58 

1034,8 

9*^ 

i5.i8 

459r5 

10.10 

14.34 

416,6 

18.57 

5.47 

65,7 

33.23 

3.2i 

10,8 

33.59 

1.45 

6,0 

33.43 

I.    I 

3,0 

39.19 

4.^5 

41,3 

41.59 

17.15 

583,9 

45.54 

21.10 

879»o 

46.36 

21.52 

938,1 

47.12 

22.28 

990,3 

47.52 

33.  8 

1049,8 

48.3i 

33.47 

1109,6 

49.  3 

34.19 

"59,9 

5o.2i 

35.37 

1387,1 

5i.  4 

36.30 

i36o,i 

53.47 

38.  3 

«543,9 

54.40 

39.56 

1756,8 

1.    0.18 

35.34 

3478,8 

>  24811,8 
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log  248U  ,8 4,3946618 

log  facteur a,49^^4^ 

2,8854466 
26  obserT.  log  26. i  ,4^497^^ 

log  ^ 1 ,4704733 

Bëduclion  moyenDO. ..     $=:  !29''^55 

Distance  au  zénith  observée 3^^io'2o''y'i\ 

Correction  du  niveau , -+-  o*,68 

Distance  zénithale  moyenne  observée 370i5'ao'',89 

Réfraction  calculée 4^^94' 

37016'  7",3o 

Réduction  au  méridien  sonstractive  <^ —  Qg^^SS 

Distance  méridienne  de  Pétoîle  ûu  zénith 37<'i5'37'',75 

Distance  polaire  de  13étoile i^/{li'iS" ,5g 

Distance  du  pôle  au  zénith  D , 38o57'56",34 

Latitude  go®— D 5io  a'  3%66 

On  trouvera ,  dans  le  volume  suivant ,   le  calcul  de  la  latitude  par  une 
observation  du  soleil. 
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Sur  la   latitude  de  l* extrémité  australe  de  Varc 
méridien  de  France  et  et  Espagne, 


Loi^sque,  sur  la  demande  du  Bureau  des  Longitud«rs,  je  fus 
envoyé,  dans  l^année  1825,  en  Italie,  en  Illyrie  et  en  Espagne, 
pour  compléter  les  observations  du  pendule  sur  le  45^  parallèle, 
et  sur  la  partie  espagnole  de  notre  arc  méridien ,  un  des  objets  de 
ma  mission,  et  celui  qqi  m'imposait  le  plus  de  responsabilité, 
c'était  de  profiter  de  mon  séjour  dans  File  de  Formentera ,  le  point 
le  plus  austral  de  qotre  arç ,  pour  réobservej:  la  latitude  de  cette 
station.  A  la  vérité,  dans  le  premier  voyage  que  nous  avons  fait, 
M.  Arago  et  moi,  en  Espagne,  dans  les  années  1807  et  1808, 
cette  latitude  avait  été  mesurée  avec  des  soins  et  une  persévérance 
qui  devaient  bien  sembler  suffire,  et  que  je  ne  pouvais  espérer 
d'égaler  par  mes  seuls  efforts.  Car,  pendant  un  séjour,  où  nous 
opérâmes  d'abord  en  commun  avec  le  commissaire  espagnol, 
M.  Chaix,  et  que  M.  Arago  prolongea  encore  après  mon  départ 
pour  la  France,  il  avait  été  fait  soixante-hyit  séries  des  deux  pas- 
sages, tant  de  la  Polaire  que  de  ^  de  la  petite  Ourse,  comprenant 
ensemble  près  de  quatre  mille  observations,  dont  la  moyenne 
donnait  38®39'56'',02  pour  la  latitude  du  point  le  plus  austral  de 
notre  arc  méridien;  et  Ton  pouvait  bien  croire  qu'un  résultat  ainsi 
établi  avait  toute  la  certitude  désirable.  Mais,  malheureusement, 
à  cette  époque,  on  n'avait  pas  encore  reconnu  que  les  cercles  ré- 
pétiteurs les  plus  parfaits  sont  susceptibles  d'erreurs  constantes , 
en  vertu  desquelles  le  même  cercle,  érigé  avec  tous  les  soins  pos- 
sibles, peut  donner,  dans  une  même  station, des  distances  zéni- 
thales toujours  un  peu  trop  fortes,  ou  toujours  un  peu  trop  £aibles. 
De  sorte  que ,  si  toutes  ces  distances  sont  mesurées  d'un  seul  côté 
du  zénith,  l'erreur  constante  qui  leur  est  commune  reste  tout  en- 
tière dans  leur  moyenne ,  quel  que  soit  leur  nombre ,  sans  qu'on 
puisse  la  détruire,  ou  seulement  l'affaiblir,  en  les  multipliant.  Une 
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pareille  erreur  pouvait  donc  exister  dans  notre  latitude  de  For- 
mentera,  puisque,  selon  la  pratique  alors  usitée,  nous  n'avions 
observé  que  des  étoiles  circompolaires ,  afin  que  leurs  passages 
méridiens ,  étant  pris  successivement  au-dessus  et  au-dessous  du 
pôle,  le  résultat  moyen  devînt  indépendant  des  petites  incertitudes 
que  Ton  aurait  pu  craindre  dans  leurs  déclinaisons  absolues.  Or , 
une  fois  notre  cercle  enlevé  de  la  station ,  nous  n'avions  aucun 
moyen  d'apprécier  l'étendue  de  Terreur  qu'il  avait  pu  jeter  dans 
notre  latitude ,  ni  même  dans  quel  sens  il  l'avait  affectée  ;  et ,  quoi- 
que l'on  dût  présumer  qu'elle  devait  être  fort  petite,  la  seule  pos- 
sibilité de  son  existence  sur  une  station  aussi  imporante  que  l'ex- 
trémité australe  de  l'arc  mesuré ,  introduisait  une  incertitude  du 
même  ordre  dans  l'évaluation  de  son  amplitude  totale  qui  était  le 
but  final  de  toutes  les  opérations  entreprises. 

Le  moyen  de  corriger  cette  erreur  se  tire  de  sa  nature  même. 
Puisque  le  cercle  donne  des  distances  zénithales  constamment  trop 
grandes  ou  trop  petites ,  si  on  l'applique  à  des  étoiles  situées  au 
sud  du  zénith ,  et  dont  la  distance  polaire  soit  bien  connue ,  il  fera 
paraître  le  zénith  trop  rapproché  ou  trop  éloigné  du  pôle;  mais  il 
produira  l'apparence  inverse  si  on  l'applique  à  des  étoiles  situées 
au  nord  de  ce  point.  Opérant  donc  successivement  dans  ces  deux 
sens  sur  des  étoiles  dont  les  hauteurs  et  l'éclat  soient  à  peu  près 
pareils ,  afin  de  rendre  plus  probable  l'égalité  des  erreurs  de  l'in- 
strument pour  des  couples  ainsi  choisis,  leur  influence  se  compen- 
sera par  oppositioii  dans  les  résultats  moyens,  et  la  latitude  déduite 
de  leur  somme  sera  exacte .  Mais  on  ne  sera  plus  alors  indépen- 
dant des  incertitudes  qui  peuvent  rester  dans  les  déclinaisons  ahr 
solues  rapportées  dans  les  catalogues  d'étoiles,  comme  on  pouvait 
espérer  de  l'être  en  n'employant  que  des  étoiles  circompolaires 
observées  au-dessus  et  au-dessous  du   pôle.  Cet   inconvénient, 
toutefois ,  est  incomparablement  moindre  que  ne  le  serait  le  soup- 
çon d'une  erreur  constante  dont  l'étendue,  ainsi  que  le  sens,  se- 
raient absolument  inconnus,  si  Ton  se  bornait  à  observer  d'un  seul 
côté  du  zénith.  Car,  outre  la  petitesse  des  incertitudes  que  l'on 
peut  aujourd'hui  admettre  sur  les  positions  des  étoiles  qui  ont  été 
déterrainées  dans  les  principaux  observatoires  de  l'Europe ,  avec 
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des  instruments  fixes  de  grandes  dimensions ,  les  astronomes  pa- 
raissent  être  en  voie  de  méthodes  nouvelles  qui  les  feraient  com> 
plétement  disparaître  ;  et ,  lorsque  les  éléments  rigoureux  des 
positions  auront  été  obtenus ,  rien  ne  sera  j^us  facile  qne  de  les 
introduire  dans  le  calcul  des  latitudes  déjà  observées ,  pour  leur 
donner  le  dernier  degré  de  précision  que  ne  comportaient  pas  des 
données  moins  rigoureuses. 

Mais ,  en  supposant  des  observations  de  distances  faites  ainsi 
des  deux  côtés  du  zénith ,  il  se  présente  encore  un  autre  doute 
d'une  importance  très-considérable.  Les  cercles  répétiteurs  que 
Ton  peut  emporter ,  dans  des  voyages  géodésiques,  sont  néoesr 
sairement  de  dimensions  restreintes.  Celui  qui  m'a  servi  avait  été 
construit  par  M.  Gambey  pour  le  Dépôt  de  la  guerre  :  son  dia- 
mètre était  de  i4  pouces,  ancienne  mesure  ;  il  était  muni  d'une 
lunette  remarquable  par  l'excellence  de  son  objectif ,  lequel ,  avec 
une  ouverture  notablement  plus  grande  qu'on  n'a  coutume  de 
l'admettre  pour  ces  instruments,  supportait  aussi  un  grossissement 
plus  fort  que  l'ordinaire.  Mais,  malgré  ces  avantages  réunis  à  la 
bonté  de  la  construction  que  Thabileté  de  l'artiste  devait  faire  sup- 
poser, peut-on  espérer  que  des  instruments  d'un  si  petit  diamètre 
donneront  la  latitude  terminale  d'un  grand  arc  de  méridien ,  avec 
le  degré  de  précision  qu'exige  une  opération  pareille  ,  et  que  Ton 
doit  atteindre  pour  présenter  des  résultats  acceptables  dans  l'étal 
actuel  de  l'astronomie  ?  Je  crois  que  l'on  peut  répondre  affîrmati' 
vement  à  cette  question,  d'après  une  épreuve  comparative  que  nous 
avons  faite,  M.  Arago  et  moi,  en  1818,  à  Dunkerque,  où  nous 
avions  été  envoyés  pour  déterminer  définitivement  la  latitude  de 
cette  extrémité  boréale  de  l'arc  méridien  de  France,  concurremmenï 
avec  les  astronomes  anglais,  attachés  à  la  mesure  de  l'arc  d'An- 
gleterre, qui  en  est  le  prolongement.  Ces  astronomes,  d'aiilenrs 
fort  habiles,  observaient  les  distances  méridiennes  des  étoiles  avec 
un  grand  secteur  zénithal  de  Ramsden ,  le  plus  parfait ,  le  plus  ad- 
mirable des  instruments  connus,  et  qui  a  été  malheureusement  dé- 
truit dans  le  dernier  incendie  de  la  Tour  de  Londres .  Nous  n'avions, 
nous,  qu'un  ancien  cercle  répétiteur  de  Lenoir,  qui  était,  à  la 
vérité ,  d'assez  grande  dimension ,  mais  dont  les  détails  nous  dés- 
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espéraient  par  leur  manque  de  perfection ,  ou  même  par  des  acci- 
dents qu'il  nous  fallait  aussitôt  réparer,  avec  Passistancedes  simples 
horlc^ers  de  la  ville,  rïéanmoins,  à  force  de  multiplier  les  mesures 
de  distances  des  deux  côtés  du  zénith ,  en  variant  le  plus  possible 
le  choix  des  étoiles ,  et  les  circonstances  des  observations ,  nous 
parvînmes  à  obtenir  une  latitude  qui,  échai^ée  avec  celle  des 
observateurs  anglais ,  sans  aucune  communication  préalable,  se 
trouva  lui  être  absolument  identique;  résultat  que,  dans  la  trop 
juste  défiance  que  nous  inspirait  notre  instrument ,  nous  aurions 
peut-être  aussi  difficilement  espéré,  qu'eux-mêmes  s'y  seraient 
peu  attendus.  Je  sens,  mieux  que  personne ,  la  grande  part  qu'il 
faut  attribuer,  dans  ce  succès,  à  la  rare  sagacité  d'observation  du 
collègue  auquel  j'étais  associé  ;  mais ,  si  rien  ne  saurait  remplacer 
un  pareil  secours,  Texcelleuce  de  l'instrument  employé  peut  du 
moins  en  offrir  quelque  compensation ,  en  rendant  les  difficultés 
moindres,  et  c'est  le  cas  où  je  me  suis  trouvé  à  Formentera. 

Toutefois ,  ne  pouvant  pas  méconniutre  la  responsabilité  que 
j'allais  encourir,  soit  que  je  trouvasse  une  latitude  identique  à  celle 
de  1808,  ou  différente ,  je  cherchai  à  m'aider  de  toutes  les  pré- 
cautions qui  pouvaient  assurer  le  nouveau  résultat,  quel  qu'il  pût 
être;  et,  tant  par  le  système  d'observations  auxquelles  je  m'arrêtai, 
que  par  divers  perfectionnements  que  je  pense  avoir  apportés  à 
l'usage  pratique  de  l'instrument,  j'ai  l'espérance  d'y  être  parvenu. 

J'étais  assisté  dans  ce  voyage  par  mon  fils.  Le  gouvernement  du 
roi  avait  mis  à  la  disposition  de  l'opération  la  goélette  la  Torche, 
commandée  par  M.  Le  Goarant  de  Tromelin,  aujourd'hui  capitaine 
de  vaisseau ,  qui  nous  combla  de  prévenances,  et  nous  aida  de  tout 
son  pouvoir.  Ce  secours  nous  donna  la  possibilité  de  transporter , 
sans  dommage,  de  France  à  Lipari,  puis  à  Formentera,  non-seu- 
lement nos  appareils  du  pendule ,  notre  cercle ,  notre  lunette  mé- 
ridienne ,  mais  jusqu'à  de  gros  piliers  de  pierre  qui  lui  servaient 
de  supports,  et  une  petite  cabane  disposée  pour  les  opérations  as- 
tronomiques ,  laquelle ,  érigée  sur  le  sol  de  chaque  station ,  nous 
offrait,  en  quelques  heures,  un  excellent  observatoire  tout  préparé. 
Arrivé  dans  l'ile  de  Formentera ,  je  retrouvai  bientôt  les  mêmes 
bonnes  gens  chez  lesquels  nous  avions  séjourné,  M.  Arago  et 
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moi  9  dix-sept  ans  auparavant.  Ils  nous  cédèrent  aussi  volontiers 
leur  humble  demeure,  un  peu  étonnés  que  nous  eussions  eu  besoin 
d*y  revenir  ;  et  grâce  à  Tactivité  de  notre  commandant ,  ainsi  qu'à 
la  bonne  volonté  de  tout  Téquipage ,  dès  le  lendemain  nous  étions 
installés  chez  eux.  On  commença  aussitôt  les  observations  de  la 
mesure  du  temps  ;  puis ,  dès  que  les  horloges  furent  réglées ,  on 
entreprit  les  mesures  du  pendule  et  de  la  latitude ,  qui  se  conti- 
nuèrent sans  interruption  pendant  tout  le  mois  de  juin  1825.  Un 
des  officiers  de  la  goélette,  M.  Denans,  aujourd'hui  capitaine  de 
corvette ,  vint  partager  notre  solitude ,  et  nous  prêter  son  assis- 
tance, qui  nous  fut  très- utile.  Uue  escouade  de  matelots,  dont 
faisaient  partie  le  charpentier  et  l'armurier  de  la  goélette,  resta 
près  de  nous  sous  une  tente ,  non  comme  protection ,  ce  qui  eût 
été  tout  à  fait  inutile ,  mais  pour  nous  aider  dans  nos  manœuvres, 
et  pour  effectuer  les  réparations  que  notre  observatoire  nomade 
pouvait  exiger.  Les  résultats ,  donnés  par  les  expériences  du  pen- 
dule, ont  été  exposés  dans  le  tome  VIII  des  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie y  conjointement  avec  ceux  qui  avaient  été  obtenus  dans  les 
autres  stations ,  soit  du  parallèle ,  soit  du  méridien  prolongé  jus- 
qu'aux îles  Shetland.  Les  nouvelles  observations  faites  pour  déter- 
miner la  latitude  extrême  de  notre  arc  méridien  sont  donc  les 
seules  dont  ils  me  reste  à  parler. 

Le  point  central  de  notre  ancienne  station ,  celui  au-dessus  da- 
quel  le  cercle  répétiteur  avait  été  érigé,  était  marqué  par  une  croix 
de  fer ,  consacrée  par  l'évêque  d'Ivice ,  et  qui  était  restée  intacte 
sous  cette  protection.  Le  nouveau  cercle  fut  établi  tout  près  de  ce 
point,  dans  une  situation  plus  boréale  de  o'',o44>  ^^  sorte  qu'il 
faudra  retrancher  cette  quantité  de  la  nouvelle  latitude  pour  la 
réduire  à  l'ancienne  station.  Après  que  toutes  les  rectifications  né- 
cessaires eurent  été  effectuées  avec  le  plus  grand  soin,  on  procéda 
aux  mesures  de  distances  méridiennes  avec  diverses  précautions 
que  je  vais  indiquer. 

D'après  l'exactitude  que  j'avais  reconnue  aux  divisions  de  notre 
cercle  ,  dix  ou  douze  observations  d'un  même  arc  se  suivant  sur 
son  limbe ,  avec  la  lecture  initiale  et  finale  des  quatre  verniers , 
devaient  évidemment  donner  des  mesures  angulaires  moyennes 
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aussi  précises  qu'on  pouvait  espérer  de  les  obtenir  par  une  appli- 
cation plus  prolongée  deTinstrunoent,  dans  les  mêmes  circonstances 
atmosphériques.  Je  m'astreignis  donc  à  ne  pas  étendre  les  séries 
partielles  beaucoup  au  delà  de  ce  nombre  de  couples,  en  profitant 
de  leur  brièveté,  pour  les  réitérer  davantage  sur  des  étoiles  diffé- 
rentes ,  dans  des  circonstances  diverses ,  tant  de  nuit  que  de  jour , 
de  manière  qu'elles  se  trouvassent  chaque  fois  en  correspondance 
des  deux  côtés  du  zénith.  Pour  les  observations  de  jour ,  je  calcu- 
lais d'avance  les  positions  azimutales  du  limbe ,  et  les  directions 
zénithales  de  la  lunette  qui  correspondaient  aux  diverses  époques 
auxquelles  j'espérais  saisir  Tétoile  ;  et  la  lunette  était  si  perçante  que 
j'ai  pu  ainsi  observer  Rigel  et  Sirius  au  méridien,  le  i®*" juillet, 
lorsque  le  second  de  ces  astres  précédait  à  peine  le  soleil  à  midi. 
Je  n'avais  tenté  cette  épreuve  insolite  que  pour  constater  la  puis- 
sance de  l'instrument ,  et  pour  connaître  les  amplitudes  extrêmes 
d'erreurs  que  Ton  pouvait  avoir  à  craindre  en  se  plaçant  dans  les 
circonstances  d'observation  les  plus  défavorables  :  car,  à  ces  heures 
du  jour,  le  thermomètre  s'élevait,  dans  notre  cabane  ,  jusqu'à  3o° 
ou  même  82®  centigrades.  Et ,  quoique  l'on  prît  toutes  sortes  de 
soins  pour  faire  communiquer  aussi  librement  que  possible  l'air 
intérieur  avec  celui  du  dehors ,  les  étoiles  observées  alors  étaient 
agitées  et  voltigeantes  comme  une  fumée;  aussi  ne  pus-je  obtenir, 
pour  chacune  d'elles ,  qu'un  seul  couple  d'observations ,  ou  deux 
au  plus,  dans  quatre  essais  ainsi  tentés.  C'est  pourquoi  je  ne  les  ai 
pas  fait  concourir  à  la  détermination  de  la  latitude;  mais  je  les  ai 
cependant  calculées  et  rapportées  avec  les  autres  pour  le  but  que 
j'ai  tout  à  l'heure  indiqué.  Car,  lorsque  l'on  compare  ces  courtes 
séries  entre  elles,  pour  une  même  étoile,  leurs  écarts  ne  sont  pas 
tels  qu'on  dût  les  exclure  dans  des  observations  ordinaires ,  puis- 
qu'ils atteignent  à  peine  %"  autour  de  leur  moyenne;  et  je  ne  me 
crois  en  droit  de  les  rejeter  que  parce  que  toutes  les  séries  faites 
dans  des  circonstances  moins  exceptionnelles ,  n'ont  offert  que  des 
écarts  beaucoup  moindres ,  par  l'effet  de  précautions  que  j'expli- 
querai dans  un  moment.  Le  nombre  total  de  séries  obtenues,  tant 
de  nuit  que  de  jour,  permet  d'ailleurs  ce  choix  ;  car  elles  s'élèvent 
à  86  comprenant  1094  observations,  dont  je  néglige  seulement 


494  ASTEONOMIK 

i4  cke  ce  genre.  Les  déclinaisons  des  étoiles  circompolaires  offrant 
aujourd'hui  peu  d'incertitude^  on  n'en  a  observé  que  trois,  savoir  r 
la  Polaire  inférieure  de  jour,  avec  p  et  7  de  la  petite  Ourse  supé- 
rieures de  nuit.  Mais,  les  déclinaisons  au  sud  du  zénith  étant  mmns 
certaines,  on  a  fait  concourir  de  ce  côté  à  la  détermiDation  de  la 
latitude  huit  étoiles  différentes,  savoir  :  ^,  ?]  et  ^  d'Ophiachus, 
«  de  la  Vierge,  p'  du  Scorpion,  0  du  Centaure,  AnCarès,  et  a  du 
Yefsean,  les  unes  observées  de  nuit,  les  autres  de  jour.  Pour 
cellesKÎ,  on  les  prenait  toujours  à  de  grands  intervalles  avant  ou 
après  midi ,  de  manière  qae le  soleil  ne  frappât  point  le  cerde,  et 
qu'il  se  fôt  établi  préalablement  une  libre  circulation  entre  l'air  in- 
térieur de  la  cabane  et  l'air  du  dehors. 

La  pratique  habituelle  du  cercle  répétiteur  est  sujette  à  deux 
genres  d'erreurs ,  à  la  vérité  très-petites ,  que  Ton  tâche  toujours 
soigneusement  d'éviter,  et  dont  l'effet  accidentel  est  de  nature  à 
s'entre-détruire  dans  un  grand  nombre  d'observations  Eûtes  des 
deux  côtés  du  zénith.  Mais  je  suis  parvenu  à  les  rendre  tout  à  fait 
nulles  individuellement  ;  et  il  en  est  résulté ,  entre  les  séries  rela- 
tives aux  mêmes  étoiles ,  une  concordance  telle  qu'on  ne  l'obtient 
pas,  je  crois,  plus  parfaite,  en  opérant  avec  des  instruments 
fixes  d'une  grande  dimension  ;  car  l'écart  de  ces  séries  autour  de 
leur  moyenne  atteint  très-rarement  i'^ 

La  première  de  ces  causes  d'erreur,  et  la  plus  facile  à  éluder, 
provient  du  défaut  d'horizontalité  du  fil  transversal  sur  lequel  on 
amène  l'étoile  dans  les  deux  observations  consécutives  qui  coni- 
posent  chaque  couple.  Quelque  soin  que  prenne  l'artiste  pour  ren- 
dre ce  fil  perpendiculaire  au  limbe ,  il  lui  est  toujours  quelque 
peu  oblique.  Cela  oblige  à  placer  l'étoile  sur  im  niéme  point  phy- 
sique de  sa  longueur  dans  les  deux  observations;  ce  que  l'on  réa- 
lise avec  une  approximation  suffisante,  en  l'amenant  toujours 
très-près  du  centre  du  réticule ,  et  du  même  côté  die  ce  centre, 
relativement  au  limbe.  Mais  il  est  difficile  de  ne  pas  faillir  quelque- 
fois à  cette  condition  de  correspondance  dans  un  très-grand  nom- 
bre d'observations  pareilles,  surtout  lorsque  les  accidents  de  l'at- 
mosphère y  jettent  des  intermittences ,  ou  forcent  à  les  précipiter  ; 
et  alors  l'inégalité  de  hauteur  des  deux  points  du  fil  sur  lesquels  on 


PHYSIQUE.  495 

a  placé  rétoile  dans  un  même  couple,  se  reporte  tout  entière 
comme  erreur  dans  l'arc  parcouru  sur  le  limbe  divisé.  On  peut 
éviter  ce  danger  en  rendant  le  fil  transverse  rigoureusement  per- 
pendiculaire au  limbe.  Pour  cela  ,  mettez  d'abord  l'axe  de  rota- 
tion de  l'instrument,  et  le  limbe  lui-même,  dans  une  parfaite  ver- 
ticalité, de  sorte  qu'en  tournant  celui-ci  dans  tous  les  azimuts 
autour  de  Taxe ,  les  niveaux  et  le  fil-à-plomb  suspendu  aux  pinces 
régulatrices  (*)  ne  manifestent  aucune  variation  appréciable.  Ceci 
constaté,  dirigez  la  lunette  du  limbe  vers  un  point  fixe  très-dis- 
tant^ situé  près  de  l'horizon ,  et  placez  ce  point  sur  le  fil  transver- 
sal tout  près  du  centre  du  réticule  d'un  côté  on  de  l'autre  ;  puis , 
Élites  mouvoir  azimutalement  le  limbe  par  ses  vis  de  rappel ,  de 
droite  à  gauche  et  de  gauche  à  droite ,  de  manière  que  le  point  de 
mire  parcoure  successivement  les  deux  moitiés  du  champ  appa- 
rent. Si  le  fil  transverse  est  exactement  horizontal ,  et  si ,  en  outre, 
il  est  compris  dans  un  plan  diamétral  commun  à  l'oculaire  et  à 
l'objectif,  comme  il  devrait  l'être  à  la  rigueur ,  l'objet  le  suivra 
toujours,  et  continuera  de  s'y  projeter  dans  toute  l'étendue  du 
champ.  Si  le  fil  est  seulement  horizontal ,  mais  situé  hors  du  plan 
fliamétral  du  système  optique ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire , 
le  point  de  mire ,  amené  d'abord  en  coïncidence  avec  lui  au  centre 
du  réticule ,  le  quittera  dans  le  mouvement  azimutal ,  et  s'en  écar- 
tera progressivement  de  quantités  égales  à  des  distances  égales  du 
centre  ;  au  lieu  que  ces  écarts  seront  inégaux  et  de  sens  contraire 
des  deux  côtés  du  centre,  lorsque  le  fil  aura  quelque  obliquité. 


{*)  Ces  pinces  doivent  être  à  retournement,  et  munies  de  rappels  qui 
permettent  de  transporter  le  point  de  suspension  du  fil-à-plomb,  et  le 
point  où  il  vient  battre,  Tun  et  Pautre  perpendiculairement  an  plan  du 
Jimbe,  de  manière  à  vérifier  Texacte  verticaliié  de  celai-ei,  eu  échangeant 
ces  points  après  Pavoir  fait  tourner  sur  lui-même,  comme  je  Fai  expliqué 
dans  la  page  429  de  ce  volume.  Pour  rendre  cette  épreuve  plus  exacte ,  je 
fais  porter  les  divisions  auxquelles  le  fll  s'applique ,  sur  un  appareil  excen- 
trique en  fcMrme  de  double  X,  qui  permet  de  mettre,  entre  les  points  de 
suspeofiiqn  et  de  battement,  un  intervalle  au  moins  double  du  diamètre 
(lu  limbe.  Pemploie  aussi  pour  fil  un  simple  fil  de  cocon,  auquel  est 
suspendu  un  très-petit  poids.  De  cette  manière  on  peut  apprécier  jusqu'à 
des  secondes  par  le  retournement  réitéré. 
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On  pourra  donc  le  rendre  horizontal  en  tournant  peu  à  peu  le 
réticule  jusqu'à  ce  que  les  caractères  de  symétrie  soient  réalisés. 
Alors ,  si  Ton  place  le  point  de  mire  sur  une  des  extrémités  du  fil , 
située  à  Tun  des  bords  du  champ ,  il  devra  se  retrouver  encore  sur 
le  fil  quand  on  lé  fera  passer  au  bord  opposé  ;  et,  entre  ces  coïn- 
cidences extrêmes,  il  s'écartera  progressivement  du  fil  dans  un 
même  sens,  suivant  une  courbe  symétrique  autour  du  centre  du 
réticule ,  laquelle  courbe  deviendra  conséquemment  horizontale  de 
part  et  d'autre  de  ce  point ,  jusqu'à  une  distance  d'autant  plus 
grande  que  son  maximum  d'écart  sera  moindre.  Donc ,  si  la  plaque 
qui  porte  le  réticule  admet  un  petit  mouvement  dans  le  sens  verti- 
cal ,  il  n'y  aura  qu'à  rendre  cet  écart  tout  à  fait  nul ,  après  avoir 
établi  rhorizontalité  du  Gl  par  la  condition  de  symétrie  que  je  viens 
d'expliquer,  et  le  point  de  mire,  placé  sous  le  fil,  le  suivra  pen- 
dant le  mouvement  azimutal  dans  toute  l'étendue  du  champ. 
Lorsque  ces  conditions  seront  remplies ,  il  deviendra  indifférent 
d'amener  les  étoiles  sous  le  fil  transversal,  d'un  côté  ou  de  l'autre 
du  centre  du  réticule  dans  les  observations  de  chaque  couple , 
pourvu  qu'on  les  place  toujoui*s  très-près  de  ce  centre ,  pour  ne 
pas  trop  les  écarter  de  l'axe  optique.  Et  si,  après  ces  dispositions 
préliminaires ,  on  a  encore  soin  de  placer  l'étoile  du  même  cèle 
physique  du  centre,  comme  on  le  fait  habituellement ,  ronûssioD 
accidentelle  de  cette  condition  ne  produirait  qu'une  erreur  sans 
importance  dans  les  résultats  définitifs. 

Dans  le  cercle  répétiteur  de  M.  Gambey  qui  avait  été  mis  à  ma 
disposition ,  la  plaque  métallique  sur  laquelle  étaient  attachés  les 
fils  du  réticule  n'était  pas  mobile  parallèlement  au  limbe.  Mais 
après  que  j'eus  amené  le  fil  transversal  à  l'horizontalité ,  par  )e 
procédé  expérimental  expliqué  tout  à  Theure ,  je  trouvai  que  la 
courbe  symétrique  décrite  par  le  point  de  mire,  en  passant  des 
extrémités  du  fil  au  centre  du  réticule ,  ne  s'écartait  du  fil ,  dans 
sa  flèche  centrale,  que  de  u",  4>  ^^  sorte  qu'en  la  considérant 
comme  circulaire  vers  cette  partie  de  son  cours ,  le  défaut  d'horizon- 
talité résultant  de  sa  courbure  n'altérait  pas  les  distances  zénithales 
de  -~  de  seconde ,  aux  plus  grandes  distances  du  centre  où  je 
voulusse  jamais  opérer  les  bissections.  Ceci  put  être  complètement 
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Térifié  sur  le  ciel  même;  car  lorsqu'on  avait  amené  la  Polaire  sous 
le  fil  transverse ,  près  du  centre  du  réticule ,  au  moment  de  son 
passage  au  méridien ,  si  Ton  venait  à  faire  mouvoir  azimutalement 
le  limbe ,  elle  continuait  de  suivre  le  fil ,  en  restant  bissectée  de 
part  et  d'autre  du  centre ,  jusqu'à  des  distances  sans  comparaison 
plus  grandes  que  celles  où  il  aurait  été  convenable  de  l'observer. 
On  conçoit  que,  pour  cette  épreuve,  le  plan  du  limbe  doit  être 
amené  k  une  exacte  verticalité.  Mais  toutes  mes  observations  out 
été  faites  en  m'astreignant  à  cette  condition  ;  et  telle  était  la  stabi- 
lité de  notre  établissement ,  qu'après  y  avoir  assujetti  le  cercle  il 
ne  s'en  écarta  jamais  que  de  quantités  à  peine  sensibles ,  que  j*avais 
constamment  soin  de  rectifier  au  commencement  des  séries  de 
chaque  jour,  lorsque  je  leur  trouvais  accidentellement  quelque 
valeur. 

Cette  esc^acte  horizontalité  donnée  au  fil  transversal  m'a  servi 
pour  éviter  l'autre  cause  d'erreur  bien  plus  importante ,  qui  me 
reste  à  décrire.  Le  cercle  répétiteur  que  j'employafe  était  à  niveau 
fixe,  c'est-à-dire  que  le  grand  niveau  parallèle  au  limbe  était  porté 
par  l'axe  de  rotation ,  et  le  limbe  s*y  rattachait  dans  chaque  obser- 
vation impaire  en  s'appliquant  par  des  vis  de  serrage  contre  une 
plaque  verticale  tenant  à  cet  axe ,  lequel  n'avait  lui-même  qu'une 
médiocre  longueur.  Or,  quand  on  l'avait  ainsi  fixé,  après  avoir 
amené  l'étoile  dans  le  champ  de  la  lunette ,  lorsqu'on  faisait  mou- 
voir ensuite  la  vis  de  rappel  pour  opérer  la  bisseotion ,  quelque 
délicatesse  que  l'on  s'efforçât  de  mettre  à  la  tourner,  sans  la  pousser 
en  avant  ni  la  tirer  en  arrière ,  la  bulle  du  niveau  prenait  presque 
toujours  une  position  tant  soit  peu  différente  de  celle  qu'elle  re- 
prenait quand  la  main  abandonnait  la  vis  au  moment  où  l'on 
notait  le  temps;  et  un  effet  tout  pareil  se  produisait  dans  ks 
observations  paires  quand  la  main  touchait  ou  quittait  la  vis  de 
rappel  de  ]a  lunette  ;  comme  si  le  seul  contact ,  quelque  léger  qu'on 
s'efforçât  de  le  Cadre ,  imprimait  toujours  une  très- petite  flexion 
dans  le  sens  vertical  à  l'ensemble  de  l'instrument.  Mon  fils,  qui 
suivait  constamment  le  niveau ,  m'avait  averti  de  ces  mouvements 
qu'il  avait  déjà  remarqués  dans  nos  précédentes  stations  ;  et  il 
appliquait  avec  raison  à  chaque  distance  zénithale  la  division  à 

T.    III.  32 


49^  ASTRONOMIE 

laquelle  la  bulle  du  niveau  s'était  fixée  avant  que  la  main  quittât 
la  vis  de  rappel.  Mais  je  pensai  que  les  observations  deviendraient 
plus  sûres  si  Ton  évitait  complètement  de  pareils  effets;  et  la  rigou- 
reuse horizontalité  donnée  au  fil  transversal  m'en  fournit  «n 
moyen  bien  simple.  Car,  me  trouvant  alors  seulement  astreint  à 
opérer  les  bissections  très-près  du  centre  du  réticule  et  d'un  naéme 
côté  de  ce  centre ,  mais  nullement  au  même  point  physique  du  fi], 
j'amenais  l'étoile  avec  la  vis  de  rappel  non  sur  le  fil  même  ,  mais 
sur  son  bord  supérieur  ou  inférieur,  selon  qu'elle  descendait  ou 
qu^elle  montait  en  apparence ,  me  servant  du  mouvement  azimutal 
pour  la  mettre  suffisamment  près  du  centre  ;  puis  je  quittais  la  vis 
de  rappel,  et,  lisant  le  temps  sur  l'horloge,  j'attendais,  en 
comptant  les  secondes ,  que  la  bissecdon  se  fut  rigoureusement 
opérée  dans  l'état  de  liberté  de  l'instrument  ;  après  quoi  la  division 
du  niveau  où  la  bulle  se  fixait ,  depuis  que  je  l'avais  abandonné , 
s'appliquait,  sans  aucun  doute,  à  la  distance  zénithale.  Or,  le  ré- 
sultat de  cette  pratique  fut  de  faire  disparaître  ces  discordances 
inexplicables  que  tous  les  observateurs  sincères  reconnaissent  avoir 
accidentellement  éprouvées  entre  les  séries  d'une  même  étoile  en 
faisant  usage  du  cercle  répétiteur,  et  de  réduire  4eurs  écarts  aux 
limites  d'oscillations  restreintes  que  l'on  ne  peut  éviter  même  avec 
de  grands  instruments  fixes.  Cela  peut  se  vérifier  à  l'aide  du  tableau 
général  annexé ,  sous  la  lettre  C ,  à  la  fiii  de  ce  Mémoire ,  lequel 
contient  les  résultats  successivement  obtenus  par  toàtes  les  séries 
qbservées  sans  aucune  exception.  Pour  cela ,  j'en  ai  extrait  les 
séries  relatives  à  chaque  étoile,  qui  avaient  été  obtenues  tant  avant 
qu'après  cette  modification ,  puis  je  les  ai  rassemblées  par  groupes, 
en  séparant  ces  deux  phases  ;  et  j'ai  calculé ,  pour  chaque  groupe, 
les  écarts  partiels  de  chaque  série  autour  de  la  latitude  moyenne 
donnée  par  leur  ensemble ,  afin  que  ces  écarts  fussent  indépen- 
dants des  positions  absolues  attribuées  à  chaque  étoile.  Les  résul- 
tats ainsi  obtenus  sont  réunis  à  la  fin  de  ce  Mémoire  dans  le 
tableau  D  (*).  En  examinant  d'abord  les  effets  de  cette  bissection 


(*)  J'ai  effectué  la  irectification  de  l'horizontalité  du  fil  transversal,  le 
10  juin ,  avant  les  séries  de  ce  Jour ,  et  j'ai  marqué  alors  sur  le  registre  la 
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sur  les  quatorze  premières  séries  qui  ont  été  faites  avec  de  grands 
soins  y  mais  en  touchant  l'instrument,  comme  à  l'ordinaire ,  on  y 
trouve  des  amplitudes  d'écart  qui  s'élèvent  deux  fois  à  dt  i",7, 
les  autres  i*estant  toutes  au-dessous  de  cette  limite.  Cela  ne  pa- 
raîtra pas  bien  extraordinaire ,  si  Pon  considère  que  Ton  rencontre 
des  écarts  de  cet  ordre  entre  des  séries  beaucoup  plus  prolongées 
de  la  Polaire,  observées  autrefois  par  M.  Arago  à  cette  même  sta- 
tion ,  lesquelles  sont ,  je  crois ,  les  plus  parfaites  qui  aient  jamais 
été  obtenues  avec  le  cercle  répétiteur,  parmi  celles  que  leurs  au- 
teurs ont  fidèlement  rapportées.  Mais ,  dans  les  66  séries  posté- 
rieures à  la  rectification ,  pour  lesquelles  l'instrument  a  été  tout  à 
fait  libre,  les  écarts  qui  atteignent  i"  sont  des  exceptions  très- 
rares.  Car,  en  les  relevant  individuellement  pour  les  observations 
faites ,  tant  de  nuit  que  de  jour,  on  en  trouve  d*abord  du  côté  du 
nord,  sur  33  séries,  seulement  6  ayant  les  valeurs  partielles 
suivantes  : 

-  I",I27    J 

-{-  1 ,  347  >  ^  petite  Ourse  supérieure  :  de  nuit,  12  séries. 
—  1 ,060  ) 

'  ^2  1  7  P^^^^  Ourse  supérieure  :  de  nuit,  10  séries. 
1 ,  000  J 

1 ,  018      Polaire  supérieure  :  de  jour,  1 1  séries.  L'écart  porte 

sur  une  série  d'un  seul  couple. 

Dans  les  trente-trois  séries  faites  du  côté  du  sud ,  ks  écarts  qui 
atteignent  1'^  ne  se  présentent  que  deux  fois,  et  seulement  pour 
deux  séries  de  jour  de  a  de  la  Yiei^e,  dont  une  ne  contient  qu'un 


facilité  qui  en  résultait  pour  opérer  les  bissections.  C'est  pourquoi  j'ai  sé- 
paré en  deux  groupes  distincts  les  séries  faites  avant  et  après  cette  époque. 
Car  j'ai  commencé  dés  lors  à  noter  la  seconde  dans  l'état  de  liberté  de  l'in-« 
strument,  quoique  je  n'aie  consigné  le  détail  du  procédé  d'observation  sur 
le  registre  que  trois  jours  plus  tard.  Toutefois,  n'ayant  dans  le  second 
groupe  qu'une  seule  série  d'Antarès  faite  le  10 ,  c'est-à-dire  le  jour  même  de 
la  rectification,  je  l'ai  jointe  à  ses  analogues  du  premier  groupe  dont  elle 
ne  s'écarte  pas  sensiblement. 
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seul  couple  y  l^autre  quatre.  Leurs  valeurs  sont  : 

Pour  la  série  d'un  seul  couple .     4-2''',36i; 

Pour  la  série  de  quatre —  i ,  570. 

Gomme  je  n'avais  que  six  séries  de  cette  étoile ,  je  n'ai  pas  cnt 
devoir  rejeter  ces  deux-là ,  d'autant  que  leurs  écarts  sont  de  sens 
contraires,  et  que  ceux  des  quatre  autres  sénés ,  autour  de  la 
même  moyenne,  sont  fort  au-dessous  de  i".  Mais,  de  ce  même 
côté  du  zénith  ,j*ai  exclu  ,  par  scrupule ,  une  série  de  ^  Ophiuchos 
qui  contenait  pourtant  dix  couples  observés  dans  les  circonstances 
les  plus  favorables ,  parce  que  j'ai  trouvé  marqué  sur  le  r^istre 
que  j'avais  par  mégarde  heurté  la  lunette  avec  la  tête,  et  consé- 
quemment  ébranlé  tout  l'instrument,  en  passant  de  la  dix-neuvième 
à  la  vingtième  observation.  L'écart  de  cette  série  autour  de  la 
moyenne  relative  à  la  même  étoile  n'était,  à  la  vérité,  que  de 
+  i'%4^49  ™^^  ^^^^  rendait  les  autres  écarts  trop  uniformément 
négatifs,  pour  qu'on  ne  dût  pas  légithnement  suspecter  que  l'ac- 
cident mentionné  y  avait  eu  quelque  influence.  Au  reste,  j'en  ai 
rapporté  le  résultat ,  conjointement  avec  ses  analogues ,  de  sorte 
que  l'on  pourra,  à  volonté ,  en  faire  ou  n'en  pas  faire  usage.  L'ac- 
cord remarquable  des  séries  entre  elles,  pour  chaque  étoile,  de  ce 
côté  du  zénith ,  prouve ,  avec  évidence ,  que  les  erreurs  des  tables 
de  réfraction  sont  peu  à  craindre,  même  pour  d'assez  grandes  dis- 
tances zénithales ,  quand  on  opère  sous  un  beau  ciel ,  dans  un  ob- 
servatoire qui  communique  librement  avec  l'air  du  dehors ,  comme 
notre  cabane,  et  sur  un  plateau  de  peu  d'étendue,  isolé  au  milieu 
de  la  mer,  comme  Tétait  notre  station. 

Pour  mettre  en  évidence  la  réalité  du  perfectionnement  relatif 
qui  résulte  du  mode  d'observation  que  je  viens  d'indiquer,  je 
prendrai  comme  épreuve  comparative  les  observations  de  latitude 
faites  par  le  colonel  Brousseaud ,  assisté  de  M.  Largeteau  ,  dans  les 
stations  extrêmes  et  intermédiaires  du  45*  parallèle,  avec  un  cercle 
répétiteur  construit  aussi  par  M.  Gambey,  et  ayant  18  pouces  de 
diamèrre ,  de  sorte  qu'il  était  plus  grand  que  celui  dont  j'ai  fait 
usage.  J'extrais  ces  observations  de  son  ouvrage  intitulé  :  Mesure 
du  parallèle  moyen.  Je  les  choisis  parce  que  le  colonel  Brousseaud 
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était  connu  comme  un  observateur  habile ,  soigneux ,  patient^  et 
surtout  sincère.  J'en  extrais,  dans  chacune  de  ces  stations,  des 
groupes  de  séries  observées  au  nord  ou  au  sud  du  zénith ,  sur  une 
même  étoile,  en  assez  grand  nombre  pour  qu'on  puisse  bien  voir 
l'ordre  habituel  de  leurs  écarts ,  que  je  relève  seulement  lorsqu'ils 
atteignent  i^\  soit  en  plus,  soit  en  moins,  autour  de  leur  moyenne 
totale. 

Première  station  la  plus  occidentale ,  la  Ferlanderie.  Il  a  été  fait 
97  séries  de  la  Polaire  par  vision  directe;  les  écarts  qui  atteignent 
i"  sont  au  nombre  de  46 ,  dont  voici  les  valeurs  distribuées  selon 
•^euT  signe  propre  : 


PoflttTes. 

-♦-  1^5 
1,10 
3,56 
3,i3 

1,02 

a, 19 

1,57 

2,5l 

a, 23 
1,68 
1,07 

a,  19 
2,3o 

1,45 

a, 41 

2,94 
i,8a 
i,3o 

•a  ,49 
a, 64 

1,4© 

a, II 
1,07 

1,49 
Somme  des  a5. . .  +  4^»^^ 


—  iro7 
3,85 
3,17 
i,3i 

4,88 

a, 87 
3,65 

ï,47 
1,65 

3,56 

1,19 

3,o3 

1,94 
«,67 

1,80 
1,75 
i,o5 
1,67 
a, 64 
i,o3 
i,a6 

Somme  des  2i . . .  —  4^,^' 


La  somme  des  écarts  positifs  de  cet  ordre  étant  presque  égale  à 
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la  somme  des  négatids ,  la  latitude  moyenne  n'en  est  pas  sensiUe- 
ment  influencée^  mais  leur  fréquence  »  et  leurs  amplitudes  indivi- 
duelles» excèdent  beaucoup  ce  que  Ton  obtient  avec  Finstrument 
libre.  Le  nombre  des  couples  de  chaque  série  a  varié  depuis  5 
jusqu'à  II. 

Voici  maintenant  tous  les  résultats  partiels  de  20  séries  de  ad^O- 
phiuchus,  faites  parle  même  observateur,  dans  la  même  station.  Je 
les  preVids  comme  exemples  de  séries  au  sud  du  zénith  :  le  nombre 
des  couples  de  chaque  série  avarié  de  6  à  10. 


Réniltat*  parUeU. 

Excès  tnr  la  moyenne 

37',95 

■+■  0,08 

39,08 

-+-  1,21 

38,65 

-*-  0,78 

37,99 

—  0,12 

39,00 

-+-  1,33 

37,07 

—  0,80 

36,43 

-  «,44 

39,94 

-*-  a, 07 

36, 00 

-  1,8; 

35,25 

1,42 

.     35,78 

—  2,09 

37,43 

-0,44 

37,59 

—  0,28 

40,39 

-*-  2,5a 

38,3i 

H-  0,44 

39,52 

-+-  1,65 

37,aî 

-  o,63 

38, 40 

-h  0,53 

36, 81 

-  1,06 

38,42 

-h  0,55 

Somme  totale. . . .  757 ,45 
Résultat  moyen..     37,872 

Les  vingt  séries  présentent  1 1  écarts  supérieurs  à  i^  en  plusoa 
en  moins  y  sur  lesquels  3  surpassent  2'^ 

Ces  observations  sont  assurément  fort  bonnes ,  et  leur  résultat 
moyen  est  très-sûr,  mais  la  fréquence  des  écarts  supérieurs  à  i"y 
et  leurs  amplitudes  totales,  dépassent  encore  beaucoup  ce  que  l'on 
obtient  avec  le  nouveau  procédé. 
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Les  observations  faites  avec  le  tnénic  cercle  à  la  station  intefmé- 
diaire  d'Opmes,  et  à  Torientale  du  Monceau  ,  présentent  des  écarts 
analogues  entre  les  séries  des  mêmes  étoiles ,  obtenues  par  vision 
directe  y  tant  au  nord  qu'au  sud  du  zénith.  J'ai  jugé  inutile  de  les 
rapporter  en  détail.  Dans  ces  deux  dernières  stations  le  colonel 
Brousseaud  a  observé  aussi  la  Polaire  par  réflexion  sur  un  horizon 
de  Mercure,  et  les  séries  ainsi  effectuées  offrent  un  accord  beaucoup  ' 
pi  us  grand,  quoique  non  pas  supérieur  à  celui  que  le  nouveau  mode 
d'observation  nous  a  donné.  Toutefois,  je  regrette  de  n'avoir  pas 
employé  concurremment  ce  procédé  ,  où  l'on  doit  présumer  que 
l'erreur  constante  du  cercle  se  détruit  immédiatement  dans  chaque 
passage  de  la  vision  directe  à  la  vision  réfléchie.  Mais  on  pouvait 
alors  le  croire  moins  facile  et  moins  expéditif  que  M.  Broiisseaud 
ne  l'atteste  et  ne  le  prouve  dans  son  ouvrage ,  qui  a  été  publié 
quatorze  ans  après  mon  voyage  àFormentera. 

La  méthode  d'observation  avec  Tinslrument  libre  que  je  viens 
de  décrire  pourrait  donner  lieu  à  un  soupçon  d'erreur  qu'il  im- 
porte de  dissiper.  Comme  on  attend  que  la  bissection  s'opère  par 
le  seul  effet  du  mouvement  ascensionnel  ou  descensionnel  de  l'é- 
toile, l'observation  se  fait  avec  la  même  facilité  que  dans  les  pas- 
sages à  la  lunette  méridienne,  et  précisément  de  la  même  manière 
Or,  on  sait  que  tous  les  observateurs  ne  rapportent  point  ces  pas- 
sages au  même  instant  physique.  Les  uns  le  fixent  relativement 
plus  tôt ,  d'autres  relativement  plus  tard ,  soit  par  l'effet  de  Toi^a- 
nisation  individuelle  de  l'œil ,  soit  par  la  préoccupation  de  l'esprit 
qui  doit  à  la  fois  suivre  l'étoile  et  compter  le  temps,  comme  M.  Arago 
l'a  constaté  en  variant  les  circonstances  de  cette  appréciation  pour 
un  même  observateur.  On  pourrait  donc  craindre  qu'une  pareille 
différence  d'appréciation  ne  se  produisît  dans  les  distances  zéni- 
thales ,  quand  on  laisse  la  bissection  s'opérer  spontanément  par  le 
mouvement  de  l'étoile,  ce  qui  reviendrait  à  mettre  celle-ci  constam- 
ment un  peu  trop  haut  ou  un  peu  trop  bas,  selon  le  sens  suivant 
lequel  elle  traverse  le  fil.  Mais  d'abord,  dans  les  observations  de 
distances  méridiennes,  le  mouvement  ascensionnel  ou  descension- 
nel de  rétoile  étant  très-lent ,  l'instant  de  la  bissection  spontanée 
est  moins  inquiéUnt  à  fixer;  et  la  différence  individuelle  d'appré- 
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dation  parait  devoir  en  devenir  moindre.  Puis,  comme  lesséhe^ 
s^étendent  ordinairement  des  deux  c6tés  du  méridien ,  rerreor, 
quelle  quelle  soil,  change  de  signe  avant  et  après  le  passage  de 
l'étoile  dans  ce  plan,  ce  qui  en  doit  affaiblir  TefFet  final ,  par  corn- 
pensation ,  dans  chaque  série  entière  ainsi  répartie.  L'accord  re- 
marquable des  résultats  obtenus  pour  chaque  étoile ,  en  employant 
cette  méthode ,  confirme  les  deux  considérations  précédentes  dans 
leur  ensemble  ;  mais  elles  se  trouvent  aussi  vérifiées  séparément 
par  les  observations  de  la  Polaire  de  jour  faites  le  28  juin.  Car  ce 
jour-là,  vers  le  milieu  de  la  série ,  il  me  passa  par  l'esprit  le  scru- 
pule ,  probablement  mal  fondé ,  que  je  n'avais  pas  lu  les  quatre 
verniers ,  mais  seulement  un  seul ,  en  plaçant  d'avance  Talidade 
sur  le  point  du  limbe  où  elle  devait  être,  selon  mon  calcul ,  ponr 
trouver  l'étoile  dans  le  champ  de  la  lunette.  C'est  pourquoi,  après 
avoir  fait  douze  observations ,  je  lus  les  quatre  verniers  afin  de  ne 
pas  perdre  les  suivantes ,  qui  se  succédèrent  au  nombre  de  qua- 
torze. Or,  cette  interruption  arriva  précisément  pendant  le  passage 
au  méridien ,  de  sorte  qu'il  en  résulta ,  pour  ce  même  jour ,  deux 
séries,  dont  l'une  était  tout  antérieure,  l'autre  toute  postérieure 
à  ce  passage.  Néanmoins,  en  les  calculant  séparément,  leurs  résul- 
tats ne  se  trouvèrent  pas  différer  d'une  seconde  de  degré,  comme 
on  peut  le  voir  dans  le  tableau  général ,  où  elles  sont  rapportées 
sous  les  n°*  60  et  61.  Et  comme  on  n'évite  pas  des  écarts  de  cet 
ordre ,  même  en  observant ,  dans  les  circonstances  les  plus  favo- 
rables, avec  de  grands  instruments,  il  s'ensuit  que  Terreur  qui 
pourrait  être  produite  par  l'appréciation  individuelle  de  la  bissec- 
tion,  s'est  montrée  ici  insensible,  quoique  l'effet  en  fût  doublé  dans 
la  différence  des  résultats  obtenus  avant  et  après  le  passage  au  mé- 
ridien ;  et  je  l'ai  trouvée  telle  dans  toutes  les  autres  séries  que  les 
accidents   atmosphériques  ou  d'autres  circonstances  imprévues 
m'ont  empêché  de  rendre  symétriques,  comme  je  m'y  étais  préparé. 
Car  je  n'ai  jamais  aperçu  que  le  manque  de  symétrie  y  eut  une 
influence  appréciable,  parce  que  je  connaissais  très-bien  le  temps. 
Ayant  communiqué  récemment  ces  résultats  à  M.  Arago,  avant 
de  les  présenter  au  Bureau  des  Longitudes,  j'ai  appris  par  lui  que 
cette  même  méthode  d'opérer  lesbissectiobs  sans  toucher  le  cercle. 
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était  aussi  celle  qu^il  avait  employée  avec  M»  Mathieu  pour  déter- 
miner la  parallaxe  de  la  6i^  du  Cygne,  par  des  distances  zénithales 
absolues  observées  avec  le  cercle  répétiteur  de  Reichemback ,  dont 
M.  Laplace  a  fait  présent  à  l'Observatoire  de  Paris;  et  cela  fait 
concevoir  comment  cette  détermination ,  qui  pouvait  paraître  si 
périlleuse  avec  un  instrument  de  dimension  restreinte,  s'est  trouvée 
pourtant  conforme  à  celle  que  M.  Bessel  a  obtenue  plus  tard  avec 
le  grand  héliomètre  de  Fraunhofer.  Ck>mme  cette  particularité, 
jusqu'ici  non  connue ,  constate  avec  une  irrécusable  évidence  la 
sûreté  du  principe  d'observation  dont  il  s'agit,  j'ai  témoigné  à 
M.  Arago  le  désir  d'en  insérer  textuellement  les  détails  dans  mon 
Mémoire,  et  je  les  rapporte  ici  tels  qu'il  a  bien  voulu  me  les  com- 
muniquer : 

«(  Voici,  mon  cher  confrère,  les  renseignements  que   vous 
9  désirez  : 

»  La  méthode  qui  vous  a  si  bien  réussi  à  Formentera  me  semble 
»  très-rationnelle ,  surtout  pour  les  cercles  dont  l'axe  n'est  fixé 
»  qu'à  une  de  ses  extrémités.  Nous  l'avions  déjà  employée, 
»  M.  Mathieu  et  moi ,  non  pas  dans  le  dessein  de  nous  garantir  de 
»  quelques  petites  erreurs  possibles  dans  le  défaut  de  verticalité 
»  de  l'axe  de  rotation  du  cercle ,  mais  parce  qu'elle  nous  paraissait 
»  commode.  Nous  y  eûmes  recours  pour  notre  travail  sur  la 
»  6i"  du  Cygne.  Cette  fois,  nous  n'aurions  pas  eu  le  choix.  En 
»  effet,  nous  déterminons  les  distances  absolues  des  deux  parties 
»  de  ce  groupe  binaire  par  une  seule  série  de  retournements  du 
»  cercle  de  Reichemback,  dont  l'axe  est  ûxé  à  ses  deux  extré- 
»  mités;  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrêt  de  l'alidade,  à  la 
»  fin  de  l'opération ,  étaient  absolument  les  mêmes  pour  les  deux 
»  étoiles;  les  angles  horaires  seuls  différaient.  Ce  qui  déterminait 
•  les  angles,  c'était  le  moment  de  la  disparition  spontanée  de 
»  chaque  étoile,  sous  le  fil  horizontal  du  réticule. 

»  Lorsque  nous  cherchions  l'origine  des  erreurs  constantes  des 
n  cercles  répétiteurs,  il  me  vint  à  l'esprit  qu'elles  pouvaient 
»  provenir  d'un  mouvement  de  l'alidade ,  qui  se  serait  effectué 
»  dans  le  passage  de  l'observation  paire  à  l'observation  impaire. 
»   Pour  anéantir  cette  cause  d'incertitude ,  je  fis  appliquer  à  l'ali- 
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»  dade  deux  vis,  diamétralement  opposées.  La  lunette  était  ainsi 
»  doublement  fixée;  mais  alors  le  pointé  ne  pouvait  pas  s'effectuer 
»  avec  une  seule  de  ces  vis,  l'autre  y  aurait  mis  obstacle.  L*obser- 
»  vateur  était  donc  réduit  à  placer  l'étoile  près  du  fil  horizontal , 
»  et  à  attendre  qu'elle  allât  s'occulter  d'elle-méine ,  comme  vous 
»  l'avez  fait.   » 

Les  résultats  obtenus  au  moyen  des  bissections  spontanées  dans 
les  observations  précédentes,  et  dans  celles  que  j'ai  faîtes  en  1825, 
à  Fermentera,  prouvent  donc,  par  leur  exactitude  inespérée,  la 
bonté  de  cette  méthode.  Le  raisonnement  et  l'expérience  s^accor- 
dent  d'ailleurs  pour  montrer  qu'elle  est  pratiquement  plus  com- 
mode que  la  méthode  ordinaire.  Il  est  par  conséquent  à  désirer 
que  désormais  on  la  substitue  à  celle-ci  dans  l'usage  habitue]  des 
cercles  répétiteurs. 

Les  latitudes  résultantes  de  mes  observations  ont  été  calculées , 
en  partie ,  avec  les  Tables  de  positions  apparentes  consignées  dans 
les  Éphémérides  de  M.  Schumacher  pour  l'année  1825.  On  sait 
que  ces  Tables  sont  construites  en  appliquant  les  formules  d'aber- 
ration et  de  nutation  de  M.  Bessel ,  aux  lieux  absolus  adoptés  par 
fiet  astronome.  Pour  les  étoiles  qui  n'y  étaient  pas  comprises , 
j'ai  calculé  l'aberration  et  la  nutation  avec  les  mêmes  constantes , 
et  je  les  ai  appliquées  aux  lieux  absolus  que  M.  Airy  a  bien  voulu 
me  communiquer,  comme  se  déduisant ,  pour  1825 ,  des  observa- 
tions de  Greenwich ,  combinées  avec  les  catalogues  les  plus  esti- 
més. Ces  données  venant  d'un  astronome  si  distingué,  m'ont 
paru  devoir  mériter  plus  de  confiance  que  celles  que  j'aurais 
pu  me  former  moi-même  avec  beaucoup  de  temps  et  moins 
d'expérience  pratique.  D'ailleurs ,  j'ai  rassemblé  dans  deux  ta- 
bleaux A  et  B,  placés  à  la  fin  de  ce  Mémoire,  toutes  les  posi- 
tions apparentes  que  j'ai  employées  dans  chaque  calcul ,  tant 
pour  la  déclinaison  que  pour  l'ascension  droite,  ainsi  que  les 
heures  des  culminations  en  temps  de  l'horloge  qui  me  servait,  et 
enfin  la  marche  diurne  de  cette  horloge  ou  du  moins  le  facteur  de 
réduction  qu'il  faut  appliquer  aux  angles  horaires  mesurés  par 
elle ,  pour  les  convertir  en  angles  horaires  de  temps  sidéral.  Cha- 
cun pourra  donc ,  au  besoin ,  substituer  d'autres  éléments  à  ceux 


PHYSIQUE.  607 

dont  j'ai  fait  usage,  et  vérifier  par  le  calcul  tous  les  résultats  que 
j'ai  obtenus. 

Il  ne  me  reste  plus  qu'à  dire  comment  j'ai  conclu  la  latitude 
finale  de  la  station ,  et  quelle  est  cette  latitude. 

J'ai  d'abord  extrait  de  mon  tableau  général  G ,  placé  à  la  fin  de 
ce  Mémoire ,  toutes  les  latitudes  partielles  déduites  des  diverses 
séries  de  chaque  étoile ,  et  je  les  ai  rassemblées  en  autant  de  grou- 
pes ,  dans  un  même  tableau  D ,  composé  de  deux  colonnes  verti- 
cales, lequel  fait  suite  au  précédent.  La  colonne  de  gauche  contient 
toutes  les  séries  observées  au  nord  du  zénith  ;  celle  de  droite , 
toutes  les  séries  observées  au  sud  sans  aucune  exception.  J'y  ai 
seulement  séparé  Tensemble  des  séries  en  deux  époques  :  la  pre- 
mière antérieure  à  la  rectification  de  Thorizontalité  du  fil  où  l'on 
touchait  l'instrument  ;  la  seconde  postérieure,  où  il  était  abandonné 
à  lui-même,  l'étoile  venant  se  présenter  par  son  seul  mouvement 
propre  à  la  bissection. 

Au-dessous  de  chaque  groupe  j'ai  écrit  la  latitude  moyenne  entre 
toutes  les  latitudes  partielles  qui  le  composent ,  sans  distinction  du 
nombre  d'observations  que  chaque  série  contient.  Car,  avec  un 
cercle  aussi  bien  divisé ,  la  diversité  des  circonstances  atmosphé> 
riques  et  astronomiques  dans  lesquelles  chaque  série  est  faite , 
m'a  semblé  devoir  exercer  sur  son  résultat  final  beaucoup  plus 
d'influence  que  l'erreur  attribuable  à  la  mesure  de  l'arc  parcouru 
sur  le  limbe.  A  côté  de  chaque  groupe  on  voit  les  écarts  des  résul- 
tats partiels  autour  du  résultat  moyen ,  et  l'on  peut  vérifier  ce  que 
j'ai  annoncé  sur  la  petitesse  de  leurs  amplitudes. 

Pour  déduire  de  ces  données  la  latitude  vraie,  je  considère 
d'abord  les  i4  séries  faites  tant  au  nord  qu'au  sud  du  zénith 
avant  la  rectification  définitive  de  l'horizontalité  du  fil ,  et  en  tou- 
chant l'instrument  suivant  la  pratique  habituellement  usitée. 
Puis ,  considérant  toutes  ces  séries  comme  équivalentes ,  je  prends 
la  moyenne  de  toutes  les  latitudes  partielles  qu'elles  donnent  de 
chaque  côté  du  zénith.  J'obtiens  ainsi  les  résultats  suivants  : 
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I 

A.a  nord  du  zénith,  5  séries  com-|     ^ 
prenant  70  observations:  latitude ?38« 39.58,9^0 


moyenne  apparente. 


I 


Au  sud  du  zénith,  9  séries  compre-> 

nant   iio  observations:   latitude  138. 89. 46, 941 4 
moyenne  apparente ; 


Moyenne:  i4série8  comprenant  iSoI^q  «     -      -^ 
observations  :  latitude  vraie J     *^*  *»9°9* 


Demi-différeocedes 
deux  évaluations. 
Excès  du  côté  du 
nord. 


6'',o278- 


HB 


Je  considère  ensuite  les  66  séries  faites  après  la  rectification  de 

l'horizontalité  du  fil ,  et  en  laissant  l'instrument  libre  pendant  que 

la  bissection  s*opère.  Prenant  de  même  la  moyenne  des  latitudes 

partielles  qu'elles  donnent  de  chaque  côté  du  zénith ,  je  trouve  : 


Au  nord  du  zénith,  33  séries  com-]     ^ 
prenant  480  observations  :  latitude >38. 39. 56,8608 


moyenne  apparente. 


I 


Au  sud  du  zénith,  33  séries  com-\ 
prenant  400  observations  :  ]atitude|38« 39.49 ,6753 
moyenne  apparente ) 


Moyenne  :  66  séries  comprenant88o)»„  »    e-^»    /îo 

u  .'  1   ^.^    J  .  >3o. 30.53 ,2000 

observations  :  latitude  vraie )        ^ 

I 


Demi-di£rérence  des 
deux  évaluations. 
Excès  du  côté  du 
nord. 


3*,59a7, 


Cette  dernière  détermination  delà  latitude  doit  être  plus  sûre  que 
la  première,  à  cause  de  l'accord  plus  parfait  des  séries  partielles, 
à  cause  de  leur  nombre  plus  considérable  et  du  nombre  plus  grand 
d'observations  qu'elles  comprennent.  Néanmoins ,  si  l'on  veut 
réunir  tous  les  résultats  dans  une  même  moyenne ,  on  prendra 
1 4  fois  la  première  latitude,  66  fois  la  seconde;  et,  divisant  la 
somme  par  80,  on  aura ,  en  définitive  : 


PHYSIQUE. 


5o9 


I 
Par  les  80  séries ,  comprenant  1060 

observations  :  latitude  moyenne. . 


Réduction  à  Tancienne  station  du 
cercle  de  1808 


I n 


38.39.53,!ii6 


. 


0,044 


138.39.53,172 


Latitude  réduite  àrancienne  station 
du  cercle  de  1808 , 

Latitude  trouvée  en  1808  par  des  ob-A 
servations  qui  ont  toutes  été  faites |38.39.56 ,016 
au  nord  du  zénith / 


Excès  de  Paocienne  latitude  prove* 
nantde  Terreur  constante  du  cercle. 


Plus  faible  de  o^joSao 
qu^avant  l'interven- 
tion des  1 4  premières 
séries. 


Par    la   moyenne  de 
toutes  les  séries. 


2,844 


BSBBBBlHBaB 


Mais  cette  évaluation  de  la  latitude  de  1808,  conclue  de  la 
moyenne  de  toutes  les  séries  qui  furent  faites  alors,  doit  être  au- 
jourd'hui modifiée  9  d'après  la  remarque  faite  par  M.  Arago,  que 
Terreur  constante  des  cercles  répétiteurs  est  en  très-grande  partie  9 
sinon  en  totalité ,  individuelle  pour  chaque  observateur  qui  les 
emploie ,  comme  dépendant  de  la  manière  dont  il  place  le  centre 
d'intensité  de  l'image  lumineuse  formée  dans  son  œil  par  les  fai- 
bles lunettes  de  ces  instruments.  Car  alors  sa  valeur  dans  les  an- 
ciennes séries  de  Formentera  doit  être  appréciée  isolément  pour 
les  divers  observateurs  qui  y  ont  concouru.  Or,  on  va  voir  qu'en 
effet  cette  comparaison  la  donne  tant  soit  peu  différente ,  sans  que 
l'inégalité  puisse  être  attribuée  avec  vraisemblance  aux  erreurs  re- 
latives aux  observations  individuelles. 

Pour  le  prouver,  je  prends  séparément  les  séries  des  deux  pas- 
sages de  la  Polaire  observées  en  1808  par  M.  Arago  et  par  moi, 
et  je  forme  leur  moyenne  pour  chaque  passage.  Puis,  prenant  la 
moyenne  de  ces  moyennes ,  j'obtiens  le  tableau  suivant  qui  pré- 
sente leurs  résultats  individuels  : 
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HATCSK 

do 
passaire  obMrré. 


Passage  super,  de  la  Polaire. 
Passage  inrérieur  de  la  tnèoic. 

Moyenne  conclue  des  deux 
passages 


LATITVDK 

moyenne 

résaltante. 

Obserratlons 

de 
M.  Arago. 


38*39.56,700 
38.39.54,815 


38.39.55,757 


Différence  des  latitudes  par 
tielles,  exprimant  le  double! 
de  Terreur  de  la  déclinaison' 
employée  dans  le  calcul.  . . 


HOMBRE 

des 

séries 

qui  y 

onl  con- 

coara. 


-  1,885 


i3 
9 


11 


LATITCDB 

moyenne 

résaltante. 

Obserrations 

de 

M.  Biot. 


38.39'.57^48i 
38.39.55,548 


38.39.56,5i4 


des 

séries 

qaiy 

ont  COD- 


1,933 


II 


Les  séries  de  M.  Arago  s'accordent  entre  elles  beaucoup  mleuî 
que  les  miennes ,  surtout  pour  le  passage  supérieur.  Mais  les  pins 
grands  écarts  de  ces  dernières  sont  presque  égaux  et  de  signes 
contraires,  de  sorte  quUls  se  compensent  dans  le  résultat  moyen; 
et  aussi  la  double  erreur  de  la  déclinaison,  déduite  des  séries  de 
M.  Arago,  est-elle  inférieure  seulement  de  o'^,o48  à  celle  qui  se 
déduit  des  miennes.  Mais  sa  latitude  absolue  est  moindre  que  la 
mienne  de  o^\']5']'  Ainsi,  en  admettant  une  exactitude  moyenne 
d'appréciation  égale ,  ce  que  l'identité  de  la  correction  de  la  dé. 
clinaison  parait  attester,  Terreur  constante  du  cercle  aurait  été 
moindre  pour  lui  que  pour  moi  de  cette  quantité  0^^,757. 

Je  n'ai  pas  pu  faire  la  même  comparaison  pour  les  séries  faites 
en  1808  sur  p  de  la  petite  Ourse  ,  parce  que  j'ai  participé  seule- 
ment à  celles  du  passage  inférieur.  Mais  j'ai  rassemblé  séparé- 
ment celles  de  M.  Arago  comme  plus  parûtes,  et  devant  com- 
porter une  erreur  constante  moindre,  d'après  ce  que  la  Polaire 
vient  de  nous  découvrir.  Puis,  les  joignant  à  celles  de  cette  étoile 
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faites  aussi  par  M.  Arago  seul ,  j'en  ai  conclu  une  évaluation  de 
Tancienne  latitude  qui  paraît  devoir  être  préférable  à  celle  que 
nous  avions  adoptée  par  la  moyenne  de  toutes  les  séries.  Voici  ce 
résultat ,  dépouillé  des  erreurs  des  déclinaisons  : 


Par  les  passages  supérieurs  et  inférieurs  de  la 
Polaire 


Par  les  passages  supérieurs  et  inférieurs  de  /3 
petite  Ourse 

Latitude  moyenne  conclue  des  deux  étoiles. . . 

Latitude  trouvée  en  i8a5  par  les  observations 
faites  des  deux  côtés  du  zénith 


Excès  de  la  latitude  de  18089  ou  erreur  con* 
stantedu  cercle  pour  M.  Arago,  excès  au  nord. 


1 


hktnvhu 
dédaites 

d«s  obMrratloDs 
de  M.  Arago, 

h  Formeatera , 
en  1808. 


'  -^ff 


38.39.55,757 
38. 39.55,303 


38.39.55.530 
38.39,53,172 


2,358 


ROnRK 

des 
séries. 


32 


'7 


39 
80 


Après  avoir  rétabli  l'exacte  horizontalité  du  fil  pour  passer  du 
premier  mode  d'observation  au  second  où  l'instrument  est  devenu 
libre  pendant  les  bissections ,  il  a  fallu  modifier  tant  soit  peu  la 
distance  du  réticule  à  l'objectif  pour  mettre  le  fil  parfaitement  au 
foyer  de  celui-ci;  et ,  après  avoir  effectué  ces  deux  opérations,  on 
a  aussi  rectifié  définitivement  Taxe  optique  pour  Padapter  à  ces 
conditions  nouvelles.  Or,  d'après  les  nombres  que  j'ai  rapportés 
dans  les  deux  tableaux  de  la  page  5o8 ,  on  voit  que ,  soit  par  un 
effet  de  ces  changements,  soit  par  une  conséquence  du  procédé 
plus  parfait  au  moyen  duquel  les  bissections  avaient  été  opérées , 
les  latitudes  partielles  obtenues  au  nord  et  au  sud  du  zénith  sont 
devenues  notablement  moins  différentes  qu'elles  ne  l'étaient  avant 
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ces  dernières  rectifications,  en  conservant  Tune  et  Pautre  leur 
même  sens  d'excès  ;  d'où  il  suit  que  l'erreur  constante  du  cercle 
est  devenue  moindre  en  gardant  le  même  signe.  C^est  ce  qui  me 
reste  à  développer. 

Soit  D  la  distance  du  zénith  au  pôle  boréal  dans  le  lieu  où  se 
font  les  observations.  La  latitude  y  sera  90°  —  D.  Je  considère 
d'abord  une  étoile  dont  la  distance  polaire  àf  soit  plus  grande 
que  D ,  et  dont  on  observe  le  passage  supérieur  au  sud  du  zénith. 
Si  Z'  est  sa  distance  zénithale  exacte,  au  moment  de  ce  passage , 
on  aura  : 

i^.  Passage  supérieur  au  sud  du  zénith  , 

D  =r  A'  —  Z',     conséquemment     L  =  90  —  A'  +  Z'. 

Prenons  une  autre  étoile  dont  la  distance  polaire  àf'  soit  moindre 
que  D ,  et  observons-la  dans  son  passage  supérieur  au  nord  du 
zénith.  Soit  alors  Z''  sa  distance  zénithale  exacte  ;  on  aura  pour 
elle  : 

2?.  Passage  supérieur  au  nord  du  zénith , 

D  =  a"  H-  Z",     conséquemment    L  =.90°  —  A''  —  Z". 

Enfin ,  considérons  une  troisième  étoile  dont  la  distance  polaire 
soit  A"'  et  que  l'on  observe  dans  son  passage  inférieur  entre  le  pôle 
et  l'horizon  du  côté  du  nord.  Soit  alors  Z^  sa  distance  zénithale 
exacte;  on  aura  : 

3®.  Passage  inférieur  au  nord  du  zénith, 
D  =  Z"'  —  A*",     conséquemment     L  =  90*»  +  A'^  —  Z'\ 

Je  suppose  maintement  que  le  cercle  dont  on  fait  usage  donne 
toutes  les  distances  zénithales  trop  fortes  de  la  quantité  +  e,  cette 
lettre  devant  devenir  négative  si  le  cercle  donne  des  distances 
zénithales  trop  faibles.  Alors  celles  qu'on  observera,  dans  les  trois 
cas  précédents ,  seront  respectivement  Z'  -f-  <? ,  Z"  -H e ,  Z*  -H  tf.  Et 
comme  on  les  emploiera  toujours  dans  le  calcul  sous  la  même 
forme  que  précédemment,  on  en  déduira  des  latitudes  inexactes 
L',  1J\  U^y  lesquelles  auront  les  valeurs  suivantes,  que  je  présente 
d'abord  seules ,  puis  comparées  à  la  vraie  latitude  L  : 
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1".  Passage  supérieur  au  sud  du  zénith, 

L'  =  90«—  A'  -h  Z'  -f-  <?,     d'où     L'  =  L  -+-  c. 

2^.  Passage  supérieur  au  nord  du  zénith , 

L"=go°  — a"— Z"— ^,     d'où     L''  =  L--^.   . 

3".  Passage  inférieur  au  nord  du  zénith, 

L*'=r  900-f.A'"— Z'"— I?,     d'où     L*'=L  — tf. 

Si  le  cercle  donne  des  distances  zénithales  trop  fortes ,  e  sera 
positif;  et  la  latitude,  calculée  par  les  passages  au  sud  du  zénith, 
surpassera  celle  qui  se  déduit  des  passages  observés  au  nord.  Si , 
au  contraire,  il  donne  des  distances  zénithales  trop  faibles,  e  sera 
négatif^  et  les  latitudes  calculées  par  les  observations  faites  au 
nord  surpasseront  celles  qu'on  obtient  par  les  observations  faites 
au  sud.  Ce  second  cas  est  celui  qui  s'est  réalisé  dans  nos  observa- 
tions de  Forraentera. 

Les  équations  précédentes  étant  combinées  successivement  par 
addition  et  par  soustraction ,  donnent 

Lrr:l(L'  +  L''),  L  =  i(L'  +  L*), 

e  =  |(L'  —  L") ,  e  =  |(L'  —  L"'). 

Les  deux  premières  donnent  la  latitude  exacte  indépendamment 
de  l'erreur  constante  du  cercle.  Les  deux  dernières  donneront  les 
valeurs  absolues  de  cette  erreur,  d'après  la  différence  des  latitudes 
apparentes  conclues  des  observations  faites  au  sud  et  au  nord  du 
zénith. 

£n  appliquant  celles-ci  aux  observations  faites  à  Formentera 
en  1825  y  on  a ,  par  les  tableaux  de  la  page  5o8 , 

Dans  le  premier  état  du  cercle,     ez=:  —  6'%o28, 
Dans  l'état  rectifié  et  libre,  c  =  —  3",593. 

L'erreur  constante  s'est  donc  réduite  presque  à  moitié  dans  le  se- 
cond état  en  restant  toujours  négative  j  d'où  il  suit  que  l'instrument 
a  toujours  donné  des  distances  zénithales  trop  faibles. 

Ce  même  sens  négatif  de  l'erreur  s'est  manifesté  dans  toutes  les 
T.  m.  33 
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observatioDS  de  latitude  faites  par  le  colonel  Corabœuf  et  le  colonel 
Brousseaud,  avec  les  cercles  de  M.  Gambey  appartenant  au  Dépôt 
de  la  guerre.  Le  premier  de  ces  officiers  en  a  donné  le  résumé 
pour  quatre  stations  ,  où  il  avait  successivement  transporté  un  de 
ces  cercles  (Nouvelle  description  géométrique  de  la  France,  p.  368). 
Voici  ses  résultats  : 


HOKS 

des  stations. 

VALCVIi  MOTBinni 

de  Terreur  e. 

Tour  de  Borda  O828) 

-6,33 
-8,96 

-  4.27 

Antreps  (  18'iol 

Puits  Berteau  (iSag) 

Breri  (iSSi) 

Voici  maintenant  les  résultats  analogues  déduits  des  observations 
faites  par  le  colonel  Brousseaud  dans  trois  stations,  avec  un  même 
cercle  de  18  pouces  différent  du  précédent.  Je  les  extrais  de  son 
ouvrage  Sur  la  mesure  du  parallèle  moyen > 


^mm 


ftoys 
des  stations. 


La  Ferla nderie. 

Opmes 

Monceau    


*=iP 


PAGES 

de  Tonvrage. 


78 

loa 


VàLBUE 

de  Terreur  e. 


-  3,905 
^  2,570 


mimmmfismmsm 


i 


On  voit  que  les  trois  erreurs  sont  encore  négatives  ;  de  sorte  que 
le  cercle  a  toujours  donné  des  distances  zénithales  trop  faibles. 

Dans  les  deux  dernières  stations ,  la  latitude  moyenne  conelue 
des  observations  faites  au  nord  et  au  sud  du  zénith ,  s'est  très^bien 
accordée  avec  les  résultats  immédiats  des  séries  de  la  Polaire  obscr- 
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vée  directement  et  par  réflexion  sur  un  horizon  de  mercure.  Du 
moins ,  les  très-légères  différences  qu'on  remarque  entre  ces  deux 
modes  d'évaluation  sont  de  l'ordre  de  celles  qu'on  peut  légitime- 
ment attribuer  aux  petite's  incertitudes  qui  peuvent  rester  encore 
sur  les  déclinaisons  des  étoiles  situées  au  sud  du  zénith. 

On  a  vu  plus  haut^  page  5i  i ,  que  la  latitude  de  la  station  de 
Formentera ,  déterminée  en  1 808  par  M.  Arago  avec  un  cercle  de 
Fortin,  par  les  seules  observations  d'étoiles  circom polaires ,  excède 
de  vl"  ,  358  la  latitude  moyenne  obtenue  en  1 8x5  par  les  observa- 
tions faites  ^des  deux  côtés  du  zénith.  L'erreur  constante  de  ce 
cercle  était  donc  aussi  négative,  comme  les  précédentes,  et  elle 
était  égale  à  —  2",  358  pour  M.  Arago. 

Mais  cette  uniformité  de  signe  négatif  ne  s'est  pas  maintenue  pour 
un  autre  cercle  de  Fortin  que  nous  avons  employé,  M.  Mathieu  et 
moi,  en  1809,  à  Dunkerque.  Car,  par  des  élongations  de  la  Po- 
laire et  par  des  distances  méridiennes  prises  en  très-grand  nombre 
seulement  au  nord  du  zénith ,  nous  trouvâmes  alors  une  latitude 
de  la  tour  de  Dunkerque,  moindre  de  3'^,55  que  celle  de  Delambre 
qui  est  exacte,  comme  nous  l'avons  vérifié  depuis,  M.  Arago  et 
moi ,  concurremment  avec  les  astronomes  anglais.  D'où  il  suit  que 
notre  cercle  de  1809  donnait  des  distances  zénithales  trop  fortes 
de  cette  quantité ,  et  avait  ainsi  son  erreur  constante  positive. 

Je  ne  chercherai  pas  à  expliquer  ces  concordances  et  ces  dis- 
semblances de  signe;  mais,  quelle  qu'en  soit  la  cause ,  le  résultat 
obtenu  à  Formentera,  en  1825,  m'a  semblé  utile  à  constater  comme 
pouvant  donner  quelques  lumières  sur  les  moyens  à  prendre  pour 
atténuer  ce  genre  d'erreur.  Car,  puisqu'ici  une  meilleure  disposi- 
tion de  l'instrument ,  jointe  à  un  meilleur  mode  pratique  de  l'em- 
ployer, ont  produit,  dans  la  valeur  absolue  de  son  erreur  constante, 
une  réduction  si  notable,  il  ne  serait  pas  impossible  qu'on  parvînt 
à  l'atténuer  encore  davantage ,  si  la  lunette  des  cercles  répétiteurs 
était  munie  de  vis  de  rappel  au  moyen  desquelles  on  pût  centrer 
rigoureusement  l'oculaire  avec  l'objectif,  porter  la  plaque  du  réti- 
cule exactement  au  foyer  de  celui-ci ,  puis  la  tourner  et  aussi  la 
faire  mouvoir  parallèlement  au  plan  du  limbe ,  pour  amener  le  fil 
transversal  à  une  parfaite  horizontalité  dans  un  plan  diamétral  du 

33.. 
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système ,  en  même  temps  que  Ton  conserverait  le  mouvement  per- 
pendiculaire qui  sert  à  régler  l'axe  optique.  Si ,  après  avoir  effectué 
toutes  ces  rectifications ,  on  prenait  soin  de  laisser  toujours  les  bis- 
sections  s^opérer  d'elles-mêmes ,  tant  au  nord  qu'au  sud  du  zénith, 
dans  un  état  de  complète  liberté  de  l'instrument ,  comme  je  Tai 
fait  dans  la  seconde  partie  des  observations  que  je  viens  de  rappor- 
ter, on  obtiendrait,  je  crois,  les  résultats  les  plus  exacts  que  le  cer- 
cle répétiteur  puisse  donner  par  vision  directe.  Les  mêmes  condi- 
tions de  rectification  et  de  liberté  étant  appliquées  aux  observations 
dans  lesquelles  la  vision  directe  alterne  avec  la  vision  réfléchie,  con- 
tribueraient sans  doute  aussi  à  les  rendre  encore  plus  sûres,  sinon 
plus  parfaites ,  qu'on  ne  les  a  jusqu'ici  obtenues  ;  et  la  réunion 
de  ces  deux  procédés  donnerait  aux  cercles  répétiteurs  portatif 
une  valeur  de  détermination  qui  ne  serait  peut-être  pas  inférieure 
à  celle  des  grands  instruments  fixes  ;  la  petitesse  l'elative  de  leur 
dimension  étant  compensée  par  le  principe  de  répétition  ,  purgé  de 
toutes  les  erreurs  accidentelles. 

Je  joins  ici  les  divers  tableaux  annoncés  dans  le  cours  du  Mé- 
moire précédent.  Mais ,  pour  n'omettre  aucun  des  éléments  qui 
ont  été  employés  dans  le  calcul  des  distances  zénithales  vraies ,  je 
rapporterai  d'abord  les  résultats  de  trois  séries  d'observations, 
qui  ont  été  faites  à  différentes  époques  sur  des  objets  terrestres 
très- distants ,  pour  déterminer  les  valeurs  des  parties  du  grand 
niveau  parallèle  au  limbe,  dans  la  condition  même  d'application 
où  il  se  trouve,  quand  il  servait  à  mesurer  l'inclinaison  absolue 
de  l'axe  du  cercle,  lors  des  observations  de  latitude.  Voici  les 
résultats  : 
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DATE 

de*  «riMerrallon». 

TEKPÉRATDIE 

centésimale. 

VALEUR  ANCOLAIRB 

d'une  partie 

du  niveau,  en  seoondee 

soxagésimalM. 

i8a5.  Juin       n 

o 
-h  16,00 

ao,90 

a3,65 

»'»7797 

»>77«7 
«,7953 

Il 

Juillet     1 

V 

aleur  moyenne. 1  .'78323          II 

Quoique  cette  valeur  moyenne  différât  bien  peu  des  évaluations 
partielles ,  on  a  employé  celles-ci  par  préférence  pour  réduire  les 
observations  voisines  des  époques  où  elles  avaient  été  obtenues. 
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Tablbau  a.  —  Éléments  numériques  employés  au  calcul  de  la  latitude  par 

les  étoiles  observées  au  nord  du  zénith. 


wmmBtamm 

DISTANCE 

au 

■ 

pdle  boréal 
apparente. 


■ 


HBUaB 

du  passage 

aa 

méridien 

en 

temps 

de 

l'horloge. 


14.51.22,70 
5i.2a,66 
61.22,62 
51.22,57 

5l.22,5l 
5l.22,46 

3l.22,40 

5 1.22 ,35 

5l.22,3o 

51.22,24 

5 1.22,  II) 
5i.22,l3 
5l.22,o8 
5l .22,02 

5i.2i,83 


i5.  7.45,18 

44,93 

44,67 
44,45 

44,23 
44,01 

43,79 
43,57 

43,35 
43,13 

4^,9" 

42,69 

4^,47 

4^,29 
41,76 


LOGÀsrmE 
tabulaire  de  la 

quantité  u? 
qui  sert  i  ré- 
duire en  teaps 
sidéral  les  an- 
gles  horaires 

comptés  en 
temps  de  rhor- 

loge  n 


h     m    • 

6.  0.40,79 
5.5o.38,35 
5.40.35,92 
5.30.33, i5 
5.2o.3o,36 
5.10.27,43 
5,  0.24,75 

4.50.22,4s 
4.40*20,31 

4.30. 18, t6 

4.20.15,78 

4.10.13,45 

4.  o.ii ,i3 

3.5o.  9,63 

3.20.  5,84 


3,8465io5 
3,84654o5 
3,8455405 
3,8466371 
3,8466371 
3,8467590 
S,84664i4 
3,8460008 
3,846aooS 
3,8461884 
3,846ii5â 
3, 8465006 
3,8463820 
3,8458g63 
3,845665: 


est  A  =  14- 5^7-^^ Pour  abréger,  je  fais  w=5^7- ;   alors  le  facteur  de 

86400  —  r  n    ^  *  80400  —  r 

conversion  A  devient  ft=  H-ûj. 

Lo  logarithme  tabulaire  de  w  est  donné,  pour  chaque  jour  d'^observation,  dans 
la  dernière  colonne  du  tableau. 


observées 

propre  »  ^  ,      - 

nombre  de  ces   distances  que  chaque   série  renferme,   et  enfin  Q  la  quantité 

î  2  ^iil^Lïl    2  étant  un  signe  de  sommation  étendu  à  toutes  les  observations  de 

la  série.  Si  Ton  désigne  par  Z„  la  distance  zénithale  méridienne  moyenne  déduite 

de  ces  mêmes  observations,  on  aura 

.jSÎnDsinA  ^, 
Pour  les  passages  sup.  observes  au  nord  du  zénith,  Zm=Z— (i-t-w)  ^j^TjJII^'^' 

sinbsinA  ^ 
Pour  les  passages  inférieurs,  Z»,=Z-+-(i-l-w)  gj^/j)  .  ^\*>^ 

L'effet  du  facteur  (n-o))'  a  toujours  été  calculé  par  parties ,  en  effectuant  sa  mul- 
tiplication par  les  divers  termes  de  son  développement  n-2w-|-w'.  Les  observa- 
tions ont  toujours  été  faites  assez  près  du  méridien  pour  que  les  termes  ulléricurs 
de  la  formule  de  réduction  fussent  insensibles  et  pussent  être  négligés. 


PHYSIQUE. 


5lQ 


uite  (lu  TABI.EAU  A.  —  ÉLémtnU  numériqtics  employés   au   calcul  de  lu 
latitude  par  les  étoiles  observées  au  nord  du  zénith. 


1           1 

LOCAAITHME 

DATB 

HBimE 

tabnlaire  de  la 

NOMS  MS  ABTSfBS 

otuerTés 
an  nord  dn  lénitfa. 

r 

1 
1 

do 
robseri 

Mois. 
Juin 

rat. 

• 

C 

s 
o 
•-» 

1 

H 

Si 
«•s 

1* 

•H  e 
M'a 

b 
K 

2 

àSCENSIOR 

droite 

apparente 

en 

temps 

sidéral. 

1 

DISTANCE 

an 
p6ie  lM)réal 
apparente. 

du  passage 

an 

méridien 

en 

temps 

de 

riiorloge. 

quantité  f>^y 
qui  sert  à  ré- 
duire en  temps 
sidéral  les  an- 
gles  horaires 

comptés  en 

temps  de  rhor- 

ioge. 

*/ pet.  Ourse  8up. 

h     m    s 
i5.2i.  8,i5 

0     /       n 
i7.32.3f),4o 

h     m     s 
6.3o.l3,()6 

3,84654o5 

9 

lO 

21.  8,08 

35.86 

6.10.   8,84 

3 ,84654o5 

10 

i5 

21.  8,04 

35,59 

6.  0.  5,^ 

3,8466371 

1 1 

»7 

21.  8  Ci 

35,33 

5.5o.  3,22 

3,8466371 

VI 

21 

'^•-  7'97 

35,06 

5.40.  o,3o 

3,8467.590 

i3 

a(> 

î»ï-  7,9i 

3}, 79 

5.29.57,55 

3.8466414 

) 

A 

3i 

21.  7,90 

34,52 

5.19.55,58 

3,8462008 

15 

3(> 

21.  7,87 

34,25 

5.  9.53,44 

3,8462008 

i6 

4' 

21.  7,82 

34,02 

4.59.51,30 

3,8461884 

«7 

47 

31.  7»78 

33,79 

4.49.48,93 

3,846ii58 

ao 

57 

21.  7,64 

33,09 

4.19.42,83 

3,84.58963 

23 

ï7 

63 
45 

21.  7,5i 

3a,39 

3.49-39,10 

3,8456657 

Polaire  inférieure 

0.58. 16,14 

1  37.32,65 

2.27.56,73 

3,8462137 

iS 

5i 

iG,85 

32,65 

2.17.54,92 

3,8465oo6 

•9 

53 

17,53 

3-2,66 

2.  7.53,62 

3.8462820 

30 

55 

i8,2o 

32,67 

1.57.52,84 

3,84589^.3 

21 

59 

18,90 

32,69 

1.47.52.00 

3,8456277 

33 

Go 

20, 3() 

32,76 

1.27.51,58 

3,845()(i57 

23 

5i 

20,36- 

32,76 

i.27.5t ,58 

3,84.56657 

u4 

67 

21,1 5 

32,80 

1.17.50,79 

3 ,845579a 

23 

71 

'^S99 

32, 81 

1.  7.50,46 

3,8455450 

•^7 

77 

23,72 

32,79 

0.47.49,51 

3,8454795 

3o 

82 

26,20 

32,60 

0.17.48,54 

3,8455522 
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Tableau  B.  —  Éléments  numériques  employés  au  calcul  de  la  latitude  par 

les  étoiles  observées  au  sud  du  zénith. 


HOMMS  ASTftIS 

obwrrés 
m  nd  d«  léalth. 


/3  Soorp.  (la  plus 
grosse  des  deux). 


Antarift 


Ti  Ophiuchus. . .. 


S  Ophiuchus.. . . 


OAn 

; 

de 

S 

robMirat. 

â. 

o-c 

O-w 

—^^^   .^    .^^__ 

« 

• 

om 

n  — 

• 

^^ 

MoU. 

•4 

S 

0 

Juin. 

7 

3 

8 

6 

9 

II 

1 

4 

8 

7 

9 

la 

II 

18 

"i 

8 

9 

i3 

II 

'9 

11 

24 

i3 

•-«y 

14 

34 

i5 

39 

16 

44 

»7 

5o 

23 

66 

12 

22 

i3 

27 

'4 

3a 

i5 

37 

16 

42 

«7 

48 

10 

58 

23 

64 

▲SCSXSIOR 

droite 

apparente 

en 

temps 

sidéral. 


h     m    s 
■5.55.30,58 

20, 58 

20,59 


16.18.45,89 
45,90 

45,91 
45,92 


17.  o.a5,o5 
a5,07 
^5,0,) 
25,10 

25 , 1 1 
25,12 

25, i3 

25,1} 

25,  i5 

25,19 


16.  5. 14, 65 
14,66 
14, 66 

'4,^7 
«4,67 
14,67 
14,68 
14,68 


USTAVCC 

an 
pôle  boréal 
apparente. 


109.19.16,42 
i6,4t 
16.41 


116.  a. 14 

14 
14 

4 


!>'. 


io5.3o. 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


io3.i4 


^9 
18 

18 

18 

18 

18 

18 

18 


79 

82 

85 
9' 


63 
61 
56 
54 

52 

5o 

Î8 
42 
36 

CI 


o3 

94 
85 

75 
66 

5; 

29 
01 


HKOHE 

dn  passage 

an 

méridien 

en 

temps 

de 

fhorloçe. 


h     m    s 

7.  4«>i>56 

6.54.  8,98 
6.44*  6.5o 


7.27.27,66 
7.17.24,67 
7.  7-22,19 
6.47.16,80 


7. ,58. 46,63 

7.48.44,13 

7.28.38,70 

7.18.33,71 

7.  8.33,17 

6.58.3i  ,29 

6.48.29,19 

6.38.27, '° 

6.28.24,79 

5.q8.i5,3i 

6.23.48,54 
6.13.45,83 
6.  3.43,90 
5.53.41,79 
5.43.39,70 
5.33.37,38 
5.  3.3i,4r 
4.33.27,84 


u>aAaiTHiii 
tabulaire  de 
laqaanUtébj. 
cjnl  sert  à  ré- 

dnire  en 
temps  aider, 
les  an; lesho- 
ralres  coop- 
tés en  temps 
de  l'borl.  (•) 


3,8455405 
3,8455405 
3,8455405 


3, 8465405 
3,84654o5 
3,846j4o5 
3,8466371 


3,84654o5 

3,8465400 

3,8466554 

3,8467590 

3,8466414 

3,84^2208 

3,8462208 

3,8461884 

3,84611 58 

3,845665: 


3,8467590 
3,8466414 
3,8462008 
3,8462008 
3,846t884 
3,846ii58 
3,8^58963 
3 ,845665; 


(*)  En  conservant  loulcs  les  dénominations  générales  établies  pour  les  observa- 
tions au  nord  du  zcailh,  la  distance  méridienne  moyenne  déduite  des  dislances 
zénithales  observées  au  sud  s^obtiendra  par  la  formule 


Z«  =  Z~(i-h«ii)». 


sinA  sinD 


.Q. 


sin(A— D) 

Les  valeurs  de  la  qtiantité  oi  sont  donnéps ,  dans  la  dernière  colonnedu  tableau,  pour 
chaque  jour  d'observation.  L'effet  du  facteur  (iH-w)'  a  toujours  été  calculé  par  par- 
ties, d'après  son  développement  n-aw-Hw';  et  ici,  commedans  Jes  séries  an  nonl 
du  zénith,  les  observations  ont  toujours  été  faites  assez  près  dn  méridien  pour  que 
les  termes  ultérieurs  de  la  formule  de  réduction  pussent  être  négligés. 
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ile  du  Tableau  B.  —  Éléments  numériques  employés  au  calcul  de  la 
latitude  par  les  étoiles  observées  au  sud  du  zénith. 


LOGABITHVE   II 

DilTB 

HKUBB 

tabulaire  de  H 

de 

M 

ASGBlfSIOlf 

da  passage 

Iaqnantité&i,f| 

KOIIS  DBS  ASTBB8 

obserTés 
aosad  du  zénltb. 

robser 
Mois. 

Tat. 

•à 

u 

a 

«•S 

drotte 

apparente 

en 

temps 

>      sidéral. 

DISTAJICB 

an 

• 

pAle  boréal 
apparente. 

an 

méridien 

en 

temps 

de 

qui  sert  à  ré- 

dnire  en 
temps  sIdér. 
les  angles  hc- 
rairea  comp- 

o 

l'horloge. 

tés  en  temps  || 

Juin. 

12 

23 

de  rhorloge. 

> 
',  Ophiuchus .... 

h     m    s 
16.27.35,83 

0     /      1/ 
110.12.21,41 

h     m    s 
6.46.  0,36 

3,8467590 

l3 

28 

35,83 

21,34 

6.35.57,65 

3,8466414 

^4 

33 

35,84 

21,28 

6.25  55,73 

3,8462008 

i5 

38 

35,85 

21,22 

6.i5.63,63 

3 ,8462008 

i6 

43 

35,85 

21,16 

6.  5.61,54 

3,8461884 

»7 

49 

35,86 

21,10 

5.55.49,22 

3,84611 58 

23 

•A 

65 
63 

35,88 

20,73 

4.55.39,71 

3,8456657 

K fie  Ja  Vierge... 

i3.i6.  2,08 

100. i5.  0,61 

1.35.24,81 

3,8455792 

25 

72 

2,07 

o,56 

1.25.23,77 

3,8455450 

26 

74 

2,06 

o,5i 

1. i5. 22,22 

3,8457194 

27 

78 

2,o5 

0,45 

1.  5.2i,oS 

:i,8454795 

28 

âo 

a,o4 

0,40 

0  55.19,49 

3,8456977 

3o 
24 

83 
69 

2,02 

0,29 

0.35.16,98 

3,8455522 

0  Ju  Centaure. . . 

13.56.28,70 

ia5.3o. 38,88 

2  15.34,34 

3,8457184 

25 

73 

28,69 

38,92 

2.  5.33,14 

3,8455450 

26 

75 

28,68 

38,95 

i.55.3i ,93 

308457194 

27 

25 
JO 

79 
70 
76 

81 

28,68 

38,97 

1,45.30,80 

3 ,8454795 

y-  du  Verseau  . . . 

2i.56.5o,93 

9r.  9.43,51 

10.12.35,65 

3,8455450 

Fomalhaut 

22.47.  1,10 

120.32.28,16 

10.43.22,49 

3,8454795 

Rigel 

5.  6.  8,96 
8,98 

93.24.36,66 
36,47 

4.28.48,41 
4.18.46,71 

3,8455522 
3,8458904 

u     ..••.«.•... 

Jnil 

Tii  i  n 

I 

3o 

I 

85 
8i 

Sii'iiis 

6.37/j56,8i 
26,82 

106.29.  3,94 
3,72 

5.59.28,18 
5  49  27,32 

3,8455522 
3,8458904 

Joli. 

"4 
86 
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Tableau  B.  —  Éléments  numériques  employés  au  calcul  de  la  latitude  par 

les  étoiles  observées  au  sud  du  zénith. 

^^BSB 

1 

■~***^ 

1 

LOCÂEITBVl 

DATE 

HEO&E 

^abnlalre  de 

de 

H 

ASCENSIOIf 

du  passage 

laqaanlitéeo. 

ROWS  DIS  ASTRES 

l'observât. 

•s  "S 

droite 
apparente 

DISTàTICB 

an 

an 
méridien 

qnisertàré- 
dolre  en 

obserrés 

**""*" 

s: 

en 

pdle  boréal 

en 

temps  sidér. 

n  sad  du  séaltb. 

Mois. 
Juin. 

• 

£ 
7 

V 

3 

temps 
sidéral. 

apparente. 

temps 

de 

l'horloge. 

les  ang-lesho- 
ralres  comp- 
tés en  temps 
dclTiorLC). 

fi  Scorp.  (la  plus 
grosse  des  deux). 

h     m    s 

i5-55. 20,58 

109. 19. 1^^,42 

h     m    s 
7.  4*11956 

3,8455406 

8 

6 

20, 58 

16,41 

6.54.  8,98 

3,8455405 
3,8455405 

9 

7 

II 

4 

20,59 

16,41 

6.44*  6-5o 

Antarès 

16.18.45,89 

116.  a. 14,79 

7.27.27,66 

3,84654o5 

8 

7 

45,90 

14,82 

7.17.24,67 

3,84654o5 

9 

12 

45,91 

14, 85 

7.  7-22,19 

3 ,8463405 

II 

"s 

i8 
8 

45,92 

'4»9' 

6.47.16,80 

3,8466371 

yj  Opbiuchus. ... 

17.  o.25,o5 

io5.3o.  0,63 

7.58-46,63 

3,84654o5 

* 

9 

i3 

25,07 

0,61 

7.48.44,13 

3, 8465405 

' 

II 

19 

2^5,0,0 

0,56 

7.28.38,70 

3,8466554 

• 

12 

24 

25,10 

0,54 

7.18.33,71 

3,8467590 

i3 

29 

25 , 1 1 

•    0.52 

7.  8.33,17 

3,8466414 

«4 

34 

25,12 

o,5o 

6.58.31 ,29 

3 ,8462208 

i5 

39 

25,  i3 

.    0,48 

6.48.29,1913,8462208] 

i6 

44 

25,14 

0,42 

6.38.27,10 

3,8461884 

»7 

5o 

25,  i5 

0,36 

6.28.24,79 

3,846ii58 

23 
12 

66 
22 

25,  ig 

0,01 

5.28.i5,3i 

3,845665: 

S  Ophiuchus.. .. 

16.  5.i4,65 

io3.i4  19,03 

6.23.48,54 

3,8467590 

i3 

27 

14,66 

■8,94 

6.13-45,83 

3,84664.4 

, 

»4 

32 

14,66 

18, 85 

6.  3.43,90 

3,8462008 

i5 

37 

14,67 

.8,75 

5.53.41,79 

3,8462008 

i6 

42 

14,67 

18,66 

5.43.39,70 

3,8461884 

<7 

48 

14,67 

18,57 

5.33.37,38 

3,8461 i58 

20 

58 

14,68 

18,29 

5.  3.3i,4i 

3,84589rv> 

' 

23 1  64 

14,68 

18,01 

4.33.27,84 

3,845665; 

(*)  En  conservant  toutes  les  dénominations  générales  établies  pour  les  observa- 
tions au  nord  du  zénith,  la  distance  inéridienne  moyenne  déduite  des  distance^ 
zénithales  observées  au  sud  s'obtiendra  par  la  formule 

r,        r,      ,         .,  sinA  sinD  ^ 

Z„=Z  — (l-|-w)».-^y- =rr.Q. 


sin(A— D) 

Les  valeurs  delà  qtiantité  m  sonl  données,  dans  la  dernière  colonnedu  tableau,  pour 
chaque  jour  d'observation.  L'effet  du  facteur  (n-w)'  a  toujours  été  calculé  par  par- 
lies,  d\'iprès  son  développement  h-soj-h&j';  et  ici,  comme  dans  les  séries  au  non! 
du  zénith,  les  observations  ont  toujours  été  faites  assez  près  du  méridien  pour  quo 
les  termes  ultérieurs  de  la  formule  de  réduction  pussent  ôtre  négligés. 


J 


«  • 


OBB 


I 


j 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien  pour  les  observations  faites  au 

2sin'|// 


cercle  répétiteur,  ou  valeurs  tle 

sin  I 

Argoiie?<t.  Angle  horaire  en  temps. 


// 


1    SECONDES. 

0". 

l*n. 

a™. 

3«. 

4'". 

5™. 

6™. 

7». 

O 

I 

2 

3 

4 

5 

// 
0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

2,0 
2,0 

2,1 
2,2 
2,2 
2,3 

8,0 
8.1 
8,2 

8,4 

8,5 

// 

'7»7 

^7,9 
18,1 

18,3 

18,5 

18,7 

3ir4 
3i,7 

3i,9 

32,2 

32,5 
32,7 

49,1 

49,4 

49,7 
5o,i 

5o,4 

5o,7 

1/ 
70,7 

71,5 

7ï,9 
72,3 

72,7 

7/ 
96,2 

96,7 
97,1 
97,6 
98,1 
98,5 

6 

r- 
J 

8 
9 

lO 

0,0 
0,0 
0,0 
0,0 
'  0,1 

2,4 
2,4 

2,6 

2,7 

8,7 
8,8 

8,9 

9,ï 
9,2 

18,9 

ï9,> 
19,3 

«9,5 
19,7 

33,0 
33,3 
33,5 
33,8 
34,1 

5i,i 

5i,4 
5i,7 

52,1 

52,4 

73,1 
73,5 

73,9 
74,3 

74,7 

99,o 

99,4 

99,9 

100,4 

100,8 

11 

12 

i3 
i5 

0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 

2,7 
2,8 

2,9 

3,0 
3,1 

9,4 
9,5 

9,6 

9,8 

9,9 

'9,9 
20,1 

20,3 
20,5 

20,7 

34,4 
34,6 

34,9 
35,2 

35,5 

52,7 
53,1 
53,4 
53,8 
54,1 

75,1 
75,5 

75,9 
76,3 

101,3 
101,8 

103,3 

102,7 

I03,2 

i6 

17 
18 

»9 
20 

0,1 
0,2 
0,2 
0,2 
0,2 

3,1 
3,2 
3,3 

3,4 
3,5 

10,1 
10,2 
10,4 
10,5 
10,7 

20,9 

31,2 
21,4 
21,6 
21,8 

35,7 
36,o 
36,3 
36,6 
36,9 

54,5 
54,8 
55,1 
55,5 
55,8 

77,9 
78,3 

78,8 

io3,7 
104,2 
104,6 
io5,i 
io5,6 

21 
22 

23 

24 

25 

0,3 
0,3 
0,3 
0,3 
0,3 

3,6 

3,7 
3,8 

3,8 
3,9 

10,8 
11,0 
11,1 
11,3 
11,5 

22,0 
22,3 
22,5 
'22,7 
22,9 

37,2 

37,4 

37,7 
38,o 

38,3 

56,2 
56,5 
56,9 
57,3 
57,6 

79,2 
79,6 
80,0 
80,4 
80,8 

106,1 
106,6 
107,0 
107,5 

108,0 

26 

27 
28 

29 

3o 

0,4 
0,4 

0,4 
0,5 

0,5 

4,0 

4.2 
4,3 

44 

11,6 
11,8 

",9 
12,1 

12,3 

23,1 

23,4 
23,6 
23,8 
24,0 

38,6 

38,9 
39,2 

39,5 
39,8 

58,o 
58,3 
58,7 
59,0 
59,4 

81,3 
81,7 
82,1 
82,5 

83,o 

108,5 
109,0 
109,5 
110,0 
110,4 
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lo88in«i;7'=  "3,7892866 
log2  =o,3oio3oo 

log2  sin*^;?'  =2,o9o3i66 
logsin  i"  =6,6855749 


'"6  (     »in.^'     j  =5'4«474'7 ;         -Tnr?^  =  2539",». 


En  effectuant  un  pareil  calcul  de  seconde  en  seconde  de  temps,  depû: 

ju8qu''à  36°*,  on  a  obtenu  les  valeurs  correspondantes  du  facteur — : — =-• 

et  on  les  a  réunies  en  une  Table  que  Ton  trouvera  dans  les  pages  suivante.  T. 
suffit  de  la  consulter  pour  avoir  le  facteur  variable  de  la  réduction  qui  en- 
vient à  chaque  observation  partielle,  diaprés  la  valeur  de  T'  qui  lui  appar- 
tient. Cest  dans  cette  Table  même  qu^on  a  pris  les  nombres  rapporta  àm 
la  troisième  colonne  du  tableau  de  la  page  486. 

En  résolvant,  dans  la  page 44^9  Téquation  en  sin^  et  sin'^  ^  qui  dooivii 
réduction  au  méridien  correspondante  à  chaque  observation  partielle  .f ai 
borne  Tapprôximation  à  la  première  puissance  de  ^:  il  ne  serait  pas  prudci:: 
d^étendre  les  séries  jusqu^à  des  angles  horaires  assez  grands  pour  qu'eK-* 
fût  insuffisante;  mais,  si  Ton  voulait  la  pousser  plus  loin,  on  y  parvieDdrsi' 
de  la  manière  suivante. 

L^cquation  qu'ail  s'*agit  de  résoudre  pour  avoir  la  correction  o,  est 

sinZsin  S  -h'-icosZ  sin'  |^  =  2sin  A  sinD  sin-f  P'; 

remplacez  sin  â  par  son  expression  équivalente  2  sin  ^  $  cos  j  o  j  p»»!»  '^"' 
sez  les  deux  membres  de  Péquatiou  par  cos'^^  ;  et,  dans  le  second,  écri*ei, 

au  lieu  de — j-p^,  l'expression  équivalente  i-Htaug'|<?.  Les  termes  sm- 

blables  étant  réunis,  Téquation  deviendra 

(cos Z  —  sin  AsinDsiu'^P')  tang^eî^-  sin  Z  tangj  â=  sin  AslûDsiuSi" 

Ainsi  transformée,  elle  est  résoluble,  par  rapport  à  tang-jjj,  h  h  maniert- 
des  équations  du  second  degré.  En  outre,  Tjngle  P'  devant  toujours  âtre 
fort  petit,  le  second  membre  n'aura  jamais  qu'une  valeur  très-petiie.  Cob- 
séquemmcnt,  l'expression  radicale  de  tang^J  pourra  être  réduite  en  «nt 
série  toujours  convergente,  comme  nous  l'avons  fait  en  traitant  l'éqaati<^" 
de  la  page  89  ;  et  l'on  pourra  ainsi  obtenir  la  réduction  i,  avec  une  exifli- 
tude  indéfinie.  L'expression  que  nous  avons  formée  dans  la  page  444  "^^ 
que  le  premier  terme  de  cette  approximation,  et  il  convient  derestremf^' 
toujours  assez  les  écarts  des  observations  autour  du  plan  du  méridien  pow 
qu'il  suffise.  Mais  il  pourra  être  utile  de  savoir  apprécier  Ja  portée  u«^ 
termes  suivants  pour  chaque  étoile,  afin  de  connaitre  les  limites  des  W^ 
horaires  auxquelles  il  faut  s'arrêter  en  l'observant.  C'est  à  quoi  pourra  Wi^ 
le  développement  de  langio  en  série. 


PHTSIQUS. 


527 


TabU  générale  de  réduction  au  méridien.  (Suite.) 
Akgvmext.  Angle  horaire  en  temps. 


SEGOIIDKB. 

8™. 

9m. 

10". 

n™. 

12™. 

i3™. 

14™. 

15™. 

S 

^ff 

.-  '/ 

ff 

«  /f 

// 

^    ff 

n 

// 

0 

125,7 

169,0 

196,3 

237,5 

282,7 

33i,8 

384^7 

44»  .6 

I 

126,2 

159,6 

197,0 

238,3 

283,5 

332,6 

385,6 

443.6 

2 

126,7 

160,2 

197,6 

239,0 

284,2 

333,4 

386,6 

443,6 

3 

127,2 

160,8 

198,3 

239,7 

286,0 

334,3 

387,6 

444,6 

4 

127,8 

161,4 

198,9 

240,4 

286,8 

335,2 

388,4 

445,6 

5 

128,3 

162,0 

199,6 

241,2 

286,6 

336 ,0 

389,3 

446,5 

6     • 

128,8 

162,6 

200,3 

241,9 

287,4 

336,9 

390,2 

447,5 

7 

129,4 

i63,2 

200,9 

242,6 

288,2 

337,7 

391,1 

448,5 

8 

«29,9 

i63,8 

201,6 

243,3 

289,0 

338,6 

392,1 

449,5 

9 

i3o,4 

i64,4 

202,2 

244,1 

289,8 

339,4 

393,0 

450,5 

10 

i3i,o 

i65,o 

202,9 

244,8 

290,6 

340,3 

393,9 

45i,5 

II 

i3i,5 

166.6 

2o3,6 

245,5 

291,4 

341,2 

394.8 

45a,5 

12 

i32,o 

166,2 

204,2 

246,2 

292,2 

342,0 

395,8 

453,5 

i3 

i32,6 

166,8 

204,9 

247,0 

293,0 

342,9 

396,7 

454,5 

«4 

i33,i 

167,4 

2o5,6 

247,7 

293,8 

343,7 

397,6 

455,5 

i5 

i33,6 

168,0 

206,3 

248,5 

294,6 

344,6 

398,6 

456,5 

16 

134,2 

168,6 

206,9 

249,2 

296,4 

346,5 

399,5 

457,5 

17 

134,7 

Ï69.2 

207,6 

249,9 

296,2 

346,3 

400,5 

458,5 

18 

i35,3 

1^9,8 

208,3 

260,7 

297,0 

347,2 

401,4 

459,5 

19 

i35,8 

170,4 

208,9 

261,4 

297  »8 

348,1 

402,3 

460,5 

20 

i36,4 

171,0 

20Q,6 

262,2 

298,6 

349,0 

4o3,3 

461,5 

21 

i36,9 

171,6 

210,3 

262,9 

299,4 

349,8 

404,2 

462,5 

22 

137,4 

172,2 

211,0 

253,6 

3oo,2 

35o,7 

406,1 

463.5 

23 

i38,o 

172,9 

211,6 

254,4 

3oi,o 

35i,6 

406,0 

464,5 

24 

i38,5 

173,6 

212,3 

255,1 

3oi,8 

35a,  6 

407,0 

465,5 

25 

139,1 

ï74,i 

2i3,o 

266,9 

3o2,6 

353,3 

408,0 

466,5 

26 

139,6 

174,7 

2i3,7 

266,6 

3o3,5 

354,2 

408,9 

467,5 

27 

140,2 

175,3 

214,4 

267,4 

3o4,3 

355,1 

409,9 

468.5 

28 

140,7 

175,9 

2l5,I 

258,1 

3o5,i 

356,o 

410,8 

469,5 

29 

141 .3 

176,6 

2i5,8 

258,9 

3o5,9 

356,9 

411,7 

470,5 

3o 

141  >8 

i77»2 

216,4 

269,6 

3o6,7 

367,7 

412,7 

47' ,5 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien.    (Suite.) 
Arcgment.  Angle  horaire  en  temps. 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien.  (Suite.) 

« 
Argument.  Angle  horaire  en  temps. 


1 

■BBBB 

me^ 

-■■""-Tl 

• 

S 

16". 

17"». 

18"». 

19""  • 

20™. 

ai"». 

22°». 

23™. 

24"». 

26™. 

ff 

// 

//„ 

tf 

// 

«^-"^ 

/  i*/- 

1/ 

// 

// 

0 

5o2,5 

667,1 

636,8 

708,3 

784,9 

865,3 

949,6 

1037,8 

"29,9 

1225,9 

I 

5o3,5 

568,2 

636,9 

709,5 

786,2 

866,6 

961,0 

1039,3 

ii3i,4 

1227,5 

2 

5o4,6 

669,3 

638,1 

710,8 

787,5 

868,0 

952,4 

1040,8 

ii33,o 

1229,2 

3 

5o5,6 

570,4 

639,3 

712,1 

788,8 

869,4 

953,8 

1042,3 

1134.6 

i23o,8 

4 

5o6,7 

671,6 

640,5 

713,4 

790,» 

870,8 

955,3 

1043,8 

ii36,2 

1232,5 

5 
6 

607,7 

572,7 

641,7 

714,6 

79»,  4 

872,1 

946,7 

1045,3 

1137,8 

1234,1 

5o8,8 

573,8 

642,9 

7>5,9 

792,7 

873,5 

q58,2 

1046,8 

"39,3 

1236,7 

7 

5o9,8 

574»  9 

644,1 

717,1 

794,0 

874,9 

959,6 

1048,3 

"4o,9 

1237,3 

8 

5io,9 

576,1 

645,3 

718,4 

795,4 

876,3 

9t>i,i 

1049,8 

1142,5 

1239,0 

9 

5ii,9 

677,2 

646,4 

719,6 

796,7 

877,6 

962,6 

io5i ,3 

"44,0 

1240,6 

10 
II 

5i3,o 

678,3 

C47,6 

720,9 

798,0 

879,0 

963,9 

1062,8 

"46,6 

1242,3 

5i4,o 

579,4 

648,8 

722,1 

799,3 

880,4 

966,4 

1054,3 

"47,2 

1243,9 

12 

5i5,i 

680,6 

65o,o 

723,4 

800,7 

881,8 

Ç)t)6,9 

io55,9 

"48,8 

1245,6 

i3 

5i6,i 

681,7 

65i,2 

724,6 

802,0 

883,2 

968,3 

1067,4 

ii5o,4 

>e47,2 

14 

5i7,2 

582,8 

652,4 

726,9 

8o3,3 

884,6 

9^9,8 

io58,9 

1162,0 

1248,8 

i5 
16 

5i8,3 

583,9 

663,6 

727,1 

804,6 

886,0 

971,2 

1060,4 

ii63,6 

1260,6 

5«0,4 

585,1 

664,8 

728,4 

806,0 

887,4 

972,7 

1062,0 

ii55,2 

1262,2 

^7 

520,4 

586,2 

656,o 

729,6 

807,3 

888,8 

974,1 

1062,5 

ii56,8 

1253,8 

ï8 

521,4 

687,3 

667,2 

730,9 

808,6 

890,2 

975,5 

io65,o 

ii58,3 

1255,5 

19 

522,5 

588,4 

668,4 

732,2 

809,9 

891,6 

977,0 

1066,6 

"69,9 

1267,1 

20 
21 

523,6 

689,6 

669,6 

733,6 

8x1,3 

893,0 

978,6 

1068,1 

1161,5 

1268,8 

524,6 

590,7 

660,8 

734,7 

812,6 

894,4 

979,9 

1069,6 

ii63,i 

1260,4 

22 

525,7 

591,9 

66a,o 

736,0 

8i3,9 

895,8 

981,4 

1071,1 

"64,7 

1262,1 

23 

526,8 

693,0 

663,2 

737,2i 

816,2 

897*2 

982,9 

1072,6 

1166,3 

1363,7 

24 

527,9 

594,1 

664,4 

738,6 

816,6 

8q8,6 

984,4 

1074,2 

"67,9 

1265,4 

25 

26 

528,9 

696,2 

665,6 

739,7 

817,9 

900,0 

986,8 

1076,7 

"69,5 

1267,0 

53o,o 

i>q6,4 

666,8 

741,0 

819,2 

901,4 

987,3 

1077,2 

1171,1 

1268,7 

27 

53i,i 

597,5 

668,0 

742,3 

820,5 

902,8 

988,8 

1078,7 

1172,7 

1270,3 

28 

532,2 

598,7 

669,2 

743,6 

82!, 9 

904^2 

990,3 

1080,3 

1174,3 

1272,1 

29 

533,2 

599,8 

670,4 

744,8 

823,2 

906,6 

99»  ,8 

1081,8 

"75,9 

1273,7 

L 

534,3 

601,0 

671,6 

746,1 

824,6 

907,0 

993,2 

io83,3 

1177,5 

1276,41 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien.  (Suite-^ 
Argumekt.  Angle  horaire  en  temps. 


SEOORDSa. 

8™. 

9«n. 

10". 

II™. 

12™, 

x3™. 

x4m 

1 

tf 

Il 

jf . 

.  //^ 

«  0" 

0-  " 

H 

3o 

i4i»8 

177,2 

216,4 

259,6 

3o6,7 

357,7 

412,7 

3i 

142,4 

177,8 

217,1 

260,4 

307,5 

358,6 

4i3,6 

t..t, 

32 

143,0 

178,4 

217,8 

261,1 

3o8,4 

359,5 

414,6 

\:- 

33 

143,5 

179,0 

218,5 

261,9 

309,2 

36o,3 

4i5,6 

4;p-| 

34 

144,1 

179,7 

219,2 

262,6 

3io,o 

36i,2 

416,6 

k'A 

35 

144,6 

180,3 

219,9 

263,4 

3io,8 

362,1 

417.5 

i--'  / 

36 

145,2 

180,9 

220,6 

264,1 

3x1,6 

363, 0 

418,4 

1 

37 

145,8 

181,6 

221,3 

264,9 

3i2,5 

363,9 

4'9,4 

4:^-: 

38 

146,3 

182,2 

222,0 

265,7 

3i3,3 

364,8 

420,3 

4:9.: 

39 

146,9 

182,8 

222,7 

266,4 

3ï4,2 

365,7 

421,3 

4»'.:! 

4o 

147,5 

i83,4 

223,4 

267,2 

3i5,o 

366,5 

422,2 

48'.: 

4' 

148,0 

i84,i 

224,1. 

267,9 

3x5,8 

367,5 

423,2 

ii&.S 

43 

148,6 

184,7 

224,8 

268,7 

3x6,6 

368,4 

424,2 

iS3,S , 

43 

149,2 

i85,4 

225,5 

269,5 

3x7,4 

369,3 

425,1 

4Si,s 

44 

'49,7 

186,0 

226,2 

270,2 

3x8,3 

370,2 

426,  X 

485,8 

45 

i5o,3 

186,6 

226,9 

271,0 

319,1 

371,1 

427,0 

4S6.9 

46 

i5o,9 

187,3 

227,6 

271,8 

3ï9,9 

372,0 

428,0 

47 

i5i,5 

187,9 

228,3 

272,6 

320,8 

372,9 

429,0 

488.9 

48 

i52,o 

188,5 

229,0 

273,3 

321,6 

373,8 

43o,o 

i9>.o 

49 

i52,6 

189,2 

229,7 

274,1 

322,4 

374,7 

430,9 

i9».^ 

5o 

i53,2 

189,8 

23o,4 

274,9 

323,3 

375,6 

431,9 



5i 

i53,8 

190,5 

23l,I 

275,6 

324,1 

376,5 

432,8 

52 

154,4 

191,1 

23i,8 

276,4 

325,o 

377,4 

433,8 

^94-^ 

53 

ï54,9 

191,8 

232,5 

277,2 

325,8 

378,3 

434,8 

fe^'2 

54 

i55,5 

192,4 

233,3 

278,0 

326,7 

379,2 

435,7 

4^\2 

55 

i56,i 

193,1 

234,0 

278,8 

327,5 

38o,2 

436,7 

56 

i56,7 

193,7 

234,7 

279,5 

328,4 

38i,i 

437,7 

57 

157,3 

194,4 

235,4 

280,3 

329,2 

382,0 

438,7 

499.2 

58 

157,8 

195,0 

236,1 

281,1 

33o,o 

382,9 

439,6 

300,i 

59 

i58,4 

195,7 

236,8 

281,9 

33o,9 

383,8 

440,6 

501.4 

6o 

159,0 

196,3 

237,5 

282,7 

33x,8 

384,7 

441,6 
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lipsoide ,  ce  qui  aura  lieu  lorsque  le  point  de  contact  se  trouvera 
placé  sur  Téquateur  même,  puisque  c'est  là  que  la  normale  NS 
diffère  le  plus  du  rayon  7,  qui  est  osculateur  au  même  point 
de  l'ellipse  génératrice.  Tel  est  l'objet  de  la  fi^,  38.  Elle  est 
complètement  analogue  à  la /g.  87  ;  seulement  le  point  de  départ 
de  l'arc  SSt  y  est  placé  en  A ,  sur  le  contour  de  l'équateur  à  la  dis- 
tance polaire  ^=  90^.  Dans  ce  cas ,  la  normale  N  a  son  origine 
au  centre  même  de  Tellipsoîde ,  en  O  ;  et  sa  longueur  est  égale  au 
demi- grand  axe  OA ,  ou  a ,  comme  on  le  déduit  de  son  expression 
générale.  On  suppose  donc  que  l'arc  géodésique  considéré  ,  par-» 
tant  de  son  origine  équatoriale,  suivant  un  azimut  i  quelccmque, 
a  embrassé ,  sur  la  sphère ,  une  différence  de  distances  polaires  re- 
présentée par  les  portions  AS',  du  cercle  tangent.  Alors ,  admettant 
que  cette  différence,  de  chaque  côté  de  Taxe  OA,  soutende,  au  centre 
de  ce  cercle^  cm  angle S^OA,  égal,  par  exemple,  à  i  degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S'^  de  la  sphère 
aux  points  Si  de  l'ellipsoïde  qui  sont  situés  sur  le  même  rayon 
sphérique;  et  aussi ,  quel,  sera  l'excès  de  longueur  des  arcs  circu- 
laires AS',,  sur  les  arcs  elliptiques  AS, ,  rectifiés  rigoureusement? 
Or,  par  un  calcul  très-simpk  que  j'expose  dans  une  Note  à  la  fin 
de  la  présente  section ,  on  trouve  que  sur  la  terre ,  dans  les  sup- 
position» précédentes,  Tintervalle  S', Si,  exprimé  en  toises,  sera 
3'^,  178;  et  que  l'arc  circulaire  AS',  excédera  Farc  elliptique  AS| 
de  0*^,0185  ou  moins  de  -j—-  de  toise.  De  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles;  et  comme 
elles  sont  les  plus  grandes  qui  puissent  se  réaliser  dans  les  applica- 
tions, tant  à  cause  de  l'étendue  attribuée  ici  à  la  différence  des  dis- 
tances polaires  extrêmes,  qu'à  cause  de  la  localité  où  nous  la  sup- 
posons exister,  on  doit  en  conclure,  en  toute  assuranc/e:  i°que,  pour 
tous  les  arcs  -géodésiques  compris  entre  des  parallèles  dont  l'écart 
sera  au  plus  de  i  degré,  les  points  S',,  oùriikise  terminent  sur  la 
sphère  transversalement  osculatrice  à  leur  origine ,  se  confondront 
sensiblement  avec  les  points  Si  de  Fellipsoïde  situés  sur  les  mêmes 
rayons  sphériques;  2°  que  la  différence  des  distances  polaires  extrê- 
mes, évaluée  en  arcs  de  la  sphère^  égalera  sensiblement  en  longueur 
l'arc  du  méridien  elliptique ,  compris  entre  ces  mêmes  rayons. 
T.  m.  16* 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien,  (Suite.) 
Argument.  Angle  horaire  en  temps. 


• 
1 

l6'n. 

17»". 

18™. 

IQn». 

20". 

2I«. 

22™. 

23"^. 

ai™. 

25» 

] 

If 

^    * 

^    // 

.Jf 

«  .^f ^ 

it 

Jf 

tf 

tf 

p 

1 

3o 

534,3 

601,0 

671,6 

746,1 

824,6 

907,0 

993,2 

io83,3 

1^77. ■ 

512754 

1 

3i 

535,4 

602,1 

672,8 

747,4 

825,9 

908,4 

994,7 

1084,8 

Ï179» 

I   1277,1 

1 

32 

536,5 

6o3,3 

674,1 

748,7 

827,3 

909,8 

996,2 

1086,4 

1180,: 

7  '278,îl 

33 

537,5 

604,4 

675,3 

749,9 

828,6 

9",2 

997.6 

1087,9 

1182,3  1280,4 

34 

538,6 

6o5,6 

676,5 

761,2 

829,9 

912,6 

999,1 

1089,5 

ii83,9  '283,1 

35 
36 

539,7 

606,7 

677 '7 

762,6 

83i,2 

94,0 

1000,6 

1091,0 

ii85,i 

>  I2S3.8 
[  1285,5 

540,8 

607,9 

678,9 

763,8 

832,6 

915,5 

1002,1 

1092,6 

1187,1 

37 

541  »9 

609,0 

680,1 

766,0 

833,9 

916,9 

ioo3,5 

ï094,i 

"88,7 

r  1287,1 

38 

543,0 

610,2 

681,3 

766,3 

835,3 

918,3 

ioo5,o 

1096,7 

"90,3 

1288,8 

39 

544,1 

611,3 

682,5 

767,6 

836,6 

919,7 

1006,5 

1097,2 

1*91  »S 

1290,:» 

4o 
4i 

545,2 

6ï2,5 

683,8 

758,9 

838,0 

921,1 

1008,0 

1098,8 

1193,5 

1292,2 

546,2 

6i3,6 

685,0 

760,2 

839,3 

922,5 

1009,4 

1100,3 

"95,1 

1293,8 

42 

547»3 

6i4,a 

686,2 

761,6 

840,7 

923,9 

1010,9 

1101,9 

"96,7 

1295,5 

43 

548,4 

6i5,9 

687,4 

762,8 

842,0 

926,3 

1012,4 

iio3,4 

"98,3 

'297,2 

44 

549,5 

617,1 

688,7 

764,1 

843,4 

926,8 

ioi3,9 

iio5,o 

"99,9 

1298,9 

45 



46 

55o,6 

618,2 

689,q 

766,3 

844,7 

928,2 

ioi5,4 

1106,5 

1201,5 

i3oo,5 

55i,7 

6i9»4 

691,1 

766,6 

846,1 

929,6 

1016,9 

no8,r 

I2o3,I 

l302,2 

47 

552,8 

620,5 

692,3 

767,9 

847,6 

93i,o 

1018,4 

1109,6 

1204,7 

i3o3,9 

48 

553,9 

621,7 

693,6 

769,2 

848,9 

932,4 

ï<^9,9 

HII,2 

1206,4 

i3o5,6 

49 

555,0 

622,8 

694,8 

770,5 

85o,2 

q33,8 

1021,4 

UI2,7 

1208,0  i3o7,î| 

5o 
5i 

556,1 

624,0 

696,0 

771,8 

861,6 

935,2 

1022,8 

rri4,3 

1209,6 

i3o9,o 

557,2 

625,2 

697»2 

773,1 

862,9 

936,6 

1024,3 

iii5,8 

I2II,2 

i3io,7 

52 

558,3 

626,4 

698,4 

774,5 

854,3 

938,1 

1025,8 

1117,4 

I2i3,9 

l3l2,4 

53 

559,4 

627,5 

699,6 

775,8 

865,6 

93^.5 

1027,3 

in8,9 

t2i4,5 

i3i4,i 

54 

56o,5 

628,7 

700,9 

777,1 

856,o 

940,9 

1028,8 

1120,5 

I2l6,l 

i3i5,: 

55 

661,6 

629»9 

702,2 

778,4 

868,4 

942,3 

ro3o,3 

1122,0 

1217,7 

i3i7,4 

66 

562,7 

63i,i 

703,5 

;779,7 

859,8 

943,8 

io3i,8 

1123,6 

1219,4  1 

i3i9,i 

57 

563,8 

632,2 

704,7 

781,0 

861,1 

945,^ 

io33,3 

1126, r 

1221,0  ] 

t32o,8 

58 

564,c) 

633,4 

705,9 

782,3 

862,6 

946,6 

1034,8 

1126,7 

1222,6 

[322,5 

59 

566,0 

634,6 

707,1 

783,6 

863,9 

948,1 

io36,3 

U28,3 

1224,2  ] 

l324,2 

6o 

667,1 

635,8    708,3 

784,9 

855,3    949,6 

1037,8 

1129,9 

1225,9  > 

i 325,9 
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lipsoide,  ce  qui  aura  lieu  loi^que  le  point  de  cootact  se  trouvera 
placé  sur  l'équateur  même,  puisque  c'est  là  que  la  normale  NS 
diffère  le  plus  du  rayon  7,  qui  est  osculateur  au  même  point 
de  l'ellipse  génératrice.  Tel  est  Tobjet  de  la  fi^,  38.  Elle  est 
complètement  analogue  à  la^g.  87  ;  seulement  le  point  de  départ 
de  Tare  SSi  y  est  placé  en  A,  sur  le  contour  de  l'équateur  à  la  dis- 
tance polaire  d-=zcff*.  Dans  ce  cas,  la  normale  N  a  son  origine 
au  centre  même  de  l'ellipsoïde ,  en  O  ;  et  sa  longueur  est  égale  au 
demi- grand  axe  OA ,  ou  a ,  comme  on  le  déduit  de  son  expression 
générale.  On  suppose  donc  que  l'arc  géodésique  considéré  ,  par- 
tant de  son  origine  équatoriale,  suivant  un  azimut  i  quelconque, 
a  embrassé ,  sur  la  sphère ,  une  différence  de  distances  polaires  re- 
présentée par  les  portions  AS',  du  cercle  tangent.  Alors ,  admettant 
que  cette  différence,  de  chaque  côté  de  l'axe  OA,  soutende,  au  centre 
de  ce  cercle^  un  angle  S',  OA,  égal ,  par  exemple ,  à  i  degré  sexagé- 
simal, on  demande  quelle  sera  la  distance  des  points  S'j  de  la  sphère 
aux  points  S|  de  Tellipsoïde  qui  sont  situés  sur  le  même  rayon 
sphérique  ;  et  aussi ,  quel  sera  l'excès  de  longueur  des  arcs  circu- 
laires AS', ,  sur  les  arcs  elliptiques  AS| ,  rectifiés  rigoureusement  ? 
Or,  par  un  calcul  très-simpk  que  j'expose  dans  une  Note  à  la  fin 
de  la  présente  section ,  on  trouve  que  sur  la  terre ,  dans  les  sup- 
position» précédentes,  Tintervalle  S',S(,  exprimé  en  toises,  sera 
3'^,  178;  et  que  Tare  circulaire  AS',  excédera  raarc  elliptique  AS| 
de  0*^,0185  ou  moins  de  j—  de  toise.  De  telles  quantités  sont  bien 
légitimement  négligeables  dans  des  évaluations  pareilles;  et  comme 
elles  sont  les  plus  grandes  qui  puissent  se  réaliser  dans  les  applica- 
tions, tant  à  cause  de  l'étendue  attribuée  ici  à  la  différence  des  dis- 
tances polaires  extrêmes,  qu'à  cause  de  la  localité  où  nous  la  sup- 
posons exister,  on  doit  en  conclure,  en  toute  assurancie:  i°que,  pour 
tous  les  arcs  -géodésiques  compris  entre  des  parallèles  dont  l'écart 
sera  au  plus  de  i  degré,  les  points  S'^,  où  îf^f^  terminent  sur  la 
sphère  transversalement  osculatrice  à  leur  origine ,  se  confondront 
sensiblement  avec  les  points  S|  de  l'ellipsoïde  situés  sur  les  mêmes 
rayons  sphériques;  2°  que  la  différence  des  distances  polaires  extrê- 
mes, épaluée  en  arcs  de  la  sphère^  égalera  sensiblement  en  longueur 
l'arc  du  méridien  elliptique,  compris  entre  ces  mêmes  rayons. 
T.  in.  16* 
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186.  Revenant  donc  aux  fig,  36  et  3^ ,  négligeons-y   le  petit 
intervalle  SiS'^ ,  compris  entre  rellipsoïde  et  la  sphère ,   sur  le 
rayon  sphérique  extrême  NS\ .  Alors  le  rayon  vecteur  NSi  ,   mené 
du  point  N  à  Textrémité  de  l'arc  SSi,  devra  être  considéré  ccimme 
égal  en  longueur  à  la  normale  N.  Mais  ce  rayon  y  ainsi  dirigé, 
ne  sera  plus  normal  à  Tellipse  en  Se  11  y  aura  en  ce  point  uoe 
autre  normale  elliptique  Si  N| ,   formant  avec  Taxe  polaire  on 
angle  d* ^  lequel,  d'après  la  forme  de  la  développée  de   Tellipse, 
devra  être  plus  grand  que  d-\-^^  si  ce  point  extrême  S»  de  l'arc 
géodésique  est  plus  austral  que  le  point  de  tangence  primitif  S  y 
comme  le  représentent  tlo%  Ji^,  36  et  37,  mais  qui  sera,  an  con- 
traire, moindre  que  </,  et  même  que  d  —  ^,  si  ce  point  extrême 
est  plus  boréal  que  S,  comme  le  représente  la  fig,  39.  Ainsi  ^  lors- 
qu'on aura  calculé ,  sur  la  sphère,  la  différence  è  des  distances 
polaires  comprises  entre  les  deux  extrémités  de  l'arc  géodésique 
considéré ,  il  faudra  déterminer  d'  en  delB  pour  avoir  la  diffé- 
rence correspondante  des  distances  polaires  sur  le  méridien  ellip- 
tique terminal.  G^est  ce  que  je  vais  faire,  en  prenant  pour  type 
l^fig'  36,  ou  Isifig,  37  qui  n'en  est  que  le  rabattement. 

D'abord  Si  Ni  ou  N|  devant  être  la  longueur  de  la  normale  à 
l'ellipse,  pour  la  distance  polaire  elliptique  d^^  comme  SN  ou  If 
l'est  pour  la  distance  polaire  dy  ces  deux  longueurs  auront  les 
expressions  générales  suivantes  : 

N.= r;         N= ,. 


(i  — c^cos»^')'  (i  —  e^co&^dy 

Maintenant,  dans  \2ijig,  37,  qui  nous  sert  de  type ,  N  et  N,  sont 
les  côtés  d'un  même  triangle  rectiligne  oii  N,  est  opposé  à  l'an- 
gle d-^  S 'y  on  aura  donc  la  condition 

N,siné/'  =  Nsin(rf-f-5), 
ou ,  en  remplaçant  N  et  N,  par  leurs  expressions  analytiques, 

sin  rf'  sin(r/-|-^) 


I 


(i—e^cos'd'y       (i  ^e'cos^dy 
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suré,  laquelle  était  de  i°  34'  56"  dans  ropératicm  du  colonel  Lainb- 
ton.  Or,  les  observations  faites  avec  les  meilleurs  instruments  et 
les  soins  les  plus  minutieux,  comportent  des  erreurs  bien  plus 

grandes  que  cette  limite  (*). 

■    -.111         II...     ■  .I».   I  I      I   1 1      ,  ■■    I        I     ,    ■ 

(^)  Comme  on  a  sans  cesse  besoin  d^évaluer  ainsi  les  différences  de  lon- 
gueur des  degrés,  en  différences  correspondantes  qu^elles  supposeraient  dans 
Tobservation  des  amplitudes  astronomiques  ou  gcodésiqucs  d^où  on  les  a 
déduits,  pour  se  faire  une  idée  exacte  de  leur  importance,  il  convient  de  ré- 
duire cette  évaluation  en  formule. 

Soient  A  Pamplitude  de  Tare  observé  exprimée  en  toises ,  N  le  nombre  de 

secondes  sexagésimales  que  contient  son  amplitude  astronomique  observée  ; 

D(o)  la  longueur  du  degré  sexagésimal  qu^on  déduit  de  ces  données  réunies. 

On  aura  évidemment 

36ooA 


D(o>=: 


N 


(O) 

Soit  maintenant  D     le  degré  correspondant  à  la  môme  distance  polaire 

moyenne,  qui  est  obtenu  théoriquement ,  et  nommons  x  le  nombre  de  se- 
condes sexagésimales  dont  il  faudrait  augmenter  N  pour  le  conclure  tel  de 
la  même  amplitude  A.  On  aura  pareillement 

^(o)      36ooA 

«        N  -*-x 

Divisant  la  première  égalité  par  la  seconde,  il  en  résulte 


—     to\  '  consequemment         a:  =  NI 

N  Dy  \         D^o» 

L'évaluation  de  x  se  fera  très-aisément  par  logarithmes.  Ici, par  exemple, 
nous  avons  D  — D^  =— o  ,i5  et  N=569l5". Quant àD^  ,  son  logarithme 
est  déjà  trouvé.  Le  calcul  s'^effectuera-dojic  comme  il  suit  : 

log  0  ,i5  =  1,1760913  — 
log  N  =  3,7555700 

2,93 1661 3  — 

(O) 

logD^    ==  4,754061a 


log x=  2,1766001 — ,        ce  qui  donne        x  =  —  o'',oi5oi7. 

1 

Cest-à-dire  que,  pour  obtenir  une  augmentation  de  0^,1 5 dans  la  longueur 
T.  m.  14..* 
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170.  Je  vab  faire  un  calcul  pareil  pour  les  deux  autres  arcs  de 
notre  tableau  de  la  page  1819  qui  ont  été  mesurés  aa  nord  de 
limites  de  distance  polaire  que  nos  données  embrassent.  Je  consi- 
dère d'abord  celui  d'Angleterre,  pour  lequel  on  a 

d  =  37*»57'4o",         logcos^rf  =  1 ,  7935246. 
Avec  cet  élément  et  la  valeur  précédente  de  ^,  je  trouve 

\  k  e^do^^  d  ^=z  o^€i07&%  71933 

\k  -  COS*  rf  =r  0 ,  00000  52976 


Somme  additive  à  log  D 


(o) 


f  A^  X  cos'  c/  =  o ,  00000  00 142 


0,00263  25o5i 


du  degré  qui  se  déduit  do  Pamplitude  Â,  il  faudrait  diminuer  PampUtode 
astronomique  do  cette  quantité.  En  opérant  de  même  dans  tous  les  cas 
pareils  )  on  obtiendra  la  valeur  et  le  signe  de  la  correction  Xy  exprimée  en 
secondes  de  degré  sexagésimal. 

Si  Ton  voulait  opérer  Taccord  de  Tobservation  et  du  calcul  en  altérant 
Famplitudo  géodésique  A.  et  laissant  Tamplitude  astronomique  la  même,  il 
fandrait  supposer  que  A  devient  A-ho,  N  restant  constant.  Alors  a  devrait 
être  tel  que  Ton  eût  Tégalité 

r^Co)_36oo(AH-fl) 
«    ""  N         ' 

et,  en  divisant  celle-ci  par  la  première,  qui  avait  donné  D(9}  pour  IVimplitode 
A,  on  en  tirera 


A 


(9) 
D  ' 

e 

5(«7' 


conséquemment 


Alors  a  sera  exprimé  en  unités  lincalres  de  môme  espèce  que  A,  él  Ton  voit 
que  son  signe  serait  toujom*8  contraire  à  celui  delà  correction  x,  qa''il  &a- 
drait  appliquer  Tamplitu^le  astronomique  pour  piMuire  te  mémo  accord. On 

A  N 

pourrait  encore  éliminer  -^r^  par  sa  valeur  attirée  de  fa  première  éga- 
lité ,  ce  qui  donnerait 

36oo      / 
et  cettesecondc  expression  donnerait  la  même  valeur  de  a  que  la  précédente. 


/D(. 


et  if  Je  forme  ainsi  le  tableau  suivant  qui,  d*après  le  système  de 
données  combinées,  présente  les  dimensions  en  moyennes  du  sphé- 
roïde terrestre  considéré  comme  un  ellipsoïde  de  révolution,  en 
faisant  abstraction  de  ses  irrégularités  locales.  Les  longueurs  y  sont 
expriméesen  toises  deUAcadémie,  qui  a  servi  prinûtivement  d'éta- 
lon commun  à  toutes  les  mesures.  Elle  était  en  fer,  et  elle  est  censée 
rapportée  à  la  température  de  16^7  du  thermomètre  centésimal. 
Demi-axe  équatorial , 

a  =  3271867^,28;        loga  =  6,5147956789. 
Aplatissement , 

ff  =r  0,0031890085;       loge=:  3,5o36554 

I 

ou  e  : 

Carréderexcentrîcité , 


3i3,77 


tf»=  0,0063678439;       logtf*  =  3,8039924. 

Excès  du  demi-axe  équatorial  sur  le  demi-axe  polaire  y 
at=:io434iOi;  \Qga$sz  ^^aiS^ôii^io. 

Demi-axe  polaire , 

b  =  3261433,27;         log  A  =  6,5134084971. 

Avec  ces  éléments  moyens,  je  réduis  en  nombres  l'expression  dé- 
veloppée d'un  degré  quelconque ,  qui,  d'après  la  page  197,  est 

=  ^«(i— «?*){i-h4'î'coS»i/-HV'«?*<»**^+H^^'^**'-^fH^'c<>s'^...)- 

Le  coefficient  commun  se  calcule  d'abord  par  parties,  de  la  ma- 
nièi«  suivante  : 
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logû  =6,5i479  56789 
log =  1,75812  26324 

17 


log  (^11^4,7566730465  -^«=57104^,8568 


log  é^  =  3,80399  24  -TT-  ae^  =     363"^  ,6347 


180 


log 


(  -^  ac'  )  =  2,56o66  54  "S"^  (*  —  e*):=^  5674 1*^,2221 

et ,  en  achevant  le  calcul  des  termes  suivants  avec  ce  coefficient 
commun,  on  trouve  généralement 

DC»)=5674i^22-h  54iT,986cos'^4- 4*^,3141  cos*€/ 

-4-  o*'',o32o5  coi*  d  -4-  0*^,0002296  cos^d. 

(Test  la  série  que  j'ai  annoncée  dans  la  page  198,  et  Ton  voir  qu'il 
suffira  toujours  d'évaluer  ses  deux  premiers  termes,  pour  dé- 
passer les  limites  accessibles  à  Texpérience.  J'emploierai  désor- 
mais ces  résultats  moyens  dans  tous  les  calculs  d'application  que 
nous  aurons  ultérieurement  à  effectuer. 

178.  Je  joindrai  ici  l'expression  du  logarithme  de  la  normale  N, 
limitée  à  Taxe  polaire,  parce  que  l'on  en  a  un  continuel  besoin 
dans  les  applications.  Nous  savons  que  l'expression  de  cette  nor- 
male est 

a 

(i  — é*  cos^dy 
on  aura  donc 

logN=loga-| — (e'cos'^4-7«*cos*  rf-i-je'cos*  d. . .). 

2 

Il  faudra  limiter  le  nombre  de  termes  de  cette  série  selon  le  nombre 
de  chiffres  décimaux  que  l'on  voudra  obtenir  dans  logN.  Le  taUeao 
ci-dessus  fournira  toutes  les  constantes  de  oe  calcul  en  y  ajoutant 
la  valeur  de  logy/r,  qui  est 

log^  X  =  1 ,3367543156. 
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central ,  exprimé  en  secondes  de  degré,  on  aura 

■~Nsinrf„  ' 
I''  représente  alors  Fangle  dièdre  compris  entre  les  méridiens  des 
stations  extrêmes^  exprimé  en  parties  de  la  même  graduation.  Or 
cet  angle,  conclu  des  mesures  géodésiques,  peut  être  soumis  à 
une  comparaison  astronomique ,  analogue  à  celle  qu'on  applique, 
aux  arcs  méridiens,  mais  qui,  malheureusement,  comporte  beau- 
coup  moins  de  précision. 

195.  Pour  cela,  il  faut  se  rappeler  les  notions  établies  dans  les 
chapitres  XI  et  XV  du  volume  précédent ,  sur  runiforp:iité  du 
mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste ,  ainsi  que  Temploi  de  sa 
révolution  pour  constituer  l'unité  de  temps  que  Ton  appelle  le 
jour  sidéral.  Si  Ton  définit ,  dans  chaque  lieu ,  Vorigine  de  ce 
temps  par  le  passage  méridien  d'une  étoile  absolument  fixe,  ou 
rendue  idéalement  telle  par  les  petites  corrections  que  j'ai  annon- 
cées, pages  327,  sous  les  noms  de  précession,  d'aberration  et  de 
natation  y  l'angle  dièdre  décrit  par  le  cercle  horaire  de  cette 
même  étoile  mesurera ,  pour  chaque  observateur,  les  parties  du 
temps  écoulées  depuis  son  passage  méridien  ;  et  cet  angle  lui  sera 
indiqué  à  chaque  instant ,  par  son  horloge ,  s'il  a  déterminé  soi- 
gneusement la  marche  de  celle-ci ,  en  la  comparant  au  mouve- 
ment du  ciel  par  des  observations  de  passages ,  comme  cela  a  été 
expliqué  au  chapitre  XI.  Concevons  maintenant  deux  observa- 
teurs établis  aux  deux  stations  extrêmes  S09  Sa  du  parallèle  calculé, 
munis  tous  deux  d'horloges  exactement  réglées  comme  je  viens  de 
le  dire ,  et  comptant  tous  deux  le  temps  sidéral  à  partir  du  pas- 
sage de  la  même  étoile  à  leur  méridien.  Désignons  par  I^  le  nom- 
bre de  secondes  de  degré  qui  exprime  l'angle  dièdre  compris  entre 
ces  plans ,  et  supposons  Sa  plus  occidental  que  So«  Lorsque  l'étoile 
prise  pour  signal  céleste,  passera  au  méridien  de  Sn,  elle  se  trou- 
vera à  l'occident  du  méridien  de  So>  et  son  cercle  horaire  s'en  sera 
éloigné ,  dans  ce  sens  ^  d'un  nombre  de  secondes  de  temps  sidéral 

r       .  . 

égal  à  —= ,  puisque  la  vitesse  de  son  mouvement  uniforme  lui  fait 
décrire  les  36o°  de  sa  révolution  entière  en  vingt-quatre  heures  de 
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ce  même  temps.  Donc ,  en  général  y  si  Ton  nomme  Ho,  H»  les  temps 
absolu^  que  les  deax  observateurs  comptent  simultanément  sur  leur 
propre  horloge  y  à  un  même  instant  physique,  on  aura  toujours 

I" 

HbH — p  =  Ho- 
i5 

D'après  cela ,  si  Ton  pouvait  connaître ,  pour  un  même  instant 
quelconque ,  la  différence  Ho  —  H„ ,  l'angle  I"  se  déduirait  de 
cette  égalité.  C*est  à  quoi  Ton  parvient  en  faisant  apparaître  entre 
les  deux  stations  un  signal  soudain,  visible  de  l'une  et  de  Tautre, 
tel  que  le  produit  l'inflammation  d'une  petite  quantité  de  poudre. 
Car  rinstant  de  l'apparition  étant  noté  par  chaque  observateur  sur 
sa  propre  horloge ,  la  différence  de  ces  indications  donne  Ho — H.. 
Si  ces  identifications  pouvaient  se  faire  avec  une  parfaite  rigueur, 
une  seule  suffirait.  Mais ,  comme  elles  comportent  inévitablement 
quelque  incertitude ,  on  réitère  la  même  épreuve  un  grand  nom- 
bre de  fois ,  à  des  instants  fixés ,  en  les  espaçant  par  des  intervalles 
de  temps  convenus  d^avance ,  et  l'on  atténue,  par  compensations, 
les  erreurs  partielles ,  en  prenant  la  moyenne  de  tous  les   résultats 
ainsi  obtenus.  Ayant  donc  ainsi  Ho  —  H» ,  on  en  conclut 

r=i5(Ho  — H„). 

Cette  évaluation  astronomique  de  ï"  peut  alors  être  comparée  à  sod 
évaluation  géodésique  (*).  Or,  celle-ci  est  déduite  de  la  kmgneur 
de  l'arc  mesuré ,  combinée  avec  sa  distance  polaire  observée  et 
avec  les  éléments  a,  é*^  de  l'ellipse  qui  représente  la  forme  générale 
des  méridiens  terrestres.  L'accord  ou  la  discordance  des  deux  ré- 
sultats apprend  donc  û ,  sur  le  segment  de  parallèle  où  l'on  a  opéré, 
la  configuration  de  la  surface  terrestre  s'identifie  efJkit&aaent  avec 
Fellipsoïde  régulier  de  révolution  qui  représente  son  ensendik,  on 
si  elle  en  diffère  localement.  Mais,  pour  bien  apprécier  l'étendue  de 
ces  écarts ,  lorsque  le  calcul  les  accase,  et  même  en  constater  sû- 
rement la  réalité ,  il  faut  discuter  l'influence  des  erreurs  de  diétail 


(*)  Dans  les  pages  suivantes,  on  a  imprimé  par  erreur  H„ — Ho,  au  lieu 
de  Hq— Hb  ;  il  faut  intervenir  les  indices  pour  avoir  cette  différence  positive 
comme  on  Ta  supposée. 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien,  (Suite.) 
Argument.  Anoxie  horaire  en  temps. 
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Table  générale  de  réduction  au  méridien,  (Fin.) 
Akgdiient.  Angle  horaire  ab  t«nips. 
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